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Exercice 1.

On considère le polynôme F = 3X5 + 7X + 6 ∈ Z[X].

1. Véri�er que F a toutes ses racines simples.

2. Véri�er qu'il en est de même du polynôme f = F ∈ F5[X]

3. Véri�er directement pour le polynôme f la formule du cours :

discrimX(f) = (−1)m(m−1)/2ak−1m RX(f, f ′)

avec k = m− 1− deg(f ′).

4. Montrer qu'il n'existe qu'un nombre �ni d'entiers premiers p tels que le polynôme réduit

modulo p ait des racines multiples. Trouver ces entiers premiers.

Exercice 2.

On considère les polynômes :

f = X4 − 4X3 −X2 + 16X − 12

g = X3 + 2X2 −X − 2

1. Calculer la forme échelonnée réduite (en colonnes) de la matrice de Sylvester S4,3
X (f, g).

2. En déduire le pgcd ∆ de f et de g.

3. En déduire une base de l'image de l'application linéaire :

∂4,3
f,g : K[X]≤2 ⊕K[X]≤3 −→ K[X]≤6

(u, v) −→ u f + v g

Exercice 3.

On considère les polynômes :

f = 3X5 + 7X + 6

g = 2X5 − 3X2 + X − 1

1. Calculer le polynôme :

Pn
X,Y (f, g) =

f(X)g(Y )− f(Y )g(X)

X − Y
==

n−1∑
i,j=0

ci,jX
iY j ∈ Q[X,Y ]

2. Former la matrice de Bezout :

Bn
X(f, g) = (cn−i,n−j)1≤i,j≤n

3. Calculer son déterminant. Que remarquez-vous ?

4. Calculer la forme échelonnée réduite de Bn
X(f, g). Que remarquez-vous ?
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