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I. Polynomes univariés.

1 Généralités

On considére anneau A[X] des polynémes a coefficients dans un anneau A (commutatif et
unitaire). Si I'anneau A est intégre, 'anneau A[X] est intégre et 'on a! :

deg(fg) = deg(f) + deg(g) pour tout f,g € A[X]

Toujours dans le cas A intégre, on dispose du corps des fractions K = Frac(A) de A et K(X)
est le corps des fractions de A[X].

On désigne par A le groupe (multiplicatif) des éléments inversibles de A ; deux éléments z,y € A
sont associés? §'il existe u € AX tel que y = ux ; on obtient une relation d’équivalence sur A.
Un élément p € A est premier s'il vérifie le lemme d’Euclide? :

pour tout z,y € A : plxy = p|x ou ply
et un élément p € A est irréductible si :
pour tout a € A:alp=a€ A" oua~p

Tout élément p premier est alors irréductible ; la réciproque est vérifiee lorsque A est factoriel.
Si Panneau A est factoriel, 'anneau A[X] est factoriel). Dans ce cas, un polynéme f € A[X]
est primatif si ses coefficients sont premiers entre eux. Tout polynéme non nul f € K[X] s’écrit
de maniére unique, aux éléments associés pres, f = cont(f)pp(f) avec cont(f) € K* (contenu
de f) et pp(f) € A[X] polynéme primitif (partie primitive de f). Etant donné f € K[X], on a
f € A[X] si et seulement si cont(f) € A.

On a de plus, pour f,g € K[X]\ {0} :

1. cont(fg) ~ cont(f)cont(g)

2. pp(fg) ~pp(f)pP(9)

Soit f € A[X] un polynoéme primitif; alors f est irréductible dans A[X] si et seulement si f
est irréductible dans K[X] lemme de Gauss). de sorte que les éléments irréductibles de A[X]
sont, d'une part les éléments irréductibles de A, d’autre part les polynomes primitifs de A[X]
irréductibles dans K[X].

Un anneau A est principal s’il est intégre et si tout idéal de A est engendré par un élément ; alors
A est factoriel et pour tout élément irréductible p € A Vidéal (p) est mazimal ; en particulier
lanneau A[X] est principal si et seulement si A est un corps.

Enfin un anneau A est noethérien si tout idéal de A posséde un systéme générateur fini®. Si
Panneau A est noethérien, I’anneau A[X] est noethérien (théoréme de la base finie de Hilbert).

Par ailleurs on dira qu’une structure algébrique est effective si I'on dispose :
1. d’une structure de données pour représenter les éléments

2. d’algorithmes pour effectuer les opérations et pour tester 'égalité

en général on a seulement deg(fg) < deg(f) + deg(g) pour tout f,g € A[X]
on notera y ~ x la relation d’association

I’idéal (p) est premier ie. A/(p) est intégre

si A principal, A est évidemment noethérien

e



2 Algorithme d’Euclide

Soit K un corps commutatif ; on suppose que K est effectif ; alors 'anneau K[X] est effectif
et est euclidien (de maniére effective aussi).

Algorithme 1 Division euclidienne
1. entrée : des polynomes non nuls f,g € K[X]
2. initialisations : q:= 0, r := f
3. tant que r # 0 et deg(r) > deg(g) boucle :
{
le(r)

a) M := — 7 xdeg(r)—deg(g)
@M 1)

(b) q:==q+M
(c) r:=r—DMg
}

4. sortie : les polynomes q,r € K[X] que f = gq+ r avec r =0 ou deg(r) < deg(g)

vV Posons m = deg(f) et n = deg(g); 'algorithme de la division euclidienne comporte au plus
m —n + 1 itérations (terminaison).
Notons ¢; et r; les quotients et restes partiels calculés & ’étape ¢; on a alors :

M, — 1) srdeg(ri)-des(o)
le(g)
qi+1 = qi + M;

i1 =1i — M;

Il en résulte que l'égalité f = gg; + r; est un invariant de boucle (correction).
Pour tout polynéme non nul h € K[X], on pose :

trn(h) = h — le(h) X deeh)

de sorte que
trn(h) = 0 ou deg(trn(h)) < deg(h)

et I'on a :
rivitrn(r;) — M;trn(g)

Ainsi une itération représente au plus 2n opérations dans le corps K et la division euclidienne
comporte au plus 2n(m — n 4+ 1) opérations dans le corps K est est donc d’une complezité de
Vordre de O(n(m —n)). A

Pour tout entier d > 0, on désigne par K[X]<4_1 le K-espace vectoriel de dimension d formeé
du polynéme nul et des polynomes de K[X] de degré < d — 1. L’espace vectoriel K[X]<q_1
posséde la base canonique (X1, - X, 1).

m ) n )
Soient f = Y a; X' € K[X] et g = Y bj X7 € K[X] des polynomes & coefficients dans un
i=0 §=0
corps commutatif K et & une indéterminée X, de degrés respectifs m et n; 'application de
Bezout-Sylvester est ’application K-linéaire :
6}%” : K[X]Sn—l @K[X]Sm—l — K[X]§m+n—1
(u,v) — uf+vyg



Lemme 1 L’application de Bezout-Sylvester 8}”&” est bijective si et seulement si f et g sont
premiers entre eut.

v Soit (u,v) € Ker(@?én); on a uf +wvg = 0 de sorte que f|vg donc flv. Si on avait v # 0 on
aurait deg(v) > m de sorte que v = 0 = 0. Ainsi Bfg’n est injective, donc un isomorphisme par
égalité des dimensions.

Réciproquement si 877;’,” est bijective, on a uf + vg = 1 donc f et g sont premiers entre eux. A

Définition 1
Le déterminant Rx(f,g) = det(@?y’") € K de lapplication 8}7;” (0w m = deg(f) et n =deg(g))
est le résultant des polynomes f,g € K[X].

En particulier on a Rx (f,g) # 0 si et seulement si f et g son premiers entre eux.

Soient f,g € K[X] de degrés respectifs m et n; on pose A = pged(f,g), d = deg(A);
I’application linéaire :

8ﬁg : K[X]Sn—d—l X K[X]Sm—d—l — K[X]Sm—‘rn—Qd—l
(U, V) — vlive
d )
est bijective. En particulier il existe des polynomes uniques u € K[X|<p_q—1 et v € K[X]<p_q-1
tels que uf +vg = A (formule de Bezout). L’algorithme d’Euclide permet de calculer pged A :
Pour f,g € K[X], on définit des suites finies de polynoémes non nuls : fo, -+, f; (suite des restes)
et qi,--+ ,q (suite des quotients) en posant fo = f et fi = g et pour chaque k, 1 < k <t on
effectue la division euclidienne de fr_1 par f;;on a donc :

fo—1 = frqr + i1 avec T = 0 ou deg(rg+1) < deg(fg) pour 0 <k <t—1

Sirge1 =0 on pose t =k et on s’arréte sinon on choisit ux € K*; et on pose fii1 := —Tk41-
k

Les coefficients non nuls o, B et pr (1 < k < t — 1) permettent d’introduire différentes

variantes de l'algorithme :

Ezemples :

1. L’algorithme d’Euclide classique s’obtient en prenant « = 1, =1, \py = ux = 1 et en
utilisant la division euclidienne.

2. En prenant o = 1/lc(f), B = 1/1c(9), Ak = 1, e = lc(fes1) et en utilisant la division
euclidienne on obtient le pged unitaire.

3. Si f,g € A[X], en utilisant la division euclidienne et en prenant pour « (resp. 3) le ppcm
des dénominateurs des coefficients de f (resp. g), My = lo(fryp)deeUr—1)—dee(fo)+1 )0 — 1
(ou, ce qui revient au méme, en utilisant la pseudo-division et en prenant A\ = 1 et pup = 1)
on effectue les calculs dans A[X].

4. Si f,g € A[X], en utilisant la division euclidienne et en prenant en prenant pour « (resp. 3)
le ppem des dénominateurs des coefficients de f (resp. g), A, = lc(ka)deg(fkfl)*deg(f’“)“,
ux = cont(fr+1) (ou, ce qui revient au méme, en prenant la partie primitive du pseudo-reste
avec A\ = 1 et up = 1) on effectue les calculs dans A[X] tout en modérant la croissance
des données intermédiaires.

Algorithme 2 (Algorithme d’Euclide )

1. entrée : des polynomes f,g € K[X]



2. initialisations : fO:=a f, fl:=0g
3. boucle :

{
(a) fO:=qfl4+r avec r=0 ou deg(r) < deg(f1)
(b) sortir quand r =0

1
(¢) fO,f1:= f1,—r avec p € K*
i

/
4. sortie : le pged A = fl de f et g

V Sil’on avait f; # 0 pour tout ¢ > 1, La suite (deg(fx))r>geqi serait strictement décroissante ce
qui n’est pas possible puisque N est un ensemble bien-ordonné (terminaison).
Si f =qg+ pr avec p € K* on a pged(f,g9) = pged(g,r) de sorte que 'on a pged(f,g) =
pged(fr, fre1) pour 1 < k <t —1 et finalement pged(f, g) = pged(fi—1, fi) = fi- Ainsi f; est un
pged de f et de g (correction).
L’étape k comporte

2deg(fx)(deg(fr—1) — deg(fx) + 1

opérations dans le corps K de sorte que le nombre d’opération est borné par :

Z(Qdeg(fk)(deg(fk,l)—deg(fk)—i—l) < 2n(deg(fo)—deg(fi))+2nt = 2n(m—d+t) < 2n(m+t) < 4mn
k=1

de sorte que la complexité de I'algorithme d’Euclide est d’ordre O(mn). A

L’algorithme d’Euclide étendu permet d’obtenir en plus les coefficients de Bezout u et v en
définissant par récurrence les suites ug, -+ ,us et v1,--- , vy par ug =, uy =0, v9 =0, v1 =

1
et les relations : ugr1 = — (up—1 — qrug) et v = —(Vk—1 — QrVK)-
27 223

Proposition 1
Ona:

1. fr=wurf+vpg (k>0)
—1)F
1 Mk
3. deg(ux) = deg(g) — deg(fr—1) (k =2)
4. deg(vy) = deg(f) — deg(fx-1) (k >2)

V Les égalités s’obtiennent par récurrence sur k en remarquant, pour les deux derniéres, que

deg(q) = deg(fx—1) — deg(fx)-
On a A= f;, u=mwus et v =1, On a par ailleurs :

deg(fi) <--- <deg(fx) < deg(fr—1 <--- <deg(f1)

2. UpVg41 — Uk+1VE = (k > 0) En particulier, uy et vy sont premiers entre euz.

de sorte que :

deg(ug) = deg(g) — deg(fr—1) < deg(g) — deg(f)
deg(vg) = deg(g) — deg(fr—1) < deg(g) — deg(f)



Algorithme 3 (Algorithme d’Euclide étendu)

1. entrée : des polynomes f,g € K[X]
2. initialisations : fO:= f, fl:=¢g, u0:=«, ul :==0, v0:=0, vl := 6
3. boucle :

{
(a) fO:=qfl+r avec =0 ou deg(r) < deg(f1)
(b) sortir quand r =0

1
(¢c) fO,f1:= f1,—r avec p € K*
,u
1
(d) u0,ul :=uy, —(ud — qul)
i

1
(e) v0,v1 := vy, —(v0 — quvl)
i

/

4. sortie : le pged A = f1 de f et g et les coefficients de Bezout uw = ul et v = vl tels que
g

A) et v =0 ou deg(v) < deg( /

fu+gv=A avec u =0 ou deg(u) < deg( Z)

3 Le résultant

3.1 La matrice de Sylvester
Définition 2
Soient f,g € K[X] des polynémes non nuls de degrés respectifs m et n ; la matrice de Sylvester
S (f,g) est la matrice® de Uapplication linéaire :
8]7:]” : K{X]Sn—l @K[X]Sm—l — K[X]§m+n—1
(u,v) — uf+4ovg

dans les bases canoniques® des espaces K[X]|<p—1 ® K[X]|<m—1 et K[X]<min_1-

Pour 1 < j < n (resp. 1 < i < m), la matrice de Sylvester Sy""(f,g) a pour colonne Cj
(resp. Cpyi) les coefficients du polynéome X" 7 f(X) (resp. X™ "g(X)) dans la base canonique
(X™H7=k) | o <myn du K-espace vectoriel de dimension m-+n des polynomes de degré < m+n—1;
on a donc :

Qm 0 0 e 0 by, o - 0

Um-1  Qm : bn-1  bn .

Gm-1  Om bn—1 0

Am—1 0 : b,

S (f,9) = ao : Qm : bp—1
0 ao am—1  bo

0 agp 0 bo
0 : 0

0 agp 0 bo

5. ou sa transposée
6. (X" 10),---,(X,0),(1,0),(0,X™)--- (0,X),(0,1)) est la base canonique de K[X]<n—1 ® K[X]<m—1
et (X7 ... X, 1) est la base canonique de K[X]<min_1



de sorte qu’en posant S'¢"(f, g) = (Si;)1<ij<m+n On obtient :
*pour 1 <5< n:
{ Sjtij = am—i pour 0 <7 <m
S = 0 pour k ¢ [j,m +
* pour 1 <7< m:
{ Sitjn+i =bp—jpour 0 < j<n
Skn+i =0 pour k & [i,n + i
Le résultant

Rx(f,g) = det(SY™"(f.9))

des polynomes f et g est le déterminant de la matrice de Sylvester S (f, g) :

Corollaire 1
Soit A un anneau intégre de corps de fractions K = Frac(A); si ona f € Aetg € A on a

V La matrice SY"(f, g) est a coefficients dans A et la formule de Leibniz montre que Rx(f,g) =
det(ST"(/,9)) € A.

Corollaire 2

Etant donnés des polynomes f = > a; X" et g= ) b; X7 de degrés m et n on a :
=0 7=0

Aong) =N Rx (f,9) A p € K

V Pour 1. la matrice de Sylvester est de la forme :

am 0 o --- 0
0 an
S fo) =11 0 am
0 o
0 ; am

Pour 2. et 3. cela résulte de ce que le déterminant d’une matrice est une forme multilinéaire
alternée par rapport aux colonnes de cette matrice. Pour 4. Rx (X — x,g) est le déterminant de
la matrice :

1 0 0 br,
—X 1 0 bn—l
7$ .
0 1 b
0 —T b(]
n . .
En développant par rapport & la derniére colonne on obtient > (—1)?""27%p;(—x)¢ = g(x)
A i=0
m .
Soit f = > a; X" € K[X] un polynome de degré m ; on lui associe la K-algébre

=1

A= K[X]/(f)



de rang m. Pour tout g € K[X] on consideére :
mg:A — A
h — gh
I’endomorphisme du K-espace vectoriel A induit par la multiplication par g.
Proposition 2 (formule de Poisson)
Rx(f,9) = apdet(my)
V wvoir Uexercice 2. de la fiche de TD 1 A

Corollaire 3 (multiplicativité) Soient f,g,h € K[X] des polynomes non nuls de degrés res-
pectifs m,n,p; on a :
Rx(f,gh) = R(f,9)Rx(f,h)

V D’aprés la formule de Poisson on a :

Rx(f,g) = ap,det(my) Rx(f,h) = ab det(my,) Rx(f,hg) = afn+pdet(mgh)

or
det(mgp) = det(mg)det(my,)
A
Corollaire 4
On considére une K-extension Q contenant les racines xi,--- ,xm les racines de f = ZaiXi et les racines
i=0

Y1, 5y de g = S.b;X? . On a alors :
i=o

Rx(f.9) = apbi ] (i—w)=an]Jo) = 060 [] /()
1<i<m i=1 j=1
1<j<n
V Les trois relations se déduisent 'une de ’autre puisque 'on a :
f=an][(X=2)  g=b][(X —u))
i=1 j=1
Le lemme de multiplicativité montre que :

m

Rx(£.9) = Rx(an] [(X = 20,9) = b ] [Rx (X = 21,9) = ai. ] Jatw)
A

Corollaire 5
Considérons des polynomes non nuls f,g € K[X] de degrés respectifs m et n avec m < n; soit h
le reste de la division euclidienne de g par f; on a :

ap"Rx(f,h) sih#0 et r=deg(h)

Rx(f’g):{o sih=0

V Onag= fqg+havec h € K[X|<;,—1 de sorte que my = my,. Sih =0on a Rx(f,g) =0
Supposons maintenant A £ 0; on a alors :
Rx(f,g) = ap,det(my)
ayy det(my)
ay " ar det(my,)
= ay, "Rx(fh)



3.2 Résultant et formule de Bezout

Proposition 3

Soit A un anneau factoriel de corps de fractions K = Frac(A); on considére f,g € A[X] des
polynomes premiers entre eux & coefficients dans A de degré respectifs m et n et u € K[X]<p—1
et v € K[X]<m—1 uniques tels que u f +vg = Rx(f,g); on a alors u,v € A[X].

En particulier on a Rx(f,g) € (f,g) N A.

e

v Soit S'¢"(f,g) la matrice transposée des cofacteurs (comatrice) de la matrice de Sylvester
S¢"(f,g) de f et g.On ales formules de Cramer :

—_~—

S (f,9)SY " (fL9) = S (f.9)S% " (f,9) = Rx(f,9)1

P

Puisque S (f, g) est & coefficients dans A la comatrice S (f, g) est a coefficients dans A.
Puisque f et g sont premiers entre eur dans A[X] donc dans K[X], Iapplication K-linéaire

0"+ KlX]<no1 ® K[X]<mo1 — K[X]amins
est bijective de sorte qu’il existe u € K[X]<p—1 et v € K[X]<;—1 uniques tels que :

uf+vg=Rx(f9)

ce qui s’écrit matriciellement :

Up—1 0 0

(51 0 0

m,n Uuo . 0 i 0

SX (f?g) Upm—1 - 0 _RX(fag) 0
U1 0

Vo RX(f7 g) 1

—_——

En appliquant la comatrice Si""(f,g) aux deux membres on obtient :

Up—1 0
Uy 0
. R
U1
V0 1

P

Ainsi les polynomes u et v sont & coefficients dans A puisque la comatrice ST"(f,g) est a
coefficients dans A. A



3.3 Spécialisation du résultant

Un morphisme d’anneaux ¢ : A — B se prolonge de maniére unique en un morphisme
A[X] — B[X] (noté encore ¢) tel que ¢p(X) = X autrement dit on a ¢(>_a; X*) = > p(a;) X"
i=0 i=0

Proposition 4 (spécialisation du résultant)

m . n .

Soient ¢ : A — B un morphisme d’anneaus intégres, f = > a; X" et g = > b; X7 des polynomes
i=0 §=0

a coefficients dans A de degré (respectivement) m et n; on alors :

SRy (f.q)) {0 si deg(d(f)) < deg(f) et deg(d(g)) < deg(g)
’ d(am) Rx (o(f), (g))  si deg(¢(f)) = deg(f) et deg(¢(g)) = deg(g) — k
vV On a:
d(Rx(f,9)) = o(det(SY"(f,9))) = det(a(S¥"(f,9)))

¢(Sx"(f,9)) =

¢(am) 0 0 0 ¢(bn) 0 0
Plam—1)  dam) . ¢(bn-1)  &(by) :
: P(am-1)  d(am) ¢(bn-1) 0
: P(am—1) 0 ¢(bn)
¢(ao) ' P(am) ¢(bn-1)
0 ¢(ao) ¢(am-1)  ¢(bo)
0 ¢(ao) : 0 ¢(bo)
0 : 0
0 ¢(ao) 0 ¢ (bo)
Pour deg(¢(f)) < m et deg(¢(g)) < n ie. ¢p(am) = 0 et ¢(by) = 0 la premieére ligne de la matrice
#(SY"(f,g)) est nulle de sorte que ¢(Rx(f,g)) =
Supposons que deg(o(f)) = met deg( ( ) =n— k ie. ¢(am) # 0et ¢(by) =+ = ¢(bp—t+1) =0,

@(bp—k) # 0. Alors la matrice ¢(Sy

(ST (f,9))) = (

T

ou T est la matrice carrée d’ordre k, triangulaire :

Mais on a :

de sorte que :

A

0

o(am) 0 .- 0
dlam-1) dlam) - 0
d(am)

o(Rx(f,9) = o

m,n—k

S(SH" T (f,9) = S%

f,g9)) a la décomposition en blocs :

x ¢(S§’”_k<f,g))>

(¢(f), 9(9))

am)kRX(¢(f)7 ¢(g))



3.4 Résultant et algorithme d’Euclide

Proposition 5
Soit K un corps commutatif ; le résultant est unique application :

Rx : K[X]\ {0} x K[X]\ {0} — K

vérifiant les conditions suivantes :
1. Rx(a,g) =a" poura € K*, g€ K[X]\ {0} de degré n.
2. Rx(f,9) = (=1)""Rx/(g, f) pour f,g € K[X]\ {0} de degrés respectifs m et n.

3. Pour f,g € K[X]\ {0} de degrés respectifs m et n avec f non constant et m < n, soit h le
reste de la division euclidienne de g par f; on a :

al~"Rx(f,h) sih#0 et r=deg(h)

vV On a vu que le résultant Ry (f, g) vérifie les propriétés précédentes.
Pour montrer I'unicité, supposons que 'on ait une application

R: K[X]\ {0} x K[X]\ {0} — K

vérifiant les trois propriétés ci-dessus.

On a évidemment Rx(a,g) = R(a,g) pour tout a € K* et g € K[X]\ {0}.

Supposons par hypothese de récurrence que l'on a Rx(f, g) = R(f, g) pour tout f,g € K[X]\{0}
avec deg(f) < m et considérons f de degré m et g de degré n. Sin < mon a :

(=)™ R(g, f)
= R(f.9)

Par contre si m < n on effectue la division euclidienne g = fQ + h; si h = 0 on a évidemment
Rx(f,9) = R(f,g) =0 et sinon :

Rx(f,9) = apBRx(f,h)

= (=D)™ayRx(h, f)
R(f,9) = apR(f,h)

= (=1)™ayR(h, )

avec r = deg(h) < m de sorte que Rx(h, f) = R(h, f) par I’hypothése de récurrence et finale-
ment Rx(f,g) = R(f,9). &

La caractérisation précédente conduit & un algorithme sommaire permettant de calculer un
résultant par une variante de 1’algorithme d’Euclide :

Algorithme 4 résultant
1. entrée : f, g polyndmes en une indéterminée X
2. initialisations F .= f, G:=¢g, R:=1

3. boucle :

{
(a) si deg(F') > deg(G) alors



R := (—1)des(F)deg(G) R
échanger F et G
(b) si deg(F) =0 alors sortir F*(G)R
(¢) calculer H le reste euclidien de G par F
(d) si H =0 alors sortir 0
(¢) R :=lc(F)dea(@)—deg(H) p
(f) G :=H
/

4. sortie le résultant R

3.5 Le Discriminant

Soit K un corps; on considére un polynéme f € K[X] de degré m et de coefficient dominant

am et Q une K-extension contenant les racines z1,--- ,Z,, de f. On a le déterminant de Van der
Monde :
i—1
V(zy, - am) =det((@] Nicijem) = ] (@i —25)
1<i<j<m
On définit le discriminant de f (relativement & X) par :
- _ _2m—2 2
discrimx (f) = aZ " 7 *V(x1, - ,xm)° € Q

Corollaire 6
Soit f € K[X] un polynome de degré m ; f est séparable” si et seulement si discrimx (f) # 0

V En effet le déterminant de Vandermonde V' (z1,- -+ ,zy,) est non nul si et seulement si les z;,
1 <4 < m sont deux & deux distincts. A

Proposition 6
Soit f € K[X] un polynome de degré m et de coefficient dominant a,, et tel que f' #0, on a

discrimx (f) = (=)™ V2651 R (f, ') avec k = m — 1 — deg(f')

v Posons d = deg(f’) de sorte que k =m — 1 —d.

On a .
Rx(f, ") = al] [/ (=)
i=1
Mais f = ap, ﬁ (X — ;) de sorte que
i=1
fl=amd (X —21) (X =2 1)(X —2ig1) - (X = 2)
i=1

On a donc :

(@) = am] [ (@i — ;)
i

7. ie. toutes les racines x1,- -+ , T, de f sont simples



d’ol :
m

Rx(f,f) = ap][am] (@i — =)

i=1  i#j

_ (_l)m(m—l)/2az+d H (372 - xj)2

1<i<j<m
_ (_l)m(m—l)/Zaz—i-dv(xl’._. ,.’L'm)Z
et finalement :
aqlf,flRX(f, f/) _ (_1)m(m71)/2az+d+kflv(wl7 . 7xm)2
_ (_l)m(mfl)/2a72nm72v(x17_” ,.%'m)2
= (—1)m(m_1)/2discrimx(f)
A

Corollaire 7
Soient A un anneau intégre de corps des fractions K = Frac(A); on a discrimx (f) € A pour
tout f € A[X].

v On a discrimx (f) = (=1)™m=D/2¢5= 1Ry (f, f') ou k = m — 1 — deg(f'). On a Rx(f, f') € A
puisque Rx (f, f’) est le déterminant d’une matrice a coefficient dans A . De plus si k > 1 on a
aussi a¥~! € A de sorte que discrimx (f) € A.

Supposons que k = 0 de sorte que la dérivée f’ de f est de degrée m —1 le résultant Rx(f, f') € A
est le déterminant de la matrice S 1( f,f') dont la premiére ligne est de la forme

(@m O -+ 0 may, 0 --- 0)

de sorte qu’en développant par rapport & cette ligne on voit que Rx (f, f) est divisible par ay,.
Dans ce cas aussi on a discrimx (f) € 4. A

Corollaire 8 .
Soient A et B des anneaus intégres, ¢ : A — B un morphisme d’anneauz, f = > a; X’ € A[X]

tel que deg(f) = deg(o(f)); on a : i=0
¢(discrimx (f)) = discrimx (¢(f))

vV Notons que ¢(f') = o(f)".
On pose n = deg(f’) et | =n — deg(p(f)') de sorte que, par spécialisation du résultant :

O(Rx (f. 1) = ¢lam) Rx (6(X), &(f"))
On a finalement, compte tenu de ce que k =m —1—n:
d(am)(discrimx (f)) = (=1)"" D2 (am)" ¢(Rx (1. f)
= (=)™ VR g(a) T R (6(X), 6(1))
= (=)D g(ay,)m I Ry (6(X), 6(f1))
= ¢(an) discrimy (¢(f))

Puisque ¢(an,) # 0 et que B est intégre on a ¢(discrimy (f)) = discrimx (¢(f)). A



