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Proposition 1
Le groupe I' engendré par des générateurs v; pour 1 < v < n —1 soumis aux relations :

’ylepourlgign—l
Yivj = v pour 1 <i,j <n —1 tels que |i — j| > 2
ViYit1YVi = Yit1ViYit1 pour 1 < i <n — 2 (relations de tresses)

est isomorphe au groupe symétriqgue S,,.

Le groupe T est caractérisé par la propriété universelle suivante :
pour tout groupe S et toute famille d’éléments (s;)1<i<n—1 vérifiant les relations

s?zlpourlgign—l
s;55 = sj8; pour 1 <i,j <n —1 tels que |i — j| > 2
SiSi4+18: = Si+1S5:Si+1 pour 1 < 7 <n-— 2

il existe un unique homomorphisme de groupes :
f:r—S5

tel que
f(vi) =s;pour tout 1 <i<n-—1

Le groupe symétrique &,, et les transpositions simples 7; = (i,i+ 1), 1 <1i < n — 1, vérifient
les conditions précédentes, aussi il existe un unique homomorphisme :

F: T —6,

tel que
F(v;) =7 pour tout 1 <i<n-—1

De plus, les transpositions simples 7; = (4,7 + 1), 1 < ¢ < n — 1, engendrant le groupe &,,
I’homomorphisme F' est surjectif. En particulier on a :

Card(I") > Card(&,,)

Lemme 1
Pour 0 <i <n-—1 désignons par I'; =< r1,--- ,1; > le sous-groupe de I' engendré par ri,--- ,r;
(TO = {1}, I'; C Fi+1 etl',,_ 1= F) Ona:

Fipi=T;uUlrig et [I‘Z-+1:Fi]§i+1pour0§i§n—2



V Pouri=0,onaly={1} ety =<r; >~ Cydesorte quel'y =ToUTor  Toet [I':To] <2.
Par hypothése de récurrence supposons que I'; =1';,_1 UT';_17r; I';_1. et montrons que pour tout
vyeliy1ona:

(L;Uliria D)y Ty UL g Iy

Comme 1 € I'; UT; 7401 I'; on aura bien I';y 1 C Ty UL g Ty

Puisque I';11 =< I';, 741 > il suffit d’établir le résultat pour v = r;41.

On a [';rip1 C Ty Ty et comme chaque élément de I';_; commute avec 141, que ;41 est
d’ordre 2 et que 'on a les relations de tresses on obtient :

Liripaliripr = Tirip(Dica U1 Dic) ria
Li(Ticyr g Ul rigr ririgr D)
= @i Ul Dicg)
C Ty UL Iy)
= Liulirig Iy

Supposons par hypothése de récurrence que r = [[; : T;_1] < i et considérons 71, ,7 un
systeme de représentants des classes de G modulo H. Tout v € T'; s’écrit alors v = 7/, avec
~" € I';_1 de sorte que :

-1 =11 S |
YOTiHY =Y Y TRV Ve = Ve Tit1Vk

puisque 7;41 commute avec r1,--- ,7;—1 donc avec I';_1 qui est d’indice au plus ¢ dans I';. Il en
résulte que :

Card({yrip1y ' /v €Di}) = {v; ripam /1 <k <r}=r <i
Pour ~v,7 € I'; on a alors :
YR ¥ =Y ATV % T
de sorte que

T
iy =ulyr I, CT;U UFi ’)/1;17“@'4_1’)%
k=1

Finalement le lemme montre que :
Card(I") < n! = Card(&,,)
de sorte que 'unique homomorphisme :
F: T — 6,

tel que
F(v;) =7 pour tout 1 <i<n-—1

est un isomorphisme
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