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Tables de caractéres et sous-groupes distingués

Lemme 1
Soient G un groupe fini et p : G — GL(V') une représentation non triviale de G de caractére
Xp et de degré d; on a :
Ker(p) ={g€ G / x,(9) = d}
d
V Supposons que g € G verifie x,(g) = d. Or on a x,(g9) = D A; ol A1,---, Ag sont les valeurs
i=1

propres de p(g). Mais ces derniéres sont des racines de 1'unité k°™¢ de I'unité ot k est 'ordre de
g, de sorte que 'on a A\; = -+ = A, = 1 et finalement g € Ker(p). A

Corollaire 1
Soient G un groupe fini et p : G — GL(V') une représentation de G de caractére x, et de degré
d; alors p est fidéle (ie. injective) si et seulement si x,(g) # d pour tout g € G & {e}.

V En effet on a Ker(p) ={g€ G / x,(9) =d}. A

Lemme 2
Soit N un sous-groupe distingué non triviel de G ; il existe une représentation p : G — GL(V')
de G telle que :

N = Ker(p)

v Considérons la représentation réguliére gauche du groupe G/N :
pa/N : G/N — GL(CON)

cette représentation est fidéle (ie. injective). Alors
p:G 2 q/N A GLv)

est une représentation de G distincte pour laquelle on a N = Ker(p) A

Pour tout caractére irréductible y;, 1 < i < vg, de G, posons :

Ni ={g € G/ /xi(g) = di}
ou d; = x;i(e) est le degré de la représentation irréductible 7 de caractére ;.

Proposition 1 Les sous-groupes distingués N de G sont les intersections finies de sous-groupes
Ni; 1 < { < vg

V Soit p : G — GL(V) une représentation de G telle que N = Ker(p); Par le théoréme de
semi-simplicité p est somme directe de représentation irréductibles m; de G, de sorte que N est
I'intersection des noyaux N; des représentations m;. A



Corollaire 2

Un groupe G est simple si et seulement si pour tout g € G\ {e} et tout caractére irréductible y;,

2 <i<vg, de G distinct du caractére unité x1, on a x;(g) # d;.

N; = {e} pour 2 <i<vyg
Eremple : Le groupe alterné 25 est simple puisque sa table des caractéres est :

C1 03 C4 C% Cél
As 1 15 20 12 12
e={0} =(1,2)(3,4) | t=(1,2,3) | 6 =(1,2,3,4,5) | &' =(1,3,2,4,5)
X1 1 1 1 1 1
X2 3 —1 0 1+72\/5 172\/5
X3 3 -1 0 15 L+v5
X4 4 0 1 -1 -1
X5 5 1 -1 0 0
Ezemple : Considérons le groupe symétrique &4. On a :
Ch Cy Cs Cy Cs
G 1 6 3 8 6
e=()|mn=(1,2) = (1,2)(3,4) =(1,2,3) | v=(1,2,3,4)
X1 1 1 1 1 1
X2 1 —1 1 1 —1
X3 2 0 2 -1 0
X4 3 1 —1 0 —1
s | 3 1 -1 0 1
On a N1 = Sy, Ny =24 et N3 = K (le groupe de Klein).




