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Correction du Contréle continu 1

Exercice 1 (6 points) On fixe 1 < p < ¢ < 0o et Leb la mesure de Lebesgue sur [0, 1]

1. Soit x € L%(]0, 1], Leb). Montrons que x € L*(]0, 1], Leb).
On a par Holder avec 1/p = 1/q+ 1/r,r > 1, ||z, < |||l [1]], et [|1]|F = [0'dtl = 1 d’on
[|z]lp < [llq < oo
Montrons que limy, g <, |[2][) = [|z|[Z.
Méthode A (TCD) : Or si |x(t)| > 1, |x(t)|P < |z(t)|? et donc pour tout ¢, |z(t)|P < |z(t)]? +
1 =: g(t) Or comme z € L9(]0,1[, Leb), g € L*(]0, 1], Leb) est une domination et comme
limy, g p<q |2(t)[P = |2(t)|? p.P. par continuité de I'exponentielle vu |z(¢)|P = exp(plog(|x(t)|))
on déduit du TCD :

1 1
lim |[z][) = lim /O|x(t)]pdt:/0 lz(t)|%dt = [|=|[2.

P—q,p<q P—q,p<q

Méthode B (TCM) : Formellement, on prend une suite p, — ¢ croissante et les limites sont le
long de cette suite. p — |z(t)|P n’est pas monotone pour tout t, il faut séparer deux ensembles
A={t:|z(t)| > 1} et B={t:|z(t)] < 1}

Sur A p — |z(t)|? > 0 est croissante et |z(t)[? — |z(t)|? donc par TCM

[t~ [ istopar

Sur B p — |z(t)|P > 0 est décroissante et le TCM ne s’applique pas directement mais comme
on est sur un espace de probabilité (NE PAS OUBLIER CETTE HYPOTHESE) on peut écrire
p — 1 — |x(t)|P croissante sur B d’ou

/Bl—|a:(t)|p”dt—>/31—|a7(t)|th

/B | (t)|Prdt — /B |2 (t)] dt.

(Sur B on peut aussi utiliser comme en TD le TCD dominé par 1.

S TaraZ lr{(z)Qda: est infinie pour tout o > 1

mais de cas limite & = 1 converge (intégrale de Bertrand) et +o0o 4 C' < 0.
Méthode C (Fatou) : |x(¢)[P est positive donc

donc

. : . 1/2
Ex ot le TCM ne marche pas en version décroissante, fo/

1 1
||a:||g = / liminf |z(t)|P"dt < lim inf/ |z(t)[P"dt = liminf ||z|[2"
0 Pn—q 0 Pn—q

Pn—q Pr’

Or on a vu ||z||,, < ||z||, donc

limsup|[z][22 < limsup] ]2 = [l
Pn—q Pn—q



d’out égalité des limite sup et inf et limite existe.

Pour conclure 2 méthodes.

Méthode 1. Orsib > a > 0 on avuen TD, b"/? < a'/?+ (b—a)"/? donc |b"/? — a'/?| < [b—a|'/?
et par symétrie c’est vrai pour tout a,b donc

1 1
[lly = 121127 < 1 el = llle? < | ll2lly = l]lq]* =p-sq 0

la derniére inégalité pour p assez proche de ¢ pour avoir | ||z|], — ||z]|,] < 1 carsia < 1 vu
1/p > 1/q, a"/? < a*. Puis on a ||z]|¥” = ||z||, don
lim ||z||, = ||z||,-
i [fel, = ol
Méthode 2. Si # = 0 la limite est évidente, sinon, ||z[|, = exp(In(||z|]2)/p) et g(s,t) =
exp(In(s)/t) est continue du couple sur IR2. donc on passe a la limite (=[5, p) — ([lz][Z, q)
pour conclure.

2. On suppose maintenant y € L*>(]0, 1[, Leb). On a par Holder avec 1/p = 1/q + 1/r,r > 1,
1ylly < HyllglI2]l- et [[1][7 = [0'dil =1 dott [[y]l, < [lylly et p = [[yll, est croissante, bornée
par ||y||e (par le cas ¢ = oo de Hélder et non une limite que 'on ne connait pas encore) donc
converge soit limy,_,o ||y]|, < [|y[|oo existe.

3. Supposons par 'absurde lim, , ||y|l, = C < ¢ < ||y||. donc par définition, A = {t €
10,1[, [y(t)| > ¢} on a Leb(A) > 0. Donc par Markov Leb(A) < ||y|[b/c? donc en passant a
la limite ||y||, > cLeb(A)YP, on obtient : C' = lim, . ||y|l, > ¢ > C. Cest la contradiction
cherchée.

4. On suppose que f € L%(]0,1[, Leb) pour tout 1 < ¢ < oo et qu'il existe C' > 0 tel que ||f]|, < C
pour tout 1 < g < oo.

Méthode 1 :On sait toujours lim, . || f||, < C existe et on peut prendre C' = lim, o || ||,
Comme avant on déduit Leb(A) = 0 donc f € L>(]0, 1], Leb).
Méthode 2. On se réduit au cas précédent en considérant f1yy<andans L alors, || f1qr<anllq <
1fllq < € et donc limg — oof[flys<anlle = [If1ysicmlle < C. Enfin cela veut dire [f] &
|C, M] p.p. en prenant M = n ce qui donne un nombre dénombreble de condition on déduit
p.-p.

vn|f| €C,n]
donc |f| < C p.p.

5. Méthode 1 : On note que f(t) = In(t) est dans L9(]0, 1[, Leb) pour tout 1 < ¢ < oo (intégrale
de Bertrand ov = 0 < 1 mais pas dans L>°(]0, 1], Leb).

Méthode 2 avec des suites f(t) = > " | nljijan+11/9n)(t) alors f non borné car ses valeurs n tooo

mais [ |f(¢)|9dt = Y7 | 55+ < oo. (par exemple série Y z"n? de rayon de convergence 1).

Exercice 2 (5 points) Soit 1 < p < co. On rappelle que ¢?(7Z) est I’ensemble des suites indicées
par 7Z de puissance p-iéme sommable :

EP(Z) = {(‘T”)nez : Z |xn|p = Z |J,‘n|p + Z |x_n|p < OO}
n=0 n=1

n=—o0
On le munit de sa norme ||.|[, usuelle. De méme, (*°(Z) est l'ensemble des suites bornées et
H(xn)neZHoo = sup, 77 |33n|



1. Montrons que si f € ((Z), g € (*(Z), le produit de convolution :

mell,

est bien définie, f * g € 1(IN) et
Lf = gl < (111l Lgl]s-

Comme en cours on considére |f| * |g|, par Fubini-Tonelli :

£ %19l =D D~ Vaemllgnl = D D 1 facmllgml = 1 fllallgll < o0

nelli meZl, meZlineZl,

donc pour tout n ZmeZ fr—mgm est sommable (donc la somme de la série est bien définie) ;
(f % 9)n < ([ fI# [g])n done ||f * gl[x < |[[f] * |gll[+ ce qui conclut.

2. Montrons que pour 1 < p < oo, (H(Z) C P(Z). En effet si x € (*(Z) en remplagant x par
z/||z|ly on suppose ||z|li = >, |zn] < 1, done |z,| < 1 d'ou |z,|P < |z,| et en sommant

Zn ",L'n‘p S Zn ’xn’ <00
3. Si fel!Z),g e P(Z), p € [1,+x], alors [ x g € (P(7L) et

1+ glly < 117 1hlgllp-

Comme en cours et TD pour 1/p+ 1/q = 1, on écrit | fu_mGm| = | Fam|" | frem|"?|gm[P/P. Or
par le 1 |fu_m||gm|P est sommable car [g|P € ' donc |f,_m|/P|gm|?/? est dans (7 & n fixé et
| f|'/ est dans ¢? donc par Holder et le 1.

[(F % @)l <D | Fammgual < AUl (F] 5 1gIP)al 7

donc on obtient I'inégalité voulue en sommant et utilisant le 1 :

15 glls =D 10 g)al? < HARIS # gl < AR gl

4. Vérifions que Ty : (>°(ZL) — (>°(Z) définie par Ty(g) = f * g est une application linéaire
continue et montrer que sa norme subordonnée est :

T¢Il := sup [[f * gllec = [[f]]1-

llglleo<1

D’abord, par linéarité de la somme d’une série convergente T est linéaire et par Holder (f*g), <
| f1]1]]g]|c d’0tt en passant au sup ||T7(9)|loc < ||f]]1]l9]|co €t donc en passant au sup a nouveau
HITAIT < 1£1ls Posons g = |f-ml/F - i fon 70 ct 0 sinon, on a [lgllec = 1 ¢t (£ * )0 = ||l
donc ||f * gllec > (f *g)o = ||f]]1 et donc en comparant le sup a cette valeur :|||T||| > ||f]1
vu [|gllee <1



Exercice 3 (9 points+ Bonus : 1 point)
Soient 1 < p < oo. Soit f € LP(IR, Leb), On rappelle que 7,(f)(x) = f(x+h), h € IR et on pose :

wr(h) = {7 (f) = fllp-

On définit finalement pour 0 < s < 1, 'espace (de Besov)

By (R):= < f € L(IR, Leb) : sup (h>dh < 00
' |h|£0 |h®

On rappelle que C} (IR) est muni de la norme

1 fllep = sup | f(z)| + sup [f'(z)].
zclR

zclR

On rappelle aussi (et on ne demande pas de remontrer) que si E, F' sont des espaces de Banach,
l'espace E ®' F = (E x F,||.||1) est Pespace de Banach de norme :

(e, Nllx = llelle + [ fllr. e € E, f € F.

S A ] .
Bs ., est une norme sur By  (IR) définie par :

11l = ( In f(:v)|p)1 o h<‘h>

C’est une conséquence du 2.

2. Soit l'ouvert V = {h € IR,h # 0} = IR*. On munit 'ensemble de fonctions continues bornées
CP(V, LP(IR, Leb)) de la norme sup ||f||e = sup,ey ||f(R)]], : Vérifions que

I:B; (R) = L(IR, Leb) &' Cy(V, LP(IR, Leb)),

définie par I(f) = (f, gs) est une isométrie, si on définit : gf(h) = |(f |) L
On calcule en utilisant les définitions et ’homogénéité :
. W)= f wilh) _
O = WA+ gl oo v, o (R, peryy = Hfl\p+|81|l£ !hl = |If1lp + T = [1fllp,s-

Ceci montre que I est bien définie. comme f > g est linéaire comme 73, donc I linéaire.
On déduit la réponse du 1., a savoir que f +— ||I(f)|| est une semi-norme comme cpomposé

d’application linéaire et d’une norme. Or si ||I(f)|| = 0, on a [|f|[, = 0 donc f = 0 d’otu la
séparation.
Il reste que I linéaire et |[I(f)|| = || f||p,s donc c’est une isométrie.

3. Montrons que B; (IR) est un espace de Banach. Comme il est isomporphe & I'm([) il suf-
fit de voir que c’est un un espace de Banach. Or Par le cours LP(IR) est un Banach donc
CP(V, LP(IR, Leb)) est un espace de Banach et par somme directe @' donc LP(IR, Leb) ¢!
CP(V, LP(IR, Leb)) est un espace de Banach et il suffit de voir que I'm(I) fermée.

Soit k, = I(f,) € Im(I) avec k, — k = (f,g) on a f, — f dans LP donc pour h # 0
gr.(h) = Th({zfs_f" — Th?,{ﬁs L in P et tend aussi vers g(h) donc g(h) = Thf}{‘)s_f = gs(h) donc
g=g9s, k=1I(f) € Im(I) ce qui conclut a Im(I) ferme.

4



4. Montons que pour s < t, on a B} (R) C By (IR). Soit f € B} (IR). Si |n| <1 |n]" < |A[*

donc 2L < ©1®) N ais pour |h| < 1 edh) < wf(h) < 2||fl|p, donc :

R = TR A
wi(h) _ wy(h)
o]t

|fo]?

sup 2\|f\|p+sup < 00

Donc f € B, (IR).
. Soit (pn)n>1 une suite régularisante et f € By (IR), montrons que la convolution p, * f €
By (R) et qu'on a :
o * fllps < |1 fllp,s-
D’abord, on note que d’aprés le cours ||y * fllp < llpnllillfllp = 11f]lp-

De plus 7, (p * f = [pW)f(x+h—y)=pxm(f) donc g,,.r(h) = py * g¢(h).
Donc [[gp,f (h )pré g5(h)ll, done en prenant le sup sur h et la somme [|I(pn + )| < [[1(/)]
ce qui conclut comme [ isométrique.

. On considere le cas s = 1. Montrons que
[1(on * )Ml < [1flpa-
Or (p, * f) € C=(IR) par le cours comme f € LP donc

0 * h) — (p, * Th\Pn * J) — Pn * 5 P
/dt|(p f)(t+})L (p f)(t)|p: |74 (p ff)Lp P * fl| Nlgpnr W < (1712

par le 5. De plus pour tout ¢, I'intégrand converge vers (p,, * f)' () pour h — 0, il reste & obtenir
une domination pour |h| <1 :

(pu £)(t + 1) = (pu ¢ )1
| . </

(o ) (s)lds < 2l|pp o] £l

[t—1,t4+1]

par le théoréme fondamental du calcul et le calcul de la dérivée du produit de convolution en
cours. On domine donc par une fonction ccontante pour obtenir

/_Mdt‘<)0n*f)/(t)‘p _ %%/_Mdﬂ(pn *f)(t+h) - (Pn*f)(t) |p < ||f||£71

h

enfin par convergence monotone M — oo :

[1(on % ) 1lp < 1 lp.1-

. Soit f € B;,OO (IR),p > 1. Montrons que si 1/p+ 1/q = 1, alors il existe un ensemble A C IR de
mesure de Lebesgue nulle telle que :

Vo & ANy & A |f(x) = F)] < |1 fllpalz —y['e.
On applique le théoréme fondamental du calcul et Holder :|p, * f(z) — pn x f(y)] < f fy.a] |(pn *

PO < 1(pn = ) llply — [
donc par l'inégalité précédente du 6,

on < 12) = pue FO < 1 llpaly — ]

Or par le cours p, * f — f dans LP donc quitte & extraire p.p. donc sur A¢ voulue. En passant
a la limite sur A° on obtient le résultat.



8. (Bonus 1 point) Avec le f de la question précédente, déduisons qu'il existe g € B;,OO(IR)
1/g-Holder continue tel que f = g presque partout. (Indication, montrer puis utiliser que A°
est dense dans IR).

En effet si A° n’était pas dense soit 2 € IR tel que # & A¢ = Int(A)¢ donc x € Int(A) il existe
donc une boule |x — ¢,z + €[C A, e > 0 ce qui contredit Leb(A) = 0 On pose g = f sur A°. Par
densité et uniforme continuité elle se prolonge en g 1/¢-Hélder continue sur IR. comme f = g

p-p [[f1lp = llglly et lI7uf = fllp = lITag — gll, Aot g € By (IR).



