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Durée : 2H

Les documents de toute nature, les calculatrices et les téléphones sont interdits.
On prendra soin de justifier les réponses aux exercices.

Exercice 1 (9 points + Bonus : 4 points)

Soit £ = (*(IN,IR) I’espace de Banach des suites bornées a valeur réel muni de sa norme sup
usuelle.

On rappelle 'identification de E au dual de ¢!(IN), espace des suites sommables, par I’application
T :FE — ((*(IN)) donné pour (u,)n>0 € F, (vp)n>0 € £*(IN) par :

T(u)(v) = Zunvn.

On note e, le vecteur de E correspondant & la suite nulle sauf sur la cordonnée n ou elle vaut 1.

1. Soit (x,,)n>1 une suite dans E, ot ,, = (Yin)i>o0-

Prouvons que (z,,), N converge préfaiblement vers 0 (c’est-a-dire pour la topologie o (E, £'(IN)))
si et seulement si la suite (x,,),>; est bornée dans ¢>°(IN) et pour chaque 7, on a

lim y;,, = 0.

n—oo
Soit (xy,)n>1 une suite dans ¢*°(IN), ot ,, = (Yin)i>o0-
Si (xn)ne]N converge préfaiblement vers 0, elle est bornée par la conséquence de Banach-
Steinhauss vue en cours. De plus, pour e; € (*(IN), T'(z,)(€;) = Yin —*n—o0 0
Réciproquement, on suppose z,, bornée par M et lim,, o y;, = 0., soit v € (}(IN),e > 0, on
prend N telle que (3207 |va|) < €/2M. Par somme finie "1 " 4i w0 —n 00 0 donc soit K tel
que si n > K alors | SN ot yinvi] < €/2
Enfin pour n > K, en décomposant les premiers termes et le reste et appliquant Holder au

reste : Nl
T () )] <Y yimvil + sup [yl (O 0i]) < €/2+ [|an] o€ /2M < €.
=0 i€[N,00] i=N

Donc on a bien T'(z,)(v) — 0 et ce pour tout v € ¢'(IN) et donc x, converge préfaiblement
vers 0.

2. Soit z = (2,)n>0 dans la boule unité de E. Soit Z, = ) ,_, zrex. Pour montrer que (Zj)
converge préfaiblement vers z, on note que || Z,|| = sup,_; 4 [z < [[z]] <1, done [|Z; — 2| < 2
et Zr — z est donc une suite bornée. De plus la i éme coordonnée (Z, — z); = 0 pour i < n
donc tend vers 0 pour n — oo. Par le 1 (Z,, — z) converge préfaiblement vers 0. On retrouve
le lemme de Goldstine car (¢o(IN))” = E et la boule unité de ¢o(IN) contient Z,, et est donc
préfaiblement dense dans la boule unité de E.



3. On pose Yy m = €, + ney,. Montrer que ’ensemble
X ={ynm:m>n>1}

est normiquement fermé dans E.

Sim #m', on a ||Ynm — Ynawl| = [Ynm — Ynaw(m)| > 1 et si n # n' disons n < 1’ ||ynm —
Yo'’ || = |Ynm — Ynrr(n)| > 1 car n < m,m’,n’. Dans tous les cas si (n,m) # (n’,m’) on a
|| Ynm — Yn || > 1 done X est un espace discret donc toute suite convergente est stationnaire
et donc X est fermé.

4. Montrons que (Ynm)m>o converge préfaiblement vers e, (pour m — oo). Comme y,, = e, +ne,,
et que l'addition et la multiplication sont préfaiblement continues, il suffit de voir que e,
converge préfaiblement vers 0. Or e, est de norme borné par 1 et (e,,); est stationnaire égale a
0 pour chaque i quand m — oo donc par le 1 on a la convergence préfaible indiquée. ON déduit
que e, est dans l’adhérence préfaible de X, et donc aussi sa limite préfaible 0 (car 'adhérence
préfaible de 1'adhérence préfaible est 'adhérence préfaible).

5. Montrons qu’aucune suite de X ne converge préfaiblement vers 0. En effet si ¥, m, —%_o 0
on montre que ny — oo car si N fixé, pour le nombre fini d’indices ¢ < N on peut trouver k
grand tel que |yn, m, (1) < 1/2 < Y, m, (nx) de sorte que n, > N (puisque il ne peut pas étre

parmi les valeurs inférieures).

Or ||Yngmilloo = Yng.my (Mi)| = ng — 0o donc (Yn,.m,) n'est pas bornée, ce qui contredit sa
convergence préfaible.

6. Soit F; : E — IR définie par

o0

1
FQ((un)nZO) = Z on |un|2
n=0

Montrons que Fj est convexe

Fy(A(tn)n>0) + (1 = A)(Vn)n>0)) = — [ At 4 (1= X) (vg)
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Nl + (1= N)(a) [*) = AFa((n)nz0) + (1 = A) Fa((va)nzo

I
o

n

comme 22 est convexe par I'identité du parallélogramme ou
M+ (1= Ny)? = Az — (1= Ny? = =M1 -\ (z—y)*<0.

Montrons que F; est différentiable (au sens de Fréchet) de sorte 0Fy(u) = {dFz(u)} pour

u = (Up)n>0 avec
dFQ — 2 Z 2n Unp, nu

En effet, on a la relation montrant la différentiabilité :

[Fo(u+h) - —QZ Sntnhn] = [Fa(h)| < [[A][* = o([[A]])



7. |Bonus : 4 points| Soit G = ¢y(IN) C E I'ensemble des suites convergeant vers 0.
Soit F} : G — IR définie par
— 1
Pi((tn)az0) = ) ol

n=0

Montrons que Fj est convexe (facile : sommer les inégalités de convexités de |.|) et continue car
1-lipschitzienne en utilisant I'inégalité triangulaire inverse :

=1 =1
[ F1((tn)nz0) = F1((vn)nz0)| < 227 |[tn] = |on]| < 227 |un — va| < lu = v]]
n=0

n=0

et calculer la sous-différentielle
OF(0) = {f = (fuuzo) € G’ = C'(IN) = 3 fut < Fy((wa)z0)}

Montrons que F1(0) = {f = (fu)nz0) € G' = (1(IN), | fn| < 1/2"} D est clair
Réciproquement si il existe n tel que |f,| > 1/2" alors f(e,) = f, > Fi(e,) = 1/2™ donc
f & O (0).
Exercice 2 (sur le cours :7 points)
Soit H un espace de Hilbert.

1. Enoncer le théoréme de projection sur un convexe fermé C' de H (cf. cours).
On cherche dans les 2 questions suivantes & montrer I'existence et 'unicité dans le théoréme.

2. Soit x € H et (z,) € C tel que ||x,, — || converge vers inf.cc ||x — ¢||. Montrer que x,, converge
dans H.

En appliquant I'identité du parallélogramme & a = x — x,,,b = v — x,,,, on trouve :

2
+

2
Tp — T

T, + T
x_—
2

1
5 = 5l =2l + [lz = 2| ") = &

» 2
Or par convexité 2atfn € C' donc Hx — W%H > d? donc
2
Tp — Ty

1
< e = @l + e = wmlP) — & 0.

On déduit donc que x,, est de Cauchy, donc , par complétude de H , converge vers u et par
continuité de la norme d = ||z — ul|.
3. Montrer 'unicité de la projection dans le théoréme.

Pour voir I'unicité, si uq,us € C, on peut utiliser la convexité stricte sous la forme de I'identité
du parallélogramme, on a

2 2
Uy — Uz

2

U1—|—U2
1’_

1
X = Sl = wilP + 1 — ) = &

. 2 . w112
soit comme Hx — %H > d? on déduit ||%H < 0 donc u; = us.



4. On cherche maintenant & appliquer le théoréme.

Soit (), N une famille orthonormale de H. On pose F,, = Vect(zy, ..., z,). F,, est de dimen-
sion finie donc complet donc fermé et donnons une formule pour la projection P, sur F,.

On a
x],x—sz (i, x xj,x)—Z@j,xi)(wi,x) =0

el i€F

comme (x;,2;) donc x — Y, p2;{x;, x) € V donc par caractérisation de la projection ortho-

gonale
n
= E xi(z,
i=1

5. Donc par la propriété de contraction et I'orthonormalité (z;, z;) = J;

n

1Pa ()| = <chw >>ij<f€j7fﬂ>>=Z<$i,x><$i,xj><wjvﬂf)=Z|<wi,w>l2§Hx|l2

ij=1 i=1

la famille est donc sommable et on a I'inégalité de Bessel pour la somme :

)
> i @) < || ?
=1

Exercice 3 (4 points + Bonus : 2 points) Soit H = L*([0, 1]) Soit

R (2) = 2 L jon (mes12)p20((2) — 272 Lmegrj2)j2m (mer1) 20 ()

avec 14 la fonction indicatrice de A, valant 1 sur A et 0 sur son complémentaire A°.

1. Montrer que A = 1U {hym : 0 < m < 2", n,m € IN} est une famille orthonormale de H.
D’abord calculons la norme :

(m+1/2)/2" (m1)/2°
/ dx2" —|—/ dx2" =2" /2" =1
(

m/2m m+1/2)/2"

1
]2 = / 0t ()2

Pour m' # m hy mhym = 0 car les supports des indicatrices sont distincts donc les fonctions
sont orthogonales.

Sin/ > n,m’,m, les supports donnés sont distincts sauf si [m//2", (m’ +1)/2"[C [m/2", (m +
1/2)/2" ou [m//2", (m/ + 1)/2"[C [(m + 1/2)/2", (m + 1)/2"[ auquel cas on a Ayl =
2™2h, - dans le premier cas ou A phps e = —2" 2Ry dans le deuxiéme cas.

Dans les deux cas, il suffit de monter que tous les h,, ,, sont orthogonaux a 1 pour conclure.
Or on a le calcul :

1 (m+1/2)/2™ (m+1)/27
/ dzhy,m () = / dz2"/? — / dr2™/? = 27n/2 _9=n/2 — ()
0 (

m/2m m+1/2)/2n

2. [Bonus : 2 points| On montre par récurrence sur n que L, on (m41/2)/270 Ljm+1/2)/27 (m+1)/27]
sont dans Vect(A).
POUI' n = O, O S m < 1, on a 1[m/2",(m+1/2)/2"[ = 1[071/2[ = (ho)g + 1)/2, 1[1/271[ = (1 — h070)/2.

4



De plus en appliquant I’hypothése de récurrence au rang n,
Lamy2n+1,@2ma1/2)/2n+1] = (2771/271/2}1” +1,2m + 1[m/2",(m+1/2)/2"[)/2

Liama1/2) /201 2ma1yjont| = (Lpmjan marj2)jonf — 2727 2hn + 1,2m) /2
Liame1yj2nt1,msjzy ey = 2727 2hn 4+ 1,2m + 1+ Lns2)/20 (ma1yj20)) /2
Li2m43/2) /2741 (2m42) j2n+1[ = (L{omt1/2) /27 (m+1) /2] — 2722 4 1,2m+1)/2

et dans tous les cas I’hypothése de récurrence implique que ces fonctions de bases sont dans
Vect(A).

Soit finalement h € Vect(A)* alors fol Rl jon (mt1)jonde = 0 = fg/l;)/gn h(x)dx et donc pour

tout 0 < k,l < 2", par Chasles fljgz h(z)dr = 0 et donc par densité des nombres dyadique,
pour tout X € [0,1], on a fOX h(z)dx = 0. Par le théoréme de différentiation de Lebesgue, cela

implique que h = 0 p.p. donc Vect(A)+ = {0} et donc Vect(A) = (Vect(A)Y)+ = H.



