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Les documents de toute nature, les calculatrices et les téléphones sont interdits.
On prendra soin de justi�er les réponses aux exercices.

Exercice 1 (sur le cours : 5 points)
Soit H un espace de Hilbert.

1. Rappeler la dé�nition d'une base orthonormale et énoncer le théorème des bases.

On cherche dans les 2 questions suivantes à montrer les inégalités du théorème.

2. Soit (xn)n∈IN une famille orthonormale de H. On pose Fn = V ect(x1, ...., xn).

Rappeler pourquoi Fn est fermé et donner (et montrer) une formule pour la projection ortho-
gonale Pn sur Fn.

3. Montrer l'inégalité de Bessel.

4. Montrer l'égalité de Parseval dans le cas où (xn)n∈IN est une base orthonormale.

Exercice 2 (4 points)
Soit H = `2(IN, IR) l'espace de Hilbert des suites à valeurs réelles de carrés sommables avec sa

norme usuelle ||.||2.
On dé�nit

K = {x = (xn)n≥0 ∈ H :
∞∑
n=0

(n+ 1)4|xn|2 <∞}

Et on le munit soit de la norme induite (K, ||.||2) soit de la norme

||x||K =

√√√√ ∞∑
n=0

(n+ 1)4|xn|2.

On le note alors (K, ||.||K)

1. On pose J : (K, ||.||K)→ (H, ||.||2) l'application dé�nie par :

J(x) = ((n+ 1)2xn)n≥0.

Véri�er que J est une application linéaire continue surjective et isométrique.

2. Montrer que (K, ||.||K) est un espace de Hilbert.

3. Montrer que l'inclusion canonique I : (K, ||.||K)→ (H, ||.||2) dé�nie par I(x) = x est continue.

4. Montrer que L : (K, ||.||2)→ (K, ||.||K) dé�nie par L(x) = x admet un graphe fermé.

5. Est-ce que K est fermé dans H (avec la norme ||.||2, seule norme dé�nie sur H dans l'exercice).

1



Exercice 3 (8 points)
Soit H = L2([0, 1], Leb) l'espace de Hilbert réel des fonctions de carrés intégrables sur [0, 1] pour

la mesure de Lebesgue. On rappelle le produit scalaire usuel :

〈f, g〉 =
∫ 1

0

f(x)g(x)dx.

On rappelle aussi que, par le cours, pour f ∈ H, la norme usuelle de L∞([0, 1], Leb) est donnée par
la valeur :

||f ||∞ = sup

{∫ 1

0

f(t)g(t)dt :

∫ 1

0

|f(t)|dt ≤ 1, f ∈ H
}
∈ [0,+∞].

Soit
S = {f ∈ H, f(x) ∈ {−1, 1}p.p.} = {f ∈ H, f(x)2 = 1 p.p.},

D = {f ∈ H,
∫ 1

0

|f(t)|dt ≤ 1}, C = {f ∈ H, f(x) ∈ [−1, 1] p.p.}.

1. Montrer que
D = {f ∈ H : ∀g ∈ S, 〈f, g〉 ≤ 1}.

2. Montrer que
C = {f ∈ H : ∀g ∈ D, 〈f, g〉 ≤ 1}.

3. Montrer que C est un convexe fermé de H. En déduire que l'enveloppe convexe fermée véri�e
Conv(S) ⊂ C.

4. On veut montrer que Conv(S) = C. On suppose par l'absurde qu'il existe x ∈ C tel que
x 6∈ Conv(S). En utilisant, le théorème de Hahn-Banach géométrique, montrer qu'il existe
f ∈ D tel que 〈f, x〉 > 1 et obtenir une contradiction.

5. Montrer que la projection sur le convexe fermé C est donnée par la formule

PC(f) = max(min(f, 1),−1).

Exercice 4 (3 points + Bonus : 4 points)
Soit H = L2(IR, µ) l'espace de Hilbert réel des fonctions de carrés intégrables pour la mesure

gaussienne standard µ(dx) = 1√
2π
e−x

2/2dx, muni de la norme usuelle :

||f ||2 =

√∫
IR
|f(x)|2 e

−x2/2
√
2π

dx.

Soit

Hn(x) = (−1)n e
x2/2

√
n!

(
d

dx

)n
(e−x

2/2)

(et donc H0(x) = 1).

1. Montrer que pour n ≥ 1, Hn est un polynôme de la forme :

Hn(x) =
xn√
n!

+
n−1∑
k=0

akx
k.

2. Montrer que (Hn)n≥0 est une famille orthonormale de H.

3. [Bonus : 4 points] Montrer que (Hn)n≥0 est aussi une base hilbertienne de H. (Indication :

montrer d'abord que Ft ∈ V ect(Hn, n ∈ IN) avec Ft(x) = exp(itx))
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