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Durée : 2H

Les documents de toute nature, les calculatrices et les téléphones sont interdits.

On prendra soin de justifier les réponses aux exercices.

Exercice 1 (sur le cours : 5 points)
Soit £ un espace de Banach et H un espace de Hilbert.

1.
2.
3.
4.

Enoncer le lemme de Baire.
Enoncer le Théoréme de Banach-Steinhaus.
Prouver le Théoréme de Banach-Steinhaus.

Soit une suite (x,) € H,z € H tel que pour tout y € H, (z, — x,y) — 0, en déduire que
(n)n>0 est bornée.

Exercice 2 (8 points)
Soit H un espace de Hilbert. B(H) est muni de la norme d’opérateur ||| - |||.

Soit T' € B(H) une application linéaire continue avec |||T||| < 1.

On rappelle que T™ est son adjoint et 7™ =T o - o T la puissance de composition n-iéme.

On pose
14+ T+ +T"
T, =
n+1
1. Montrer que Tz = x si et seulement si (T'z,z) = ||z||*.

2. En déduire que Ker(I —T) = Ker(I —T%).

Montrer la somme directe :
H=Ker(I-T)®Im(-T).

Soit x € Ker(I —T). Que vaut 7"z ? Que vaut T,,x 7

5. Soit x € Im(I —T). Montrer que T,z — 0.

Soit © € H quelconque et soit P la projection orthogonale sur Ker(I — T'), montrer que
T.(z) — P(x).

7. Si|||T]|| < 1. Montrer que |||7;, — P||| — 0.

N

8. On spécifie a partir de maintenant au cas H = (*(IN) et T((n)n>0) = (Yn)n>0 avec

10.

Yo = 0,Yns1 = xp,n > 0. Montrer que T' € B(H) et |||T||| = 1.
Montrer que Ker(I —T) = {0}.
Montrer que limsup,,_, |||Z./|| = 1.

(Indication : on pourra estimer ||T,,(ey)||2 avec ex = (A"),>0, A €]0, 1].)



Exercice 3 (7 points)
Soit H = L*([—1,1], Leb) l'espace de Hilbert réel des fonctions de carrés intégrables pour la
mesure de Lebesgue, muni de la norme usuelle :

1]l = / () Pz

1
Soit

P = g (32 (@ =10
(et donc Py(z) =1).

1. Vérifier que pour n > 1, P, est un polyndéme de la forme :

P( 2n2n+za’kl‘

avec les ap € IR et (3, le coefficient binomial usuel.
Vérifier que P,(1) =1, P,(—1) = (—1)™

Montrer que (P,),>0 est une famille orthogonale de H.
Montrer que (P, 11(z) — P_i(z)) = (2n+ 1)P,(z).

Ll

5. En déduire que |4/ 2P, ||, = 1

6. Montrer que (/2% P, ), est une base hilbertienne de H.

7. En déduire, une formule explicite pour la projection orthogonale sur R, C H 'ensemble des
fonctions polynomiales de degré inférieur ou égal a n.



