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Chapitre 1

Espaces Vectoriels Normés

1 Rappels sur les espaces vectoriels normés

1.1 Rappels sur les espaces vectoriels

Dans tout le cours, IK = IR, (le corps des nombres réels) ou € (le corps des nombres complexes).
|A| est la valeur absolue ou le module de A € IK.

Définition 1. Soit F # () un ensemble muni de deux lois notées + et -. On dit que (E,+,) est un
IK-e.v. si:
a + est une loi de composition interne + : £ x E — E tel que (F,+) est un groupe abélien,
c’est-a-dire :
1 + est associative Va,y,z € E,x+ (y+2)=(x+y)+ 2
ii + est commutative Ve, y € E.x +y=y+x
iii il existe un élément neutre 0 : 0+ =z
iv tout z admet un opposé (—x) unique tel que z + (—x) =0
b -:IK x ' — FE est une loi externe, telle que VA, u € IKVx,y € E :
iA-(z+y)=X-xz+Xy
A (p-x)=(Ap) -
i A+p)-z=Aax+pu-x
iv (l-z)==x
On note A -z = Az

1.2 Norme sur un espace vectoriel

Définition 2. Soit £ un IK-e.v. Une norme sur E est une application n : £ — [0, +oo] telle que :
i Ve e B, A€ Kn(Ax)=|A\n(z) (homogénéiteé)
ii Vo,y € En(z+y) <n(z)+n(y) (inégalité triangulaire ou sous-additivité)
ili Vo € E'n(zr) =0 <= 2z = 0 (séparation)
Souvent on note n(z) = ||z||, sauf dans 'exemple E = IK,n(x) = |z|. Un couple (E,||.||) est appelé
espace vectoriel normé (evn). Si seulement (i)-(ii) sont vérifiés, on parle de semi-norme.

On note B(a,7) la boule ouverte de centre a et rayon r, Br(a,r) la boule fermée. Int(A) et A
I'intérieur et I’adhérence de A.



Définition 3. Une partie A de E, e.v.n., est dite complete si toute suite de Cauchy de A converge
dans A. Si E est complet on dit que c’est un espace de Banach.

Proposition 1. (Inégalité triangulaire inverse) Soit (E,||.||) un evn.

Va,y € E| [zl — [yl | < llo -yl

Démonstration. Cas ||z|| > |ly|| : Comme ||z|| = ||z —y + y|| < ||z — y|| + ||ly|| par I'inégalite
triangulaire, on en déduit | |zl — 1yl | = lall — Iyll < Iz — gl
Dans le cas ||y|| > ||x||, on échange z et y par symétrie. O

Proposition 2. Un evn E est complet si et seulement si toute série absolument convergente est
convergente.

Démonstration. Si E est complet et (x;) est absolument convergente, la suite des sommes partielles
Sp = >4y w; vérifie ||Sp, —S,|| < >7{_ |[wi]| donc comme D7}, ||z;|| est convergente donc de Cauchy,
on déduit que (S,) est de Cauchy donc converge.

Réciproquement, si toute suite absolument convergente converge, soit (x;) une suite de Cauchy. Il
suffit de montrer qu’elle admet une sous-suite convergente pour voir qu’elle converge. Pa la propriété
de Cauchy, on trouve par induction ||z, ,, || avec ||z,,,, — 2, || < 3¢ de sorte que la série télescopique
Y Tn,,, — Tn, est absolument convergente donc converge, et donc la sous-suite (z,, ) converge. [

2 Exemples

Ezemple 1. Si E =1R" on a les normes classiques, si X = (z1,...,2,) p € [1,00][ :

n
XN = |zl
=1

[[X]]oo = max [z;].
On remarquera que pour p < 1 la formule de ||X||, ne donne pas une norme, par exemple
(L, D12 =22 =4>|(1,0)[]1/2 + |[(0,1)[|]1/2 = 2 ce qui viole I'inégalité triangulaire.

Exzemple 2. Si E = C%([a,b],IR) 'ensemble des fonctions continues sur [a, b], on a les normes :

b
1712 = / o
1l = sup [£(8)

t€la,b]
Cette derniere norme est la norme de la convergence uniforme.

Ezemple 3. Soit X un espace topologique, F' un e.v.n. et Cy(X, F) Pensemble des fonctions continues
bornées sur X a valeur dans F', on a la norme uniforme :

[ flloe = sup |[.f ()]
zeX



Ezemple 4. Soit U un ouvert de IR" et C'(U,IR) I'ensemble des fonctions continues sur U. Soit
K C U compact on a la semi-norme (de convergence uniforme sur K) :

px(f) = sup |f(x)]

zeK

Ce n’est pas une norme car si px(f) = 0 f ne s’annule que sur K et pas forcément sur U. Soit
K, = B(0,n)N{z € Ud(z,U°) > 1/n} est un fermé borné de IR" donc un compact (inclus dans U)
tel que U NKn = U. On peut définir sur C(U, IR) la distance (exo)

oo

A(f,9) =3 o min(Lpie, (f ~ 9))
n=1

Il est facile de voir que d(f,,g) — 0 si et seulement si f, converge versg uniformément sur tout

compact. Montrons qu’il n’existe pas de norme N sur C'(U,IR) telle que N et d définissent la méme

topologie (on dit que (C(U,IR),d) n’est pas normable). En effet, sinon, on aurait une boule {f :

d(f,0) < €} C By(0,1) (car cette boule ouvert pour N serait ouverte pour d) d’ou en prenant n

assez grand

(f  pulf) < g} C {f:d(f,0) < e} C By(0,1).

Or il existe f continue s’annulant sur K,, avec un xy telle que f(zy) = 1. Mais comme A f s’annule sur
K,, on déduit N(\f) < 1 pour tout A\, donc N(f) = 0 soit par séparation f = 0, une contradiction.

Ezemple 5. co(I) est Pensemble des suites (x;);e; qui tendent vers 0 dans le sens ou si € > 0, il
existe une partie F finie telle que |z;| < € pour tout ¢ ¢ F. On munit ¢y() de la norme sup :

||2]|oo = sup |z;] < 0.
iel
Théoréme 3. Les espaces (Cp(X, F), ||.||s), pour X espace topologique et F' espace de Banach, et
co(I), sont des espaces de Banach.

Démonstration. On a vu que ce sont des espaces normés. Montrons qu’ils sont complets. Soit f,,
une suite de Cauchy, donc comme ||f,(z) — f,(@)||r < ||fp — fill, Pour tout = € X, (f,(x)) est
de Cauchy, donc par complétude de F', converge vers une valeur f(x). Soit p, ¢ tel que pour tout x
| fp(x) — fy(x)|| < € en prenant la limite ¢ — oo, on déduit ||f,(z) — f(x)|| < e donc ||f, — f]| < e
Donc f, converge uniformément vers f, donc f est continue (résultat de licence) et donc f, converge
vers f dans Cy(X, F'). Ce qui donne la complétude.

Pour ¢y(I), le cas X = I avec la topologie discréte donne la complétude de Cy(1,IK) (qui est
aussi £>°(I)). Montrons que cy(I) est un sous espace fermé (d’un e.v.n complet donc complet). Or si
fo — [ pour n grand |f, — f| < €/2 et, en fixant un tel n, pour ¢ € I |f,| < €/2 pour un certain [
donc pour i & I |f,| < € ce qui montre vu € arbtraire que la limite f € ¢o(1). O

2.1 Rappels sur les espaces /7, LP

Soit (€, T, ) un espace mesuré (7 la tribu, p la mesure). Pour simplifier, on utilise des espaces
mesurés o-finies, ¢’est-a-dire avec une suite (An)ne]N telle que U, A,, = Q et u(A,) < oc.
Vous avez vu durant le cours d’intégration, les espaces

LP(Q,T,pn) ={X :Q— IR mesurable \/]X|pd,u < 00},
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pour p € [1,00[. Alors
1611, = ( f dulxp)1
n’est pas une norme (mais une seminorme sur £P(€Q, 7T, u) car si ||X||, = 0 alors X est seulement

nulle presque partout. On considére donc 'espace des classes d’équivalences a égalité presque partout
pres de fonctions X et 'espace de Lebesgue :

LP(Q, T, 1) = {X; X : Q = IR mesurable et/ | X [Pdp < oo},

pour p € [1,00]. .
Par la suite, on identifie X 4 X dans ce contexte et les égalités sont des égalités p.p..
On définit

L®(Q,7,P) = {X; X : Q = IR mesurable et3C < 0o : | X| < Cp.p.}

et la norme :

[| X||o = Inf{C : | X| < Cp.p.} =: ess supp,c|X(z)|.

Montrons que ||.||, est une norme sur LP(€2, T, p). La séparation et ’homogénéité sont maintenant
évidentes. On rappelle I'inégalité de Holder :sip, ¢ € [1,00] tels que 1/p+1/g=1/r <1, X € LP,Y €
L7 alors XY € L" et

XY | < [IX|]p|[Y]q-

On va en déduire I'expression alternative suivante dont 1'inégalité triangulaire se déduit facilement :

Proposition 4. Soit p o-fini, p € [1,00], q tel que 1/p+ 1/q =1 le coefficient conjugué, alors pour
tout g mesurable

lglly = Sup{‘/fgdu‘ Il <1, fg € LY p), f € LNQ, 1) N L2, p)}

PREUVE :
Soit A, croissant telle que UA,, = Q, u(A,) < co. On commence par le cas g € LI(Q, u).
Par Holder, fg € L' donc I'intégrale est définie (avec la condition ||f]|, < 1 seule) et

| [ fodul <1ifslls < 11f1l sl

d’ott [|g||q est plus grand que le sup de I'énoncé. Mais, pour p €]1, co|, si on prend f = glg|9=2/]|g||¢~"
on a [f17 = lgP0/|lg|li""" = |g|/|lg]l} car plg — 1) = qp(1 ~ 1/q) = g done f € LP et [|f|[p =
E(f7) = llgll/llglld = 1. Donc [|f14,[[5 < [IfI[} < 1 donc comme LP(A,,p) C L'(Ay, p) car
w(A,) <ooona fla, € LY(Q, 1) et done

flAn . 00
gn,m(f) = 1{}"1,4”750}mm2n(m7 |f1AnD €L (Q7ﬂ) N Ll(Qa /L)

d’otl le sup est supérieur a

‘ / gn,m(f)gdu‘ —m—so0 ' / f 1An9dﬂ‘ —nsoo ‘ / fgdu‘
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(par convergence dominée par |, (f)g| < [fg|) et le sup est supérieura | [ fgdu| = [ |g|du/||g||7" =
|9]|4- On déduit donc I'égalité énoncée.

Sip=1,q = oo, soit C > sup{|[ fgdu|;|[fll < 1fge€ L' (2 p), f € L"(Qu) NVL¥(Q, 1)} et
A = {z : |g(z)|] > C}. Supposons par l'absurde que u(A) > 0 soit B C A avec u(B) €]0, 0.

Alors f = 1pZ5 est dans L' et ||f|]; = 1 (et borné par 1/u(B) donc dans L>) mais | [ fgdu| =

lgln(B)
i 13% > (' en contradiction avec le choix de C' donc p(A) = 0 ce qui implique ||g||oc < C' ce qui
donne le résultat en prenant l'inf des C.

Sip = o00,q =1, il suffit de prendre f = 197&0% € L=(Q) et fla, € L>(Q) N LY(Q) de sorte que
f1a,9 = |f|1a, et la norme |[f14,]lsc < 1. Donc le suprémum, est supérieur a [ |f|1a,dpu — [|f[]
par convergence monotone.

Si on ne suppose plus g € LI(€, p) mais [|g[|g = oo. Soit alors gnn = Ligzoyimin(m,|g])1a, €
LY, 1) on obtient f,,,x € L' N L> de norme < 1 dans L? tel que

‘/fn,m,k:gn,m‘ 7 k—00 Hgn,qu

Comme on a l'inégalité par Holder,

|/fnmk’(gnm —gla,)| < ||fn,m,k||p||(9n,m - glAn)Hq < H(gn,m - glAn)Hq —m—oo 0

par convergence monotone car | min(|g|, m) — |g||? décroit vers 0, on trouve une suite my tel que

\/nmqu%mmwumq

(fini ou infini). Enfin comme par convergence monotone ||gla,||; — ||g|l4, on trouve une suite

‘/fnk,mk,k’glAn’ 7 k—00 Hqu = 0.

» < 1,et fumoxla, € LYNL® et fu, morgla, € L' cela donne la solution :

Comme || fr, mpkla,

suﬂ/memums1Jgeﬂ@mfeeﬂmey—m—Hm¢

Ezemple 6. Dans le cas ou p est la mesure de comptage sur [ (o-finie si I dénombrable), pu(A) =
Card(A), on obtient l'espace ¢7(I,1K) des suites indicées par I de puissance p sommable, i.e. telles

que
Z 2P < o0
i€l

pour p € [1,00[ et 'ensemble des suites bornées, c’est-a-dire telles que

|0 = sup [a;] < oo
i€l

pour p = o0.

Proposition 5. Soit X > 0 une fonction mesurable positive, alors pour p €]0, 0]

/Xpdu :/ dtpt? (X > t).
0



PREUVE : On remarque que X? = [0¥pt?~'dt = [ 0°°pt?~ 1 x> dt. Or par Fubini-Tonelli,
[ [an [ trgen = [t [dpgen = [ dwe e
0 0 0

Théoréme 6. Soit (2, 1) un espace mesuré o-fini, les espaces LP(S2, p, IK) pour p € [1,00] sont des
espaces de Banach.

Démonstration. Pour voir que L(Q, i, IK) est un espace vectoriel normé on utilise le lemme 4} (On
pourrait aussi prouver l'inégalité de Minkowski directement). On voit le cas IK = IR. Pour tout

ferr,
’/f (91 + g2) du' ‘/fgldu‘ ‘/fmdu‘

En passant au sup on obtient

g1 + gallq < lgallg + llg2lg

pour les valeurs finies ou infinies. En particulier L4(Q, u, TK) est un groupe additif. Comme 1’homo-
généité est facile et que la séparation a déja été vue, LI(€, u, IK) est bien un e.v.n.

Pour la Completude on utilise la proposition I 2l Soit p < 0o Soit Y u, qui est absolument conver-
gente. Soit g = Zn Llunls Ngellp < D7 [|unl| et |gi|P est croissante, donc par convergence monotone
converge vers g avec ||g|l, < Y [|unll,- Donce |g|P € L' qui donne une domination pour | > u,[P et
> u, est p.p. absolument convergente, donc a p.p. une limite et par convergence dominée, converge
donc dans LP. Le cas de L™ est plus simple car on supprime un ensemble négligeable o on a les
bornes uniformes et on peut appliquer un résultat de convergence uniforme. O

3 Normes équivalentes

Définition 4. Soit E un e.v. deux normes n; et ny sur E sont dites équivalentes si
de,C > 0,Vx € E, cny(x) < ng(x) < Cny(z).

On note alors n; ~ ns.

Remarque 1. L’équivalence des normes est une relation d’équivalence, c¢’est a dire qu’elle est réflexive
(ny ~ ny), symétrique (ny ~ ng = ny ~ ny) et transitive ( ny ~ ng, e ~ n3 = ny ~ nz). Si deux
normes sont équivalentes les notions d’analyses (limite, continuité, ...) sont les mémes pour les deux
normes.

Ezemple 7. Dans IR", ||.||1,]|-||2;]]-]|cc sSOnt équivalentes, comme toutes les normes en dimension
finie.

Ezemple 8. Dans C°([0,1],TR), ||-||1,||-]|2, ||-]|ec ne sont PAS équivalentes. Soit par exemple u, (z) =

x™. u, converge simplement vers une fonction non-continue donc ne converge pas uniformément (pour

[ ]]oe) mais |[unlls = =5, [|unll3 = 5755 — 0 donc aucune de ces normes ne sont équivalents a la

[un|ly
[lunll2

norme uniforme (||u,||s = 1). De plus — 0 donc les normes ||.||1,]].||2 ne sont pas non plus

équivalentes.



4 Applications linéaires continues

On considére (E,||.||) et (F,||.||) deux evn.

Définition 5. Soit A C FE, une application f : A — F est uniformément continue si :
Ve>0,3n>0:Y(z,y) € A |lz —yl| <n = [|f(2) - fW)]| < e
Une application f: A — F est K-lipschitzienne avec K € [0, +o0] si :

V(z,y) € A% |If (@) = FW)Il < K|l —y]|.

Rappel 2. Une application u : ' — F' est dite linéaire si :
(i) Y,y € B u(z +y) = u(@) + u(y)
(ii) Vz € E, ) € IK,u(A\x) = Au(x).
Proposition 7. Siu : E — F est une application linéaire, les assertions suivantes sont équivalentes :
1. u est lipschitzienne.
u est continue.
u est continue en 0.
u est continue en un point.
Il existe a € E;n > 0 tel que u(B(a,n)) C B(u(a),1).

u est bornée sur la boule unité : Il existe M < oo telle que, si ||z|| <1 alors

S v oo

[lu(2)]] < M.

Démonstration. 1. = 2., 2. = 3.,3. = 4.,4. = 5. sont évidentes. Si on suppose 5. pour montrer 1., il
existe n > 0 tel que si ||z —al| < n alors ||u(z) —u(a)|| < 1. Soit h € E, x = a+ hn/||h|| de sorte que
||z — a|]| < n, on déduit donc ||u(h)||n/||h|| = ||u(x — a)|| < 1 c’est-a-dire |[u(h)|| < ||h||/n et donc
pour tout z,y en utilisant encore la linéarité u(x — y) = u(x) — u(y), on obtient :

uz) — ()] < %Hx !

donc w est 1/n lipschitzienne.
L. implique 6. et comme ||u(z)—u(y)|| = ||u(z—y)|| < M||z—y|| en appliquant 6 & (x—y)/||x—yl],
on déduit 1. de cela. O

Proposition 8. Si ¢ : E — IK est une application linéaire (forme linéaire), ¢ est continue si et
seulement si son noyau H = Ker ¢ = ¢~ '({0}) est fermé.

Démonstration. Si ¢ est continue, ¢~ *({0}) est fermé comme image inverse d’un singleton, qui est
fermé. Réciproquement, supposons ¢ non nulle, soit e tel que ¢(e) = 1. Comme le complémentaire
de H est ouvert soit r > 0 tel que B(e,r) C HC.

Montrons par I’absurde que pour tout z € B(e,r), ¢(z) € B(1,1). En effet, sinon soit = avec
|0(x) =1] > 1. Sit = —o(x)/(1=d(x)), on ¢(te+ (1 =t)r) = t1+(1-t)p(x) = t(1 = ¢(x)) +¢(x) = 0.
Or |[te+ (1 —t)z —e|]| = |1 —t||]zr —e]| = ||z —e||/|¢p(z) — 1] < r une contradiction car alors
y=te+ (1—1t)z € Ble,r) N H.

On a donc vu ¢(B(e,r)) C B(¢(e),1) d’ou ¢ continue par la proposition précédente.



Définition 6. Une application linéaire u : F — F est dite contractante si elle est 1-lipschitzienne
soit :
Ve € E,||lu(x)

Une application linéaire u : F — F est une isométrie si :

Vo € E, [|u(z)]| = |||

< [f]-

Proposition 9. Une isométrie est toujours injective.

Une isométrie v : F — F identifie donc E au sous-espace vectoriel u(F) C F avec la norme
induite.

Démonstration. Si u(x) = 0 alors 0 = ||u(x)|| = ||z|| donc par séparation x = 0. O

5 Rappels des propriétés particuliéres des evn de dimension
finie.

5.1 Complétude (Preuves facultatives)

Théoréme 10. Tout evn de dimension finie est complet.

Démonstration. C’est évident en dimension 1. On montre donc le résultat par récurrence sur la
dimension. On suppose donc le résultat acquis en dimension strictement inférieure a n, soit (E, |.||)
de dimension n. Soit ¢ une forme linéaire non nulle sur E, son noyau F est de dimension (n — 1),
donc par hypothése de récurrence (F,||.||) (muni de la restriction de la norme de F) est complet. Par
conséquent F' est fermé dans F, donc ¢ est continue.

Soit e € E avec ¢(e) = 1. L’isomorphisme linéaire u : (A, f) — Ae + f de IK x F' (avec la norme
produit donc complet par la proposition 6) sur E est continue (2-lipschitzien). Son isomorphisme
réciproque est donné par :

Ve e B, u'(z)=(¢(x),r — ¢(x)e).

u~! est donc aussi continue comme ¢. u étant lipschitzienne (car linéaire continue), si (x,), suite de
E, est de Cauchy u(z,) l'est aussi donc converge par complétude de IK x F, d’ou z,, = v (u(z,))
converge aussi par continuité de v O

5.2 Applications linéaires

Rappel 3. Si E de dimension n et F' de dimension p. Soit (eq, ..., e,) une base de E, (fi,..., f,) une
base de F'. Une application linéaire u est décrite par sa matrice A = (a;;)icj1,)jeq,n) dans ces bases.

Alors, si x =37 wje; et y = u(x) = 7, yifi, on rappelle que :

n
Yi = E AijTj.
J=1

On définit aussi la base duale (€7, ..., ;) de 'ev des formes linéaires sur F caractérisée par €} (e;) =
1si 7 =k et 0 sinon. En conséquence, pour tout z € E :

n

u(z) = Z%’U(%’) = ei(@)uley).

Jj=1



Théoréme 11. Toute application linéaire entre evn de dimensions finies est continue (et méme
lipschitzienne).

Démonstration. En utilisant la représentation du rappel

n
u= ule)e,
i=1

il suffit de montrer que les formes linéaires e sont continues. Mais Kere! est un sous-espace vecto-
riel de dimension finie donc complet (Théoréme , donc fermé dans F, d’ou la continuité voulue
(proposition [§)). La lipschitzianité vient de la proposition [7 O

5.3 Equivalence des normes et conséquences.

Théoréme 12. Toutes les normes d’un espace vectoriel normé de dimension finie sont équivalentes.

Démonstration. Si ||.||1, et ||.||2 sont deux normes sur E. 'application linéaire identité u = Idg vu
de (E,||.||) vers (E,||.||2) est continue ainsi que son inverse u~! (théoréme [11]), donc elles sont C' et
1/c-lipschitzienne respectivement (proposition [7)). On en déduit, pour tout z € E :

[|2[l2 = llu(z) = w(0)|]2 < Cllz[ls,

. _ 1
[l = [lu™ () = u Ol < ~llzll.,

d’ou I’équivalence des normes souhaitée. O

6 Théoréme de Hahn-Banach, forme analytique

Théoréme 13 (de prolongement de Hahn-Banach). Soient E un espace vectoriel, p : E — IR une
application positivement homogene et sous-additive, c¢’est-a-dire vérifiant :

— p(tz) =tp(z)xr € E,t >0

— ple+y) <plx)+ply) zyek.

Soient G C E un sous-espace vectoriel et g : G — IR une application linéaire dominée par p :

Va € G,g(x) < p(z).
Alors il existe une forme linéaire f sur E qui prolonge g (c’est-a-dire Vo € G, g(x) = f(x)) et
encore dominée par p, c’est-a-dire telle que

Ve e E, f(x) < p(x).

[de séparation de Hahn-Banach| On a évidemment une version complexe en étendant partie réelle
et imaginaire.

Le plus souvent, on utilise le théoréme sous la forme suivante (correspondant a son application
a p(x) = ||gl|lc||x||) ou plus généralement pour p une semi-norme. Le cas général servira pour la
version géométrique permettant de séparer des convexes.



Corollaire 14. Soit E un e.v.n. et G C E un sous-espace vectoriel. Soit g : G — IR une application
linéaire continue de norme

lgller = sup  |g(=)].
z€G,||z||<1

Alors il existe f forme linéaire continue sur E qui prolonge g et telle que

flle:= sup |f(z)] = llgllc-
z€E,||z||<1

6.1 Rappel sur le lemme de Zorn

Si on était en dimension finie, on voudrait faire une récurence sur la dimension de G en étendant
a un espace de dimension 1 de plus. Une facon de rédiger la preuve est de considérer un sous-espace
de dimension maximale et d’obtenir une contradiction en construisant un espace de dimension 1 de
plus.

Dans le cas de la dimension infinie on pourrait faire une récurrence transfinie en complétant une
base de G en une base de E et mettant un “bon ordre" sur la base. En analyse (ou en algébre), on
préfére souvent utiliser la conséquence suivante de I'axiome du choix, le lemme de Zorn, qui utilise
une notion de maximalité pour obtenir une contradiction comme dans la preuve par induction.

Soit P muni d’un ordre partiel <. () C P est dit totalement ordonné si tout a,b € () on a soit
a < b, soit b < a.c € P est un majorant de Q) si Va € Q,a < c.

m € P est un élément maximal de P si tout x € P tel que m < x on a x = m.

Enfin P est dit inductif si tout ensemble totalement ordonné de P admet un majorant.

Lemme 15. (de Zorn) Tout ensemble ordonné, inductif, non vide admet un élément mazimal.

6.2 Preuve du théoréme de Hahn-Banach

On considére 'ensemble P des paires (H, h) d’un espace vectoriel G C H C E et d’une forme
linéaire h : H — IR qui étend g et dominée par p soit h(z) < p(z)pourz € H. On veut montrer que
P contient une paire de la forme (E, f).

P est ordonné par la relation d’extension (Hy, hy) < (Ha, he) ssi Hy C Hs et hy prolonge hy.

On va montrer que 'on peut appliquer le lemme de Zorn a P.

P est non-vide car (G, g) appartient & P.

Etape 1 : P est inductif (cela revient a I’étape union de 'argument par récurrence transfinie)

Si (H;, hi)icr est une chaine d’éléments de P c’est-a-dire un ensemble totalement ordonné. On
cherche un majorant de la chaine de cette fagon. On pose H = U;c;H; qui est bien un sous-espace
vectoriel car toute pair d’éléments est dans un des termes de 1'union croissante. On pose h(z) = h;(x)
six € H;. Ceci est possible car les h; se prolongent 'un 'autre. En conséquence H contient tous les H;
et h prolonge tous les h; donc (H;, h;) < (H,h) et comme h(z) = h;(z) < p(x) on a bien (H,h) € P
qui est donc un majorant des h;.

Etape 2 : Obtenir une contradiction de la maximalité (cela revient a 1’étape d’induction
de argument par récurrence transfinie)

Soit par le lemme de Zorn (F, f) un élément maximal de P et supposons par I'absurde que F' # FE.
Soit © ¢ F et H = F +IRx. On pose h(y+tx) = f(x)+ta et on définit ainsi sur H une extension
h de f. On cherche o pour que (H,h) € P ce qui contredira la maximalité de (F), f).
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On doit donc trouver « tel que
fly) +ta <ply +tx),z € F,t €R.

C’est, évident pour t = 0 et il suffit du cas t = 41 car alors par linéarité de f et positive
homogénéité de p :

Fy) +ta = (fy/It]) + ot /[tD]E] < p(y/[t] + 2t/[t)]t] = p(y + tx)

Soit o = sup,cp f(y) — p(y — ). ll reste & voir que
< inf — .
o < Infp(y +2) — f(y)

Ceci est possible dés que I'on a l'inégalité souhaitée entre le sup et l'inf. Or si z,y € F, par
linéarité de f et inégalité triangulaire pour p :

f(2)+ fly) <plz+y) <plz+2)+ply — )

et donc

En passant au sup sur y et a I'inf sur z on obtient I'inégalité souhaitée pour a. Ceci implique la
contradiction qui force F' = E et donne ’extension souhaitée.

7 Constructions

7.1 Espaces Sommes directes

Ezemple 9. SiG = ExF avec (E,||.||g), (F,||.||r) des evn. On définit : ||(z, y)|| = maz(||z||g, ||y||F)-
C’est une norme sur G (exo) appelée norme produit ou norme somme directe &.
On note G = F &, F.

Ezxzemple 10. Si G = E X F avec (E,||.||g), (F,||.||r) des evn. On définit : ||(x,y)|l1 = ||z||z +||y||F-
C’est une norme sur G (exo) appelée norme somme directe @' (ou norme coproduit). On note
Ezxemple 11. Soit (E;, ||.||;), ¢ € I des evn. On note £>°(1, E;) ou @y, E; I'espace vectoriel des suites
bornées © = (x;);c; avec z; € E; et

[|2]loo := sup ||z < o0
icl
C’est une norme (exo) appelée norme somme directe @&>. (ou norme produit). On a une j-éme
projection p; : @;5, E; — E; qui est contractante et une isométrie i; : E; — @¢; E; telle que
pi(ij(x)) = 0sii# j p;j(i;(z)) = z. Elle est caractérisée par la propriété universelle suivante (d’un
produit).

Proposition 16. Soit E;, F' des e.v.n. et u; : F — E; des applications linéaires contractantes il
existe une unique application linéaire contractante u : F — EB?;’I E; telle que p; ou = ;.
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Démonstration. L’unicité est évidente car u(x) = (u;(x)) est le seul choix possible. C’est bien un
élément de la somme directe car ||u;(z)|| < ||z|| comme tous les u; sont contractants. La linéarité de
u est évidente. On déduit aussi que u est une contraction :

[[u(z)[] = sup[ui(2)[] < [l]]

]

Comme pour ¢*° qui correspond au cas F; = €, on montre que @fgl E; est un espace de Banach
si tous les FE; sont des espaces de Banach.

Ezemple 12. Soit (E;, ||.||:), i € I des evn. On note (!(I, E;) ou @361 E; lespace vectoriel des suites
sommables x = (z;);c5 avec x; € E; et

llefl =) llaill < o0
iel

C’est une norme (exo) appelée norme somme directe &' (ou norme coproduit). On a une j-éme
projection p; : EB;GI E; — E; qui est contractante et une isométrie i; : E; — @361 E; telle que

pi(ij(z)) = 0si i # j p;(ij(x)) = z. Par la propriété universelle précédente, on en déduit une
contraction )

Br- P

iel i€l

Elle est caractérisée par la propriété universelle suivante (d’un coproduit).

Proposition 17. Soit E; des e.v.n. et I un espace de Banach et u; : E; — F des applications
linéaires contractantes il existe une unique application linéaire contractante u : @;EI E;, — F telle
que u o1 = uj.

Démonstration. L'unicité est évidente car u(x) = Y. ; ui(pi(x)) est le seul choix possible (par linéa-
rité car x = 3, 4;(pj(x))). C'est bien un élément de F' car la série est absoluement convergent et

F' est complet :
D i@l <D lwi@)]] = |l=]h < oo

comme tous les u; sont contractants. La linéarité de u est évidente. On déduit aussi que u est une
contraction. O

. 1
Comme pour ¢! qui correspond au cas E; = €, on montre que D,c; Ei est un espace de Banach

si tous les F; sont des espaces de Banach.

7.2 Espace des applications linéaires continues

Ezemple 13. Soit (E,||.||g), (F,||.]|r) des evn. On note G = L(E, F) = B(E, F) 'espace vectoriel
des applications linéaires continues £ — F. On définit la norme subordonnée :

ulll = sup [[u(z)]|F
[lzl|e<1

C’est une norme sur G (exo).
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Ezemple 14. Dand le cas E = F = (*(I) =: H on obtient I'exemple important B(H) = L((*(I); (*(I))
des opérateurs bornés (autre nom des applications linéaires continues) sur 'espace de Hilbert H.

Théoréme 18. Si E est un e.v.n. et F un espace de Banach, alors (L(E, F),|||.|||) est un espace de
Banach.

Démonstration. Soit B la boule fermée de E de centre 0 et de rayon 1 et i : L(E, F) — Cy(B, F) la
restriction & la boule. Par définition des normes, c’est une isométrie qui identifie donc L(E, F') & un
sous espace de Cy(B, F'). Montrons que ce sous espace est fermé (il sera donc complet par complétude
de Cb(B, F))

Montrons que

i(L(E,F)) ={ue Cy(B,F) : VA, n € KA +|u| < 1,Vz,y € Bu(Az + py) = Au(z) + pu(y)}-

Cela suffit car cela décrit i(L(E, F')) comme une intersection de fermé vu que u — u(y) est une
application continue sur Cy(B, F'). L’inclusion C est évidente. Réciproquement si u est continue sur
B donc en 0 et dans l’ensemble indiqué, pour = € E on pose ug(r) = HxHEu(m) et ug(0) =
0. D’abord si ||z|| < 1 on remarque que ug étend la précédente valeure de u sur B (en prenant
y = 0 dans la relation). De méme up est positivement homogéne. Donc si (z,y) # 0, on pose
' = a/max(|lz|], [[yl]), y" = y/ max([|z[|, [ly[]), A" = A/(IAl+ [ul), & = A/([A] + |u]) pour obtenir par

homogénéité et la relation appliquée a =/, y', N, i :
up(Az + py) = (Al + |ul) max(|[z]], [[y[[)u(Na2' + 1Y)
= (JA[ + [p]) max([|2]], [[y[D[Nu(z’) + p'u(y’)]
= Mup(z) + pup(y)

Donc ug est linéaire continue en 0, donc linéaire continue et v = i(ug) comme souhaité. ]

7.3 Espace dual

Définition 7. L’espace E' := L(E,IK) des formes linéaires continues sur un e.v.n. E est munie de
la norme d’opérateur

1fller = sup |f(2)].

2€E,|[al|<1

On a vu dans la section précédente que c¢’est toujours un espace de Banach. Il sera trés utile
dans ce cours pour étudier E lui-méme.

Le résultat suivant, conséquence de Hahn-Banach permet de décrire réciproquement la norme de
E en terme de celle de E’ :

Proposition 19. Soit (E,||.||g) un e.v.n., alors

T||gp = sup T)| = max x)|.
lels = swp _1f@)l= s 17

Démonstration. Par définition, on a

sup  |f(@)] < sup ||fllellzle = |zl
fel || fllpr <1 FEE || fllgr <1

Inversement, on applique Hahn-Banach & G = IRz en posant g(tx) = t||z||g de sorte que g(tz)|| <
||tz||g. Donc, il existe f € E' tel que f(x) = g(z) = ||z||g et f(y) < ||ly||r c¢’est-a-dire || f||r» < 1. En
particulier, le sup est atteint en f et est donc un maximum. O
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On étudiera la dualité des espaces LP dans un chapitre ultérieur. Le résultat suivant donne un
exemple de calcul de dual :

Proposition 20. Le dual de co(I) est isométrique a
(I ~ (eo(1)).

Démonstration. On définit T : (*(I) — (co(I)) par :
T((w)[(w)] = 3w
Bien siir, on a 'inégalité montrant que 7" est bien défini et contractant :

T ()]l < Yl oi] < lelloe Y Jusl-

i€l i€l

Montrons que T est isométrique. Comme les suites a support fini sont denses dans ¢'(I) il suffit

de montrer I'égalité dans ce cas, et cela vient en posant (v;) = Liv01 107 € co(I) si (u;) & support fini
de T'((u;))(v;) = ||(w;)||er. Done comme ||(v;)||e, < 1 on a I'inégalité manquante :

1T (i)l eoy = [(ua) ]

Montrons que T est surjectif. Soit f € (co(I))" et e; la suite valant 1 en i et 0 ailleurs. Soit
u; = f(e;), montrons que (u;) € ¢*(IN). Or par l'isométrie

(uilier)lle < [T ((wilicr))ll oy = [1T((w) © vElleoy = 1 0 vrllcy < I[f]eoy

car vp((2;)) = (Liepx;) est une contraction sur ¢q pour F fini (et par le calcul & support fini qui suit
qui implique f ovp =T((u;)) o vp). Donc pour tout F fini :

> il < 1 flleoy

ieF

ce qui donne la sommabilité u € ¢1(1).

Montrons enfin que f = T'((u;)).

En effet, si v est & support fini, f(v) = T'((u;))(v) par linéarité mais comme les deux cotés sont
continus en v et que (par définition) les suites & support fini sont denses dans cy(I), on obtient
f=T((uw))-

[

Un autre résultat de base permet d’associer a une application continue v : £ — F' une application
(dite transposée ou adjoint) entre les duaux u' : F' — E'.

Proposition 21. Siu : E — F est une application linéaire continue u'(f) = f o u définie une
application linéaire continue u' : F' — E' et on a

[ f]] = 1l full]

14



Démonstration. Par composition, si f € F’, u linéaire continue, f o u est linéaire continue donc
appartient a E’. La linéarité en f est évidente. de plus ||u*(f)(2)|| < ||f|l#|||u|||||z||z donc

[l ()l < [1f 1] ul]]-

Ceci donne ||[u!]|] < ||]u]|].
Réciproquement on utilise la proposition précédente pour obtenir :

lu(@)llr = sup [ (f)@)] < sup ||(u"(Hllellzlle < [[lu|ll]z]e.
1 fll <1 LAl <1

Ceci donne par définition de la norme subordonnée, 'autre inégalité : |||ul|| < |||u’]|].

7.4 Bidual, Complété
Le dual du dual E” = (E’)’ est appelé bidual de E.

Définition 8. L’application J : E — E” qui envoie J(x)(f) = f(x) pour f € E’ est appelée injection
canonique de I dans E".
Proposition 22. L’injection canonique J : E — E" est une isométrie (c’est pour cela que c’est une

injection).

Démonstration. En appliquant la définition de la norme du dual puis la conséquence de Hahn-Banach
de la section précédente (proposition [L9), on obtient :

1 (2)l|er = sup [J(z)(f)| = sup [f(x)]=||z]|e.

£l pr <1 £l e <1

On donne un exemple :
Proposition 23.
(co(1))" 2= (1)) == ().
Démonstration. On définit T : £>°(I) — (¢1(I))’ par :

T((w))[(w)] = 3 wiv.
Bien stir, on a I'inégalité montrant que 7' est bien défini et contractant :

() (w0)] < 3l o] < e 3 s
iel iel

Montrons que T est surjectif. Soit f € (¢(I)) et e; la suite valant 1 en i et 0 ailleurs. Soit
u; = f(e;), alors |u;| < ||f||e donc (u;) € €°(I), montrons que f = T'((u;)).

En effet, si v est & support fini, f(v) = T'((u;))(v) par linéarité mais comme les deux cotés sont
continus en v et que (par définition) les suites a support fini sont denses dans ¢!(I), on obtient
f=T((uw))-

Montrons que T est isométrique. Mais ||T'(w;)|| > |T'(u;)(€;)] = |wi| done [|T(w;)|| > ||(wi)|]e(ry
et on obtient donc I'égalité.

[
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Définition 9. L’adhérence E = (E)E E dans E” est appelée complété de E.

Comme c’est un espace fermé d’un espace complet, c’est un espace de Banach muni d’une injection
i: E — E (quiestidsi F est déja n espace de Banach). Il est caractérisé par la propriété universelle
suivante :

Proposition 24. Soit F' un espace de Banach et uw : E — F une application linéaire continue, il
existe une unique extension u : £ — F telle que o1 = u. De plus, on a |||0]|] = |||ul|].

Démonstration. pour lexistence on considere (uf)! : E” — F” et on regarde sa restriction @ a E.
Sur E, u coincide avec u donc est a valeur dans F. Par densité de F, | existe une suite u,, — u € E
et donc G(E) C F. Or comme F est complet il est fermé dans son bidual donc F = F. Cela donne
Pexistence. L unicité vient de la densité de E dans E. Par la construction on a [||a]|| < |||u|||. I autre
inégalité vient par densité. O]

7.5 Espace quotient, Orthogonalité.

Une autre application de Hahn-Banach va nous permettre de calculer le dual d’un sous-espace
d’un e.v.n. Il nous faut d’abord introduire la notion de norme quotient.

Définition 10. Soit F' C E un sous-espace vectoriel fermé. Soit E/F 1'espace vectoriel quotient
formé des classes p(z) := ¢+ F,x € E,p : E — E/F munie de la structure vectorielle usuelle
(rendant p linéaire)

Ap(z) +p(y) = p(Ax +y)

On munit E/F de la norme (dite norme quotient), donnant la topologie la plus forte rendant p
continue :

:= inf .
|[p(2)] ;gFHfleryH

Vérifions qu’il s’agit bien d’une norme. Si ||p(z)|| = 0, il existe y, € F tels que ||z — y,|| — 0
donc z € F', comme F est supposé fermé, et donc P(x) = 0 par définition.

e e _ .
lp(Az)l| = Inf [[A(2) +y|| = inf [|M(z +y)l| = [All[p()]

Enfin, comme F est stable par somme :

lp(z+2)ll = inf flz+oty+upll< nf llz+ull+]lz+well = llpE)l +[p()]

Y1,y2€ 1,Y2
Les quotients vérifient la propriété universelle suivante :

Proposition 25. Siu : E — G est une application linéaire continue et F C Ker(u) alors il existe
une unique application up : E/F — G telle que up o P = u.

Démonstration. On pose up(x + F') = u(x) qui est bien définie car F' C Ker(u), linéaire (unique) et
continue par définition de la norme quotient. O

Le résultat de dualité entre les quotients et les sous-espaces est le suivant :
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Définition 11. Soit £ un e.v.n. et F' un sous-espace de E et N un sous-espace de E’. Les orthogonaux
de F' et N sont les sous-espaces fermés :

Fr={fcFE flx)=0r¢cF},
IN :={z € E, f(xr) = 0Vf € N}.
Théoréme 26. Soit E un e.v.n. et F' un sous-espace de E. Alors on a les isomorphismes isométriques
F'~FE/F+ (E/F) ~F*
la deuziéme relation étant valable si F' est fermé.

Démonstration. (1) Soit f € F’, Hahn-Banach donne une extension f* € E’ la version plus précise
de la premiére assertion revient a dire que o : f — f* 4+ F* est Ilisométrie cherchée entre F’ et
E'/F+. D’abord, deux extensions f;, f5 s’annulent sur F donc f;+ F+ = f5 + F* et o est donc bien
définie. o est surjectif car pour tout f dans E’, la restriction donne

o(flp) = f+F".

Comme A\f* + g* est une extension de \f + g si ¢g* extension de g on voit que o est linéaire. Il
reste & vérifier 'isométrie qui montrera aussi l'injectivité. Le théoréme de Hahn-Banach donne une
extension avec || f*|| = || f|| donc

e (O < 1AL
Réciproquement, Tout g € f* + F+ étend f donc ||f|| = |lg9lr|| < |lg||, donc en passant a
I'infémum intervenant dans la définition de la norme quotient, on obtient :
LA < Mo (HI]-

(2) On obtient & présent le dual du quotient. Si f € F'*, on définit 'unique forme linéaire sur le
quotient telle que 7(f)o P = f (donnée par sa propriété universelle). Montrons que 7 : F+ — (E/F)’
donne 'isométrie recherchée. Par I'unicité dans la propriété universelle, 7 est linéaire, surjective car
sig€ (FE/F) 1(go P)=g. Enfin, on a la suite d’égalité :

Ir@ll = sup  |7(g)(P(z))| = sup |g(x)] = sup |g(x)] = llgl
IP@)[5/p<1 1P@)ll /<1 lellp<1

I’avant derniére égalité vient du fait que 'on peut choisir par définition de la norme quotient z € F
avec ||z|| < 14 € pour tout image ||P(z)|| < 1.
]

Proposition 27. Soient X,Y des e.v.n et T € L(X,Y). Alors
Ker(T" = Im(T)]* Ker(T) = *[Im(T)].
Démonstration. En effet, y € Ker(T") ssi pour tout z € E, 0 = [T'(y)](x) = y(T(z)) ssi y €

[Im/(T)]*.
De méme, y € Ker(T) ssi pour tout z € E*, 0 = z[T(y)] = [T%(x)(y) ssi y € H[Im(T")]. O
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Chapitre 2

Ensembles et fonctions convexes

On suppose que E est un e.v. sur IR.

1 Premiéres propriétés des ensembles convexes

Soit x,y € F, on appelle segment d’extrémité x et y la partie
[z, y] = { Az + (1 =Ny, A €[0,1]}.
On retrouve bien str la définition usuelle dans IR.
Définition 12. Un ensemble C' C E,C # () est dit conveze si Va,y € C,[z,y] C C.
Proposition 28. Si E est un e.v.n., les boules (ouvertes et fermés) sont des convezes.

Démonstration. Considérons le cas des boules ouvertes. Soient x,y € B(a,r), 2 = Ax + (1 — Ay,
A€ [0,1].
Par 'inégalité triangulaire et homogénéité, on a :

1z = all = [[Mz —a) + (1 = N)(y = )| < [AllJz = al| + [T = Al[ly = al| < [Alr +[1 = A[r =7
Donc z € B(a,r). Le cas des boules fermées est similaire. ]

Le résultat suivant est laissé en exercice.

Proposition 29. Si C est convere, alors son adhérence A et son intérieur Int(A) sont converes.

1.1 Enveloppe convexe, Cones tangents et normaux

Définition 13. L’enveloppe convexe d’un ensemble A, notée Conv(A) ou Co(A) est le plus petit
convexe contenant A.

Explicitement, ¢’est 'union
n
Conv(A) = UnGIN{Z tix;, x; € A,avethi =1,t; > 0}
i=1

En effet cet ensemble contient A, est convexe et il est facile de voir que tout ensemble convexe
est stable par combinaison convexe Y | t;x; avec > t; = 1,t; > 0 par récurrence sur n.
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Proposition 30. Soit E un espace de Banach et K un compact de E, alors Conv(K) est compact.

Démonstration. 1l suffit de voir que Conv(K) est précompact et complet, comme ¢’est un fermé d’un
complet il est complet, donc il suffit de voir que Conv(K) est précompact. On rappelle que cela veut
dire que pour tout € > 0, il existe z1,...,x, € K tels que Conv(K) C U, B(z;,€). Comme K est
précompact, on fixe ay, ..., a, € K tels que K C U, B(a;,€).

Or (t,...tn) — >_t;a; est continue donc envoie le compact {(1,...t,),t; > 0,> t; = 1} sur un
compact B de Conv(K), Tout © € Conv(K) s’écrit > " t;z; en prenant a;; avec z; € B(ay,,€).
Donc y = > tia;, € B et ||z — y|| < €. Si 1, ...y sont tels que B C UY_; B(y;, €), on déduit que
Conv(K) C UF_, B(y;, 2¢) donc Conv(K) est précompact. O

Les deux ensembles suivant seront importants pour formuler des conditions pour des problémes
de minimisation sous contrainte.

Définition 14. Le cone tangent de I'ensemble A C E e.v.n. au point a € A est

Ty(a) ::{bEE:Hai—ML,aZ-EA,ti>O,ti—>0:b:hmai_a

}

7

Le cone normal est son polaire, c’est & dire le cone convexe fermé :
Ny(a) :={f € E* : Vo € Ty(a), f(x) <0}.

Ezemple 15. T4(a) est toujours fermé. Si L est un s.e.v de E a € L, Ty(a) = L et Ny(a) = L*. Si
a € Int(A), Ta(a) = E et INg(a) = {0}.

Proposition 31. Si S est conveze et x € S, alors Ts(x) est convexe et S C x + Ts(x). De plus, on
a

u—a

Ts(z) = { ,u€ S,s>0} Ng(z)={fe€eFE :Yuels, flu—z) <0}

Démonstration. IR" (S — x) est convexe comme S — x donc en prenant 'adhérence, aussi 'ensemble

S

W = IR} (S —z) que l'on veut montrer étre Ts(x). Si on a une suite (z, — x)/t, — u € Tg(z)
comme tous les éléments sont dan W, on obtient par fermeture aussi la limite, donc Ts(z) C W.
Réciproquement, pour t > 0, , := L(u—x) + 2 = Ltu+ (1 — L)z € S pour n assez grand par
convexité et (z, —z)/t, = t(u—x) sit, =1/n — 0 donc t(u — x) € Ts(x) comme voulu. Les autres
relations sont alors évidentes, car S — x C Ts(x) (car s = 1) et par la définition de Ng(z) comme
polaire. O

1.2 Jauge de Minkowski d’un ensemble convexe

L’un des objectifs principaux de ce chapitre est d’utiliser le théoréme de Hahn-Banach pour
séparer des convexes par des hyperplans fermés, lieu d’annulation d’'une forme linéaire continue.
Pour cela, nous devons associer & un convexe une fonction (qui sera souvent une semi-norme) et que
I’on pourra utiliser comme domination dans le théoréme d’Hahn-Banach.

Définition 15. Soit £ un IR-e.v., un convexe C' C E est dit absorbant si pour tout x € F,x € \C'
pour un A > 0.

Définition 16. Soit £ un IR-e.v. et C' un convexe absorbant. La jauge de Minkowski de C' est la
fonction :

pe(z) ==inf{\ > 0: Xtz € C} € [0,00)
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Théoréme 32. Soit ¥ un IR-e.v. et C' un convexe absorbant. Alors

1. pe(z +y) < polz) + pe(y)-

po(te) = tuc(z) sit > 0.

St —C = C, pc est une seminorme.

SiA=A{zr: pelx) < 1},B = {x : pc(z) < 1} alors A C C C B sont des convezes el
KA = Up = Hc

5. Si E est un e.v.n. et 0 € Int(C) (ce qui implique C' absorbant), uc est continue et de plus

A=1Int(C),B=C.

Démonstration. Soit t = pc(x) +€ > 0, s = pc(y) + € > 0 de sorte que x/t,y/s € C. Or on peut
écrire la combinaison convexe suivante & = L2 4 =% ¢ O et donc pc(r +y) < s+ t. Comme
e > 0 est arbitraire, on déduit (1).

(2) est une conséquence directe de la définition. Si —C' = C pc(z) = pe(—x) d’ou on déduit
pe(te) = |t|uc(z), la seule relation manquante pour (3).

Les inclusions entre A, B, C' viennent de la définition : x € C' donne x/1 € C et donc pc(x) <1
et si po(z) < 1, alors /1 € C. Elles impliquent pup < pe < pa. Si pp(z) < s < t alors z/s € B
donc pe(z/s) < 1 donc pc(z/t) < s/t <1 dou z/t € Adonc pa(x) <t soit en passant & Uinfemum
des t, pa(x) < mup(zr) ce qui donne la derniére égalité de (4). A, B convexes sont semblables a la
convexité des boules en utilisant (1) et (2).

Pour (5), on remarque qu’il existe B(0,¢) C C donc pc(ex/||z||) < 1 soit pc(x) < ||z||/e.

De plus par l'inégalité triangulaire puc(z) < |uc(z — y)| + pe(y) et de méme en inversant x,y
donc

e (@) — pe(y)| < lpe(z —y)| < |z —yl|/e

donc o est 1/e-lipschitzienne donc continue. On déduit que A est ouvert, B fermé et donc A C
Int(C),C C B. Or, soit ¢, si z € B z(1—1/n) € C et converge vers x € C' donc B C C. De méme si
x € A% (1+¢€)x & C donc x € C¢donc A° C C¢ d’ou en prenant le complémentaire Int(C) C A. O

Vous pouvez aussi en exercice essayer de montrer le résultat suivant directement.

Corollaire 33. Soit C un conveze d’intérieur non vide d'un e.v.n., Int(C) = Int(C) et Int(C) = C.

Démonstration. En translatant, on peut supposer 0 € Int(C),, Alors comme pc = iy c) = fig, Par
le (5) ci-dessus, le calcul de l'intérieur/adhérence en terme de la jauge donne que ces trois ensembles
ont méme intérieur et méme adhérence. O]

2 Séparation des convexes

Un élément f € E’ tel que f # 0 permet de construire un hyperplan fermé (translation de Ker(¢),
voir lemma |§)) : {x € F, f(x) = c}. Les deux ensembles {z € E, f(x) < c} et {x € E, f(x) > ¢} sont
des demi-espaces. On dit que deux ensembles sont séparés (par 'hyperplan) si chaque ensemble est
dans un des demi-espaces. On parle de séparation stricte si C; C {z € E, f(z) < ¢} et Cy C {z €
E, f(x) > d} pour d > c.

La version suivante du théoréme de hahn-Banach permet de séparer des ensembles convexes bien
choisis.
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Théoréme 34. Soient A, B deux convezxes non-vides disjoints d’un e.v.n. E, ils sont séparés par un
hyperplan dans les deux cas suivants :

1. Si A est ouvert, alors il existe f € E' et ¢ € IR telle que

Vee A,y e B: f(z) <c< f(y).

2. 8i A est compact et B est fermé, alors il existe f € E' et ¢ < d € IR telle que

Vee Aiye B: f(z) <c<d< f(y).

Démonstration. 1) Premier cas : B = {xg}.

On peut supposer que 0 € A pour utiliser la fonctionnelle 114, comme fonctionnelle sous-additive
et positivement homogéne p du théoréme de Hahn Banach. Soit G = Rz et g(txg) = t.

On remarque que pa(zg) > 1 car A = Int(A) = {z : pa(z) < 1} par le théoréme |32| et xy & A.

donc pour t>0 g(tzg) =t < tpa(xg) = pa(trg) et pour t < 0 g(txg) < 0 < pa(tzy). Donc on
obtient la domination hypothése de Hahn-Banach :

Vz € G,g(z) < pa(z).

EN appliquant le théoréme, on obtient donc f linéaire étendant g et telle que (en réutilisant la
lipshitzianité obtenue dans la preuve du théoréme [32[ (5))

Vo € B, f(z) < palx) < M]Ja]].

Ceci implique en particulier f € E*, f(x) < 1 pour x € A et f(z) = 1 sur B. Ce qui donne la
séparation.

Second cas : B quelconque.

On pose C'= A — B qui est convexe, ouvert (comme union UyepA —y) et 0 ¢ C. Donc d’aprés le
premier cas il existe f € E' telle que f(z) <0 pour z=a—b € A — B soit f(a) < f(b) pour a € A,
b € B. En passant au sup on obtient :

Supzeaf(z) < Infyepf(y) = c.

De plus, comme A ouvert on obtient A C Int({z : f(x) <c¢})={z: f(z) < c}.

2)Vérifions qu'il existe € > 0 tel que A + B(0,¢) et B + B(0,¢€) soient disjoints (ce sont aussi
des convexes ouverts comme au 1). Sinon, on trouve z, € A+ B(0,1/n) N B + B(0,1/n) donc
Yo € A 2z, € B avec |lyn — zull,||2n — za]| < 1/n. En extrayant par compacité une sous-suite
Yn, — Y € A on obtient 2z, — y € B, une contradiction.

Donc on peut appliquer le cas 1) & A+ B(0,¢) et B+ B(0,¢) . On obtient f € E’ non-nulle telle
que :

Va € A,Vz € B(0,¢),Vbe B:  f(a)+ f(z) <a< f(b)+ f(2)

En prenant des sup sur la boule unité :
Vae AVbe B:  fla)+|[flle < a < f(b) —|[|f][e.

Comme ||f]| # 0, il suffit de prendre ¢ = o — || f||e/2 < d = a + || f]]€/2. O
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2.1 Applications

La proposition suivante sera importante pour ’étude des topologies faibles au prochain chapitre.
Il vient de application directe au cas A = {z}, B = {y} qui sont des compacts.

Proposition 35 (separation des points). E’ sépare les points de E : Pour x # y € E il existe f € E’
telle que £(z) # F(y).

Le deuxiéme cas particulier permet de séparer un point et un espace fermé F

Proposition 36. Si F C E un sous-espace vectoriel de Ue.v.n. E. Si x & F alors il existe f € E'
telle que f(z) =1 et F C Ker(f).
En particulier, F+ = 0 ssi F est dense dans E.

La proposition précédente a des conséquences intéressantes pour comprendre l'injectivité et la
surjectivité (ou plutot la densité de I'image) des applications linéaires en dimension infinie.

Proposition 37. Soient X,Y des ev.netT € L(X,Y).
1. Im(T) est dense dans'Y si et seulement si T" est injectif.
2. 8i X CY,HX1) =X est la fermeture normique de X dans Y.

Démonstration. Pour 1, T* est injectif si et seulement si Im(T)* = Ker(T*) = 0 (proposition [27] ssi
Im(T) est dense par la proposition précédente.
Pour 2, X C +(X1) donc comme le terme de droite est fermé, 'adhérence est inclus. Récipro-

quement, soit & X par la conséquence de Hahn-Banach ci-dessus, soit f € E' telle que f(z) = 1,
et f € X+, on déduit que z & L(X1). ]

On verra au chapitre suivant une version duale utilisant une topologie faible.

3 Fonctions semi-continues et convexes

Il est pratique de considérer des fonctions f : E —] — 00, +00] = IRU{+00}. Dans ce cas on parle
de domaine de f :

D(f)y={x€ E: f(z) < co}.

Les propriétés que 1'on considére dans cette section vont étre déterminées par ’ensemble des
valeurs au dessus du graphe de f, que 'on appelle épigraphe de f :

Epi(f) = {(z,A) € EXR: f(z) < A}.

Définition 17. Soit E un espace topologique f : E —| — 00, +00| est une fonction semi-continue
inférieurement (s.c.i) si Pensemble Epi(f) est fermé dans E x IR.

Si C' C FE un sous-ensemble convexe d'un R-e.v., f: C —| — 0o, +00] est dite convexe si Epi(f)
est convexe.

Une fonction est dite fonction semi-continue supérieurement (s.c.s) (resp. concave) si -f est
s.c.d (resp. convexe).

Proposition 38. Soit E un espace topologique.
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~

. [ est s.c.i si et seulement si pour tout A € IR, f~(] — oo, \]) est fermeé.

\S]

. [ est continue ssi elle est s.c.i. et s.c.s.

3. Si f est s.c.i alors pour toute suite x,, > x € E on a

f(z) < liminf f(z,).

n—o0

La réciproque est vrate st B e.v.n.
4. SiA>0et E evn., f,gs.cialors \f + g est s.c.i.
5. 8t fi,i € 1 sont s.c.i. alors 'enveloppe supérieure f(x) = sup;c; fi(x) est s.c.i

6. Si f est s.c.i et K compact de E alors [ atteint sa borne inférieure sur K.

Ce dernier résultat est peu pratique en dimension infinie car il y a peu de compacts. Les chapitres
remédierons a ce probléme.

Démonstration. (1) Si f s.c.i, Epi(f)N(E x {\}) ={(z,\),z € f~1(] — 00, A])} est fermé¢ comme sa
projection f~!(] — 0o, A]) sur la premiére coordonnée (une projection envoie un fermé sur un fermé).

Réciproquement, soit (z,,\,) € Epi(f),x, — x, A\, — X pour (x,\) € Epi(f) ((n, A\n)nes une
suite généralisée dans le cas ot F n’est pas un e.v.n., par exemple [ ’ensemble des voisinages de
(x, A) ordonnées par 'ordre inverse de l'inclusion. Par définition d’un point de ’adhérence, pour tout
voisinage n € [ il existe un point du voisinage dans Epi(f) et on le prend comme z,,). En remplacant
An par max(\,, A), on peut supposer A, > \. On a f(x,) < A, donc pour n grand f(x,) < A+ €
donc comme f71(] — 0o, X + €]) est fermé, on déduit f(z) < A + € pour tout € > 0 soit en passant a
I'inf sur € : (z,\) € Epi(f)

(2) f est continue ssi f~(Ja,b]) = f~'(Ja,00[) N f71(] — oob|) est ouvert pour tout a,b, ssi (
f7(Ja, 0| est ouvert pour tout a) et f~!(] — oo, b[) est ouvert pour tout b et chaque relation signifie
respectivement f est s.c.i. et f est s.c.s

(3) Par caractérisation séquentielle des fermés d’un e.v.n. f~!(] — oo, A]) ssi pour toute suite
xn, — x avec f(x,) < Xalors f(x) < A Si f(z) <liminf, . f(z,), en passant a la liminf, on obtient
f(z) <liminf, o f(z,) < A, ce qui montre la propriété de fermeture souhaitée pour appliquer (1).
Réciproquement, soit A > liminf,_,. f(z,) donc il existe une sous-suite telle que f(z,,) < A d’oit on
déduit par fermeture (n’utilisant PAS F métrique) f(z) < A et comme A est arbitraire, en prenant
Iinfémum sur A :

f(z) < liminf f(z,).

n—oo

(4) est facile avec (3).
(5) vient de la stabilité des fermés par intersection et de f~1(] — oo, A]) = Nierf; (] — o0, A]).
(6) Si t est la borne inférieure, les F,, = K N f~!(] — 0o, t + 1/n]) sont des fermés non-vides donc
{r e K: f(x) =c} =0, NFn # 0. (rappel : sinon K est couvert par les ouverts K — F, on a un
recouvrement fini et donc par décroissance un des F,, était vide.) ]

On utilise les conventions oo 4+ 0o = 0o et A.oo = 0o si A > 0.

Proposition 39. Soit E un e.v. et f: C —] — 00, 00].

1. f est convezxe si et seulement si pour tout A €]0,1[,z,y, € E,
SOz + (1 =Ny) <Af(z)+ (1= A)f(y)

2. 5t A>0, f,g convexes alors A\f + g est conveze.
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3. 8i fi,i € I sont convezes alors l'enveloppe supérieure f(x) = sup,c; fi(x) est conveze.
4. [ est convexe ssi g : E —] — 00, 00|, définie par g(x) = f(x) si x € C et g(x) = 400 sinon,
est conveze.

5. 8t f est strictement conveze (¢’est-a-dire la caractérisation de (1) avec < pour x # y), alors
f a au plus un minimum sur C.

Démonstration. Pour (1), Pénoncé est vide si f(x) ou f(y) = oo. Soit donc (x,t1), (y,t2) € Epi(f)
(comme on veut t; < oo cela utilise la réduction précédente). On remarque que (Ax + (1 — Ny, Aty +
(1 — Nty) € Epi(f) ssi fOAz 4 (1= Ny) < My + (1 — Mt

Si les epigraphes sont convexes, cette propriété est vérifiée et donc en prenant 'infemum sur ¢y, o
(qui donne f(x), f(y)) on a le résultat. Si f vérifie U'inégalité, on utilise f(z) < t1, f(y) < ty pour
conclure :

Oz + (1= Ny) < Af(@) + (1= A)f(y) < A+ (1= At

(2) est évident en utilisant (1).
(3) vient de la stabilité des convexes par intersection et de Epi(f) = NierEpi(f;).
(4) est évident car Epi(f) = Epi(g).
(5) si & # y sont deux minima, f((x +y)/2) < (f(z)+ f(y))/2 contredisant la minimalité. [

4 Propriétés différentielles des fonctions convexes.

4.1 Rappel sur la différentiabilité au sens de Gateaux et Fréchet

Définition 18. Soit F, F des e.v.n.,, U C E un ouvert, f : U — F est différentiable (au sens de
Fréchet) en x si il existe T' € L(E, F') notée df(x) telle que

1f(y) = f(x) = df () (y — 2)[| = oll[x = yl]), si 2=y

f est C' (ou continuement différentiable) sur U si f est differentiable en tout z € U et df : U —
L(E, F) est continue.

On rappelle quesig: U — V C F, f : V — Z sont différentiables, alors fog aussi et d(fog)(x) =
df(g(x)) o dg(x). De plus si Z = IR et f a un minimum local en z € V alors df (x) = 0.
Pour ce dernier résultat, on peut utiliser une notion plus faible de dérivée.

Définition 19. Soit F un e.v.n., U C E un ouvert, f : U —] — 00, 00| est dérivable en x au sens de
Gateaux si il existe T' € E' notée T' = fL(z) telle que

fla+th) — f(x)
t

Vh € E, lim =T(h).
N0

En générale, on appelle dérivée directionnelle (selon h en x) Dy f(x) € [—00, +00] la limite suivante

si elle existe : f(z +th) — f(z)
) T+ —Jz
Dynf(x) = 1{% t '

On obtient la condition nécessaire usuelle de minimum, améliorée pour le cas de la minimisation
sous contrainte.

Proposition 40. Si f : E — IR admet un minimum local en x € A sur A C E.
On suppose
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— soit [ est dérivable en x au sens de Gateaux et A convere,
— soit [ est dérwable en x au sens de Fréchet et A quelconque
alors — fl,(x) € Na(z).

Démonstration. Cas A quelconque. Soit z,, € A, t, > 0, t, — 0 avec (z, — x)/t, = u € Ta(x)

on a w > 0 et tend vers fi(z)(u) = df(z)(u) > 0 (par dérivabilité au sens de Fréchet

||f(z+t”t—z)_f(m) —df (z)(u)|] = o(1) ceci pour tout u € Ts(x) donc par définition — f(z) € Na(x).

Cas A convexe. On utilise la description de N4 dans ce cas :

Na(z)={g€ E' :VYue A, g(u—=x) <0}
flat(u—z)/n)—f(x)
En prenant la dérivée directionnelle f/(z)(u — x) > 0 comme ceci est pour tout u € A on trouve

—f&(x) € Ny(z).

soit u € A on a par convexité z + (u — z)/n € A et par le minimum

O

4.2 Caractérisations des fonctions convexes

Proposition 41. Si f : E —] — 00, 00] est convezxe, pour tout x € dom(f) et tout h € E', la dérivée
directionnelle D) f(x) existe in [—o0, 00| et vaut

t>0 t

Démonstration. 11 suffit de noter que g(t) = w

0 <t < s en une inégalité de convexité :

est croissante car g(t) < g(s) se réécrit pour

Fla+th) = f(C (o4 sh) + 21 = ) < o+ sh). + f(@)(1 - 2.

S

]

Le théoréme suivant résume les 3 caractérisations principales de la convexité en terme de diffé-
rentiabilité, par la position relative des plans tangents et du graphe, par la monotonie de la dérivée
premiére ou par la positivité de la dérivée seconde :

Théoréme 42. Soit E un e.v.n. et U un ouvert convexe, f : U — IR une fonction dérivable au sens
de Gateaux en tout point de U.

1. f est convexe ssi pour tout u,v € U :

f(u) = f(v) = fo(v)lu— ]

2. [ est convexe ssi pour tout u,v € U :

[/6(u) = fe()][u—v] 2 0

3. Si f est en plus C?, [ est convexe ssi d°f(x) est positive pour tout x € U au sens ou
d?f(z)(h,h) > 0 pour tout x € U,h € E.

25



Démonstration. (1) Si f convexe, I'inégalité vient de la proposition précédente en comparant 1'in-
femum a la valeur en ¢ = 1. Réciproquement on applique I'inégalité en z = tx + (1 — t)y € U par
convexité pour z,y € U d’ou :

(A)f(2) = f(z) = fo(2)le = 2, (B)f(y) = [(2) = fa(2)ly — 4],
et t(A) + (1 —t)(B) donne

tf(z)+ (1 =) f(y) = f(2) 2 fa(2)[t(x — 2) + (L =) (y — 2)] = fa(2)(0) = 0

ce qui donne l'inégalité de convexité.
(2) Si f convexe, on utilise de méme les inégalités de la proposition précédente :

fo@)(y —2) < fly) = flz), few)(z—y) < flx)— fy)

En sommant, on obtient l'inégalité. Réciproquement, on utilise ¢(t) = f(tx+(1—t)y) qui par Gateaux
dérivabilité est dérivalbe de dérivée ¢/(t) = fl(tx + (1 —t)y)(x —y) orsit < s

¢'(s) = ¢'(t) = [faly +s(x —y))(x —y) — foly +t(x —y)(z —y)

= ﬁ[fé(y +s(z—y)r—y) —fely+t@—y)ly+sz—y) -y +tz—y)) =0

Donc ¢’ est croissante et par un résultat & 1 variable ¢ est convexe.

(3)Si f est C?, on dérive en t la relation du (2) avec v = z, u = = + th une fois divisée par > et
on obtient d?f(z)(h,h) > 0. Réciproquement, en dérivant en ¢t g(t) = f&(v + t(u —v))(u — v) et en
appliquant le théoréme fondamental du calcul :

[fe(u) = f6(0)][u—v] = g(1) — g(0) = /O dtdf (v +t(u — v))(u —v,u =) =0

et on retrouve le critére du (2). O
Nous rappelons le résultat a 1 variable que nous avons utilisé :

Proposition 43. Si E = IR et [ est dérivable sur un ouvert conveze U C E (donc un intervalle

ouvert) alors f est conveze si et seulement si f' est croissante.
Démonstration. Supposons f convexe. Soit a < a + h < b < b+ h, montrons que w <

F(o+h)—f(b) .
h

suffit d’avoir pour a < b < ¢,

(ce qui montre en prenant h — 0 la croissance demandée). En découpant les intervalles, il

b)—f(a c)—f(b
f( l)}_(ch( ) < f( ():—l]:( )(*)

C’est une conséquence de b = j%ia + clc’:—g d’ou par l'inégalité de la remarque précédente carac-
térisant la convexité :

D) 1 (02 = fa) + (o) — fla)

c—a c—a c—a

f(b) <

d’oi (%).
Réciproquement si f’ croissante, montrons que f convexe, on veut voir f(Aa + (1 — A\)b) <

Af(a)+(1—=XN) f(b) pour a < b, A €]0, 1]. Par l'égalité des accroissements finis, la pente f(’\ag(_lx\_)?gﬁ)csf(a)

est atteinte par f’ en un point de Ja, Aa + (1 — A\)b[, et de méme f(b)_](cg?gfé)l_’\)b) est atteinte par f’

en un point de JAa + (1 — A)b, b[ donc par croissance de la dérivée :
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fa+ A =XNb) = fla) _ f(b) = fAa+ (1 = A)D)

<

(1=X)(b—a) Ab—a)
1 1 f(a) f(b)
= SR+ Q=N T ) ST T ab—a)
— fha+(1— )\)b)()\(ll_)\)) < (1f(_“)A) + f;b).
Ceci conclut. O

4.3 Sous-différentielle et critére de minimisation

La notion de sous-différentiel est congue pour permettre d’améliorer la condition de minimisation
de la proposition 40| quand la fonction n’est la dérivable au sens de Gateaux, notamment dans le cas
des fonctions convexes.

Définition 20. Une fonction F' : E —] — 00, 00] est dite sous différentiable en x € E il existe un
sous-gradient en x : ¢’est-a-dire un f € E’ telle que :

VyeE, F(y)—F(z)= fly—x)
L’ensemble des sous-gradient de F' en u est appelé sous-différentielle de F' et notée 0F (u).
OF (u) = 0. Si F n’est pas sous-différentiable en u. Par définition, 0 € OF(u) ssi F atteint un
minimum en u sur V. 0F(u) est toujours un convexe fermé.

Ezemple 16. Si g(z) = |z|, alors dg(0) = [—1, 1]. Calculer de méme 0g(0) pour g(z) = ||z||g.

Ezemple 17. Si C convexe et I la fonction indicatrice convexe (valant 0 sur C' et +o0 sur C°) alors
pour tout z € C dl¢(x) = Neo(z).

Le résultat suivant résume les propriétés importantes dans le cas convexe qui vont étre déduite
du théoréme de séparation de Hahn-Banach.
Théoréme 44. Soit F': E —] — 00, +00| une fonction conveze.

1. Six € Dom(F), alors
OF (x)={f € E' :VYh e E,D,F(x) > f(h)}.

2. Si F est finie et continue en x € E, alors OF (z) # 0.

3. Si F est dérivable au sens de Gdteauz en v € E elle est sous-différentiable et OF (x) = {F}(z)}.
Réciproquement si F' est finie, continue et ne posséde qu’un seul sous-gradient en x alors F
est dérivable au sens de Gateaur en x € E et OF (v) = {F{(z)}.

4. Si G est une autre fonction conveze et si x € Dom(F) N Dom(G) est un point de continuité
de F' alors

Yu € Dom(F) N Dom(G) O(F + G)(z) = 0F (z) + 0G(x).

5. Si F est continue et C est un conveze. Alors x € C est un mintmum de F sur C ssi 0 €

OF (z) + N¢(z).
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Ce dernier résultat est donc une condition nécessaire et suffisante du premier ordre pour un
minimum pour les fonctions convexes continues (la caractérisation dans le cas C? par la positivité de
la dérivée seconde explique pourquoi la convexité est un substitue de condition du second ordre).

Démonstration. (1) La proposition [{1]indique que Dy, F(z) < F(x+h)—F(z) doncsi f(h) < D, F(x)
pour tout A, par définition f € OF(x). Réciproquement si f € OF (z). F(x+th)— F(x) > tf(h) donc
en divisant par t et appliquant la méme proposition et passant a I'infemum on obtient I'inégalité
f(h) < DyF(z).

(2) Comme F' est convexe, Epi(F') est convexe dans F x IR, comme f est localement bornée en x
disons sur un ouvert O par ¢, Ox]c,00[C Epi(F') de sorte que Int(Epi(F)) est un convexe non vide
qui ne contient pas (x, F'(z)). Par la premiére forme géométrique de Hahn-Banach, on sépare donc

Int(Epi(F)) et {(x, F(x))} on obtient donc f € E’,t € IR telle que
V(y,r) € Int(Epi(F)), f(y) +tr < f(z) +tF(x).
Comme r > F(y) si on n’avait ¢ > 0, on aurait ¢(F(y) — F(z)) < f(z — y) une contradiction si
on prend y = z. Donc t < 0 et si ¢ = —f/t on obtient
V(y,r) € Int(Epi(F)),g(y —x) <r — F(x).

Or par le corollaire Epi(F) C Epi(F) = Int(Epi(F)), de sorte qu’en passant a la limite on
obtient

V(y,r) € Epi(F), g(y —x) < v — F().
en particulier pour r = F'(y) on obtient donc g € OF(x).

(3) Si F est dérivable au sens de Gateaux, le (1) implique que f € OF (x) vérifie f(h) < fi(x)(h),
f(=h) < fL(x)(—h) d’ou égalité et OF (x) est bien un singleton.

Réciproquement, on suppose OF () = {f}. La proposition [41| s’exprime en disant que la demi-
droite (z, F(x)) + A(h, Dy F(z)), A > 0 ne rencontre par Int(Epi(f)), qui est un convexe ouvert non
vide (par ’hypothése de continuité). Par la premiére forme géométrique du théoréme de séparation
de Hahn Banach, il existe g € E',t € R telle que :

V(y,r) € Int(Epi(f)), A>0, gly)+tr <c<g(x+ Ih)+t(F(z)+ A\D,F(x))

En particulier, en prenant A — 0, on voit ¢t < 0 (cas y = ) puis r — F(y),

gly —z)/|t] < =(F(z) — F(y))

pour tout z,y € F donc g € OF (z) donc g/|t| = f

En prenant dans l'inégalité, y = x r — F(x) ,A = 1 on déduit —g(h) < tDyF(z) soit f(h) >
Dy F(z). De plus la formule du (1) donne f(h) < Dy, f(x), donc pour tout h, f(h) = Dy f(z) et par
hypothése f € E’ est donc une dérivée de Gateaux.

(4) O(F + G)(z) D OF (z) + 0G(x) vient directement de la définition.

Soit f € O(F + G)(x). On cherche g € 0F (), h € 0G(x) telle que f = g+ h.

Par hypotheése

Vy € E,F(y) +G(y) =2 F(z) + G(z) + f(y — x)

On considére les convexes de E xR, A = Epi(H) avec H = F — f — F(z)+ f(z) et B ={(y,a) :
G(x) = G(y) > a}.

Par hypothése BN A = {(z,a)a = G(z) — G(y) = H(x)} et x est un point de continuité¢ de H
donc Int(A) est non-vide et est disjoint du graphe de H car (x, H(z) —€¢) — (x, H(x)) montrant
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que (x, H(x)) n’est pas intérieur & A. Donc B et Int(A) sont disjoints, donc¢ par la premiére forme
géométique de Hahn-Banach, on peut les séparer grace a k € E',t € IR :

V(y,r) € Int(Epi(H)),V¥(z,s) € B, k(y)+rt <c<k(z)+ st
Siy=zetr — H(y), s=G(zr) — G(y) on obtient ¢ ((G( x) — G(y) — H(y)) > 0 ce qui implique

t < 0. Mais sit =0, on obtlent la contradiction k(y) < k(y) donc t < 0.
Donc en posant —h = k/|t| et utilisant Epi(H) C Int(Epi(H)) comme H convexe :
Vy,z € B, —h(y) + F(z) + fly —x) = F(y) <c < =h(z) - G(z) + G(2)
et d’aprés le cas x = y = z on a ¢ = —h(z). Donc

VyeE, F(r)+(f—-h)(y—x)—F(y) <0

Vze E h(z—z) < —G(x) + G(2)

Donc h € 0G(x), g = f —h € OF () qui donne la décomposition cherchée.
(5) est facile a partir de (4) z minimum de F' sur C équivaut a  minimum de F' + I et on a
remarqué que cela équivaut a

0€0(F +Ic)(x) =0F(x)+ 0lc(x) = OF (x) + Neo(z).
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Chapitre 3

Topologies faibles

Ce chapitre va étudier les propriétés de topologies plus faibles (ayant moins d’ouverts, plus de
suites convergentes et donc plus de compacts) que la topologie de la norme.

Cette étude est motivée par le résultat suivant qui indique qu’il y a trés peu de compacts pour la
norme dans un e.v.n. de dimension infinie.

Théoréme 45. Soit E un e.v.n., alors K C E est compact (pour la topologie de la norme) si et
seulement si K est fermé et qu’il existe une suite ||x,|| — 0 avec K C Co(A) avec A = {x,,n €
IN} U{0}. De plus, (Th. de Riesz) si E est de dimension infinie, la boule unité de E n’est jamais
compacte (pour la topologie de la norme).

Idée de preuve. Par la proposition , comme A est compact (une suite convergente d’une suite
convergente est soit stationnaire soit une sous-suite) K est compact comme fermé d’un compact.
Réciproquement, on construit des parties fines avec R; C 2777 'B(0,1) et 2K C Ry + Ra/2 + ... +
R;/277'4+Bp(0,1)/47, R, existe par précompacité de K. 2/(2K—R1—Ry/2—...—R; /271 )NBr(0,1/27)
est un compact de Bp(0,1/27), on trouve donc R;,; dans cette boule telle que ce compact est
recouvert par R;i, + B(0,1/4.27). La récurrence se conclut facilement. On énumeére ensuite Les
¢léments de IR; en une suite qui tend donc vers 0 d’aprés la condition de norme. Tout élément de 2K
s'écrit @ = 22 r;/277! en divisant par 2 on obtient une combinaison convexe (infinie) (limite de
combinaison convexe fini oil le reste de la série est remplacée par 0). Si la boule unité de E est compact,
elle admet un 1/2-recouvrement qui engendre un sev Y de sorte que Bp(0,1) C Y + Bp(0,1)/2 et
par récurrence, Br(0,1) C Y 4+ Br(0,1)/2" et donc comme Y est complet donc fermé, Br(0,1) C Y
et donc £ C Y par homogénéité. O

Les topologies faibles o(E, ®) vont étre les topologies les plus faibles rendant continues une famille
® d’applications linéaires continues sur FE.

Définition 21. Soit F un e.v.n. et & C E’ un sous-espace vectoriel, la topologie o(FE,®) est la
topologie dont les ouverts sont les unions des ensembles N;e;V (fi, 2, €;) pour I fini, f; € &, z; €
E, € >0et

V(fi,zi6) :={z € E:|filr —x;))| <&}

Il est facile de voir que cette famille est bien stable par union quelconque et intersection finie et
forme donc une topologie.

Proposition 46. 0. Six € FE, et U ouvert pour o(E,®) x € U, il existe f1,..., fn € E';e >0 tel
que N,V (fi,x,e) C U.
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1. , = x pour o(E,®) ssiVf € ®, f(x,) — f(z)
2. g : X — E est continue pour la topologie de X et o(E,®) ssi pour tout f € ®,f o g est

continue. En particulier (xz,y) — z +y et (\,z) — Az sont continues de E* — FE, et de
IKx E — E si E munie de o(E, D).

3. o(E,®) est la topologie la plus faible rendant continue les f € ®.

Démonstration. (0) On prend x € N,V (fi,x;,¢;) C U on pose € = min}" ,(¢; — |fi(x — z;)|) > 0, car
x e M, V(fi,zi, €).

(1) z, — x ssi pour tout f € ®,e > 0 V(f,x,¢), il existe N tel que pour n > N x, € V(f,x,¢).
L’énoncé pour tout € dit f(z,) — f(x). Et donc x,, — x pour o(E, ®) ssi cela arrive pour tout f € .

(2) Si g est continue, les f o g le sont par compositions. Réciproquement, il suffit que pour tout
fe®e>0g 1 (V(f,xe)) soit ouvert (en prenant intersection finie et union, on obtient ¢g=*(U)
pour tout ouvert. Cela dit (f o g)~'(B(f(x),¢)) ouvert si f o g continue.

(3)Le fait que o(E, ®) est une topologie rendant les f € ® continues est évident. Réciproquement,
une topologie rendant les f continues contient pour ouvert f~'(B(f(z),€)) = V(f,x,¢€) et donc
contient tous les ouverts de o(E, ®) et est donc plus faible. ]

On est intéressé a deux cas particulier :

Définition 22. Soit £ un e.v.n, la topologie faible o(E, E’) est le cas particulier ® = E’ et on note
la convergence x, — .

La topologie faible-x (faible étoile ou préfaible) o(E’, E) sur E’ est le cas particulier ® = J(E) C
E” I'image canonique de F dans le bidual. On note la convergence z,, —* x.

On commence par montrer les 2 théorémes fondamentaux rendant utiles ces topologies.

1 Propriétés générales des topologies faibles

Proposition 47. 1. les topologies faibles o(E, E') et o(E', E) sont séparées (de Hausdorff). (en
particulier une suite convergente a une unique limite)

2. Si une suite x,, converge vers x pour o(E,E') ou o(E' E) alors xz, est bornée et ||z|| <
liminf ||z,||.

3. Si(lfa—fll=0etx,—x)ou(f, = f etl|lx,—z|| = 0) alors fn(x,) = f(x).

4. Si une application LINEAIRE T : E — F est continue, alors T est continue pour o(E, E') —
o(F,F").

I n’y a pas de résultat analogue a (4) pour la topologie faible-*. En fait une forme linéaire continue
sur E' pour o(F’, E) vient de E qui est en général plus petit que E”.

Démonstration. (1) Pour z1 # x5, on a deux convexes compacts {x;} on les séparent par Hahn-
Banach par f € E’ de sorte que z; € f1(] — oo,af, et 5 € f~(Ja, 00[), qui sont deux ouverts
disjoints de la topologies faibles.

Pour la topologie faible-x, si f; # fo il existe x € F avec fi(x) # fo(z) et donc disons fi(z) <
a < fa(x) ce qui rameéne a la situation précédente.

(2) La bornitude est une conséquence du théoréme de Banach-Steinhauss au chapitre 5 (corollaire
(3)). Dans le cas de la topologie faible le résultat sur la limite vient aussi de la semi-continuité
inférieure faible de ||.|| (qui vient du théoréme [51]). Sinon, on prend f avec ||f|| <1 avec

llz|]] < |f(z)] + e =lim|f(x,)] + € < ||f]| iminf ||z,|| + €
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la derniére relation en passant a la lim inf Uinégalité | f(z,)| < ||f]| ||zn||- Comme e — 0 est possible,
on a le résultat.
(3) cela se déduit facilement de (2) car, par exemple pour le premier

[fu(xn) = ()] < [ fu = fllsup|lzal| + | f(zn — 2)[ =0,

car la convergence faible implique la bornitude.
(4) SOit f € F', il suffit de vérifier foT est continue pour o(E, E’) mais c’est le cas puisque c’est
une application linéaire continue. ]

On laisse le lemme suivant en exercice :
Lemme 48. Si N C E' est un s.e.v de dimension finie alors (A N)* = N.
Proposition 49. Une application linéaire f : (F,0(E,®)) — IK est continue ssi f € Vect(P) = .

Démonstration. Si f est continue il existe un voisinage de 0 de la forme N;e;V (fi,0,¢€;) sur lequel
f est bornée par 1 donc (comme intersection est la boule unité pour la seminorme de la borne de
droite)
|fi(@)]
)| < max ———.
£(o)] < max S22

En particulier, si x € L({f1, ..., f}) on a f(z) = 0 donc

fe(FWVeet{fr,....fo)" = Vect(fi,...fn) C ®,

par le lemme précédent et comme P est un sous-espace vectoriel. O

Lemme 50. Si F C E,N C E', alors F* est fermé pour o(E',E) et (*N)* est l’adhérence faible-x
de N (donc pour o(E', E)).

En particulier, si T : E — F linéaire continue Ker(T") est toujours un fermé faible-* de F'. T
est injective ssi Im(T") est faible-*-dense dans E'.

Démonstration. La fermeture faible étoile est évidente donc le fait que 'adhérence faible-* de IV est
inclus dans (*N)*.

Si f n’est pas dans 'adhérence faible-* de N. Vérifions qu’il existe ¢ : N’ — IK faible-* continue
telle que A = NOEE - Ker(¢) et ¢(f) = 1 (On refait juste la preuve du théoréme de séparation
de Hahn-Banah pour la topologie faible-* & partir du théoréme de prolongement).

Comme A = N°FP) et fermé, il existe un voisinage U = M;c/V (J(x;),0, 1) de 0 pour la topologie
faible-* tel que f 4+ U ne rencontre pas A. Donc f € B=A—U = A+ U et B est un convexe ouvert
Comme dans la preuve du premier cas du théoréme de séparation de Hahn-Banach. La forme linéaire
g(tf) = t sur IRf est dominée par up (car B est faiblement ouvert donc ouvert et convexe donc
I'argument s’applique), on I’étend en une forme linéaire ¢ : N’ — K (donc telle que ¢(f) = 1) et
¢(z) < pp(x) donc pour tout b € A C B, comme A est un sev, A¢(b) < 1 donc ¢(b) = 0 et on a donc
A C Ker(¢).

Enfin U C B donc

ps(f) < no(f) = pp(f) < max|f(z;)].

En particulier ¢ est continue pour la topologie faible-* et par la proposition précédente ¢ =
J(x) € J(E) avec x € N donc f ¢ (*N)+ CQFD
m
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2 Convexes faiblement fermés

Le premier est encore une conséquence de Hahn-Banach :

Théoréme 51. Soit C' C E un convere d’un e.v.n. alors E est fermé pour la topologie de la norme
ssi il est fermé pour la topologie faible o(E, E').
En particulier, les fonctions convexes s.c.i. coincident pour la topologie de la norme et la topologie

faible o(E, E").

Démonstration. Un ensemble faiblement fermé est toujours normiquement fermé. Réciproquement,
si C' convexe normiquement fermé, on montre que C° est faiblement ouvert. On prend x € C° et on
sépare le compact x et C' par Hahn-Banach. Donc on a f € E' avec f(z) > a > f(c),c € C. Donc

siy € V(z, f,|a— f(x)]/2)

fy) = f@) = (fz—y) > flz) o= f(2)]/2 2 a+|a— f2)]/2

donc V(z, f,|a — f(x)|/2 C C° qui contient donc un voisinage faible de x et est donc ouvert. O
Théoréme 52 (de Mazur). Si z, — z, i eziste y, € Conv(x,,n € IN) telle que ||y, — z|| — 0.

Démonstration. Soit A = Conv(x,,n € IN). Comme z est dans 'adhérence faible de A, il suffit de
montrer que cette adhérence est inclus dans I'adhérence normique : A7) C A OrAcC Aet
on a, vu que A est convexe et fermé, donc par le théoréme précédent, faiblement fermé, donc par

caractérisation de ’adhérence, contient I’adhérence faible. O

3 Compacité faible-x des boules

Le second théoréme est la source principale de compacts en dimension infinie.

Théoréme 53 (Banach-Alaoglu). La boule unité fermée Bp = {f € E',||f|| < 1} est compacte
pour la topologie faible-x.

Démonstration. On pose B = By = {x € FE,||z|| < 1}. A la preuve du théoréme on a décrit
i: E'=L(E,IK) = Cy(Bg,IK) la restriction a la boule et I'image

i(E") ={u e Cy(B,K) :V\, n € K|\ + |p| < 1,Va,y € B,u(Azx + py) = du(z) + pu(y)}.

On en déduit que i(Bg/) = {u € Cp(B,IK) : |Ju]| < 1,V\, u € K|A|+|p| < 1,Ve,y € Byu(Ax+py) =
Au(z) + pu(y)}-

On a donc i : By — i(Bg) C {z € K : |2] < 1}B. Or, par le théoréme de Tychonov, un
produit d’espace compact est compact donc c¢’est un espace compact. Montrons que si By est muni
de la topologie faible-x, on obtient un homeomorphisme sur son image. La topologie produit est la
topologie la plus faible rendant les évaluations continues donc ¢ est continue car la composée de ¢ avec
ces évaluations est continue. i est injective. Enfin, i~ : i(Bg/) — E’ est continue car en composant
avec les évaluations en = € E, on peut écrire i~ !(y)[z] = ||z|]:*(y)[z] avec z € Bg, ce qui donne
donc la continuité pour la topologie produit car les évaluations sur Bg sont par définition continues.
Or par la formule comme u — u(Azx + py) — Au(x) + pu(y) intervenant dans la description de i(Bg)
sont continues, on déduit que i(Bg) C [—1,1]” est un sous-ensemble fermé d’un compact, donc
compact. ]
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4 Applications & un probléme de minimisation

Le résultat suivant va exploiter simultanément les propriétés de la topologie faible o(E’, E") et
de la topologie faible-x o(E’, E) quand elles coincident sur E’ ¢’est & dire quand J(F) = E”. On dit
alors que E est réflexif. Ces espaces vont étre étudiés en détail dans les chapitres suivants.

Théoréme 54. Soient & un espace de Banach réflexif et C C E un convexe fermé non-vide et
f: C =] —00,00| une fonction conveze, s.c.i. avec f # +oo telle que
lim  f(z) =400
zeC,||z||—o0 ( )

(Il v’y a donc pas de condition supplémentaire si C' est borné). Alors [ atteint son minimum : I
existe c € C' tel que

f(x) = inf f(c).

ceC

A ce stade, le résultat est un résultat d’existence abstrait ne donnant pas de construction pour
¢, apres une étude plus systématique des espaces réflexifs au chapitre 5, on pourra le préciser.

Démonstration. Il existe a € C avec A = f(a) < oo donc A = {z € C, f(a) < A} est convexe non-vide
et fermé. (car f convexe s.c.i.). Il est donc aussi faiblement fermé pour o(E, E’), donc par réflexivité
pour o(E" E') = o(E, E'). Il est borné par ’hypothése supplémentaire de limite a U'infini. Il est donc
compact pour la topologie faible-* o(E”, E’) par Banach -Alaoglu, donc compact pour o(E, E’). Or
epi(f) est convexe fermé donc faiblement fermé, donc f est faiblement s.c.i sur un compact, elle
atteint donc sa borne inférieure. O]

5 Compléments

5.1 Lemme de Goldstine

Lemme 55. (de Goldstine) Soit E un espace de Banach et J : E — E" l'injection canonique. Alors
J(Bg(0,1)) est préfaiblement dense dans la boule Bg»(0,1) (pour la topologie o(E", E")).

Démonstration. Soit V voisinage de x € Bgn(0,1) on doit montrer que J(Bg(0,1)) NV # 0. Ce
pour quoi on peut supposer V' dans la base d’ouvert V = {y € E”|(y — x)(fi)| < €,=1,...,n} pour
fi, -, fn € E. On cherche donc X € Bg(0,1) tel que

|fi(X) —z(fi)| <e

Ceci revient donc & voir ( si pour tout € on veut trouver X) que z = (z(f1), ..., z(fn)) € (f1,.--fn)(Bg(0,1)).

Par Pabsurde, sinon, on peut séparer z € IR" convexe compacte et (f1,...fn)(Bg(0,1)) convexe
fermé (disjoint par ’hypothése que I’on veut contredire). Donc, par séparation de Hahn-Banach, il
existe (A1, ..., A\,) € R" et ¢ € IR avec :

Z)\ifi(y) <c< Zkﬂ(fi),y € Bg(0,1)
i=1

i=1

En passant au sup on obtient :

I Aifiller <e <> Xa(fi)
=1 i=1
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ce qui contredit I'inégalité élémentaire : (A, ..., \,) € IR" on a

D Aa(fi)] = =D Af) > O Aifi
i=1 i=1 i=1

< [[]] <

> Aifi
i=1

5.2 Théoréme de Krein-Smulian [Admis]

Comme la topologie préfaible n’est pas forcément métrisable (cf chapitre 5 séparabilité pour voir
quand elle I’est), on ne peut pas raisonner avec des suites pour établir des propriétés de continuités,
fermeture etc. La grande différence entre suites et suites généralisées est que ces derniéres peuvent
étre (préfaiblement) convergentes sans étre bornées. On a alors besoin d’un résultat ramenant a des
bornés pour avoir des suites généralisées bornées, avec lesquelles on peut raisonner (presque) comme
avec les suites. Le théoréme suivant admis (cf le livre 'Functional Analysis" de Conway Th 12.1 p
159) est alors tres utile :

Théoréme 56 (de Krein-Smulian). Soit E un espace de Banach et A C E' un conveze. Si
An{x e F||z|]| <n}

est préfaiblement fermé pour tout n € IN alors A est préfaiblement fermé (i.e. fermé pour o(E', F)).
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Chapitre 4

Espaces de Hilbert

1 Geénéralités
Soit H un espace vectoriel sur IK = IR ou

Définition 23. Un produit scalaire sur E est une application
(,):HxH—=IK

telle que :
1. pour tout y € H, (y,.) : H — IK est linéaire
2. -SiIK =R Vx,y € H,(z,y) = (y,z) (symétrie)
-SiIK=C Vz,y € H, (z,y) = (y,z) (symétrie hermitienne)
3. pourw € H , (z,z) € R*
4. pour z € H , (z,x) = 0 si et seulement si z = 0.

Un espace H avec un tel produit scalaire est un espace préhilbertien réel (si IK = IR) et complexe (si
K=0C).

On remarque que dans le cas complexe, (., y) est antilinéaire, ¢’est-a-dire avec A le conjugé com-
plexe,

Vr,y,z € HAEC, (A\x+2z,y) = Mz,y) + (z,9).

Ezemple 18. Sur H = (*(I,C) on a le produit scalaire (hermitien canonique) :

iel
Dans le cas réel, la méme formule sans conjugaison complexe fonctionne.

Ezemple 19. Sur H = L*(Q, 1) avec (€, 1) un espace mesuré o-fini, on a le produit scalaire (her-
mitien canonique) :

(f.g) = / F@(e)du(z).

Ezemple 20. Sur H = C°([a,b],C) on a le produit scalaire :
b—
(r.9) = | T@g(apto)
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Proposition 57. Si H est muni d’un produit scalaire on a l'inégalité de Cauchy-Schwarz :

[z, 9)]” < (@, 2)(y,y)

avec égalité si et seulement si x,y sont liés. De plus ||x|| = \/(z,x) est une norme sur H vérifiant
[tdentité du parallélogramme :

2
r—y

2

=

1 2 2
. = Sl + llyl®)

Démonstration. On a
(x4 ty, x + ty) = [|=|* + *||y||* + 2t Re((z,y)) > 0

c’est un polynome de degré 2 qui est toujours positif ou nul, donc son discriminant A = 4 Re((x, y))2—

4||z|?||y||* < 0. En remplagant y par uy avec u = ‘éi%' si (z,y) # 0 on obtient

Re((z, y)u) = [(z,y)] < [|=]]*(uy, uy) = [lz|*|lyl[*au = []2|[ly]]*

Le méme calcul donne pour u de module 1 la norme de

2
Hlyllz = ullzlly [IF = 2llyl*ll2l]* = 2ll|lllyl| Re({z, uy))

qui vaut 0 si on choisit u tel que (x,y)u = |(z,y)| et que 1'on est dans le cas d’égalité de C-S, ce qui
donne la relation de dépendance linéaire cherchée ||y||x — u||z||y = 0. (La réciproque 'égalité en cas
de dépendance linéaire est évidente).

Le cas d’égalité correspond au cas ou le discriminant est nul donc, pour vérifier que 'on a une
norme, la séparation vient du dernier axiome, 'homogénéité vient de

My, Ay = Ay, y) = My, y)
et 'inégalité triangulaire de :
(@ +y,2+y) = lall* + llyl* + 2Re(z, y) < [le|* + lylI* + 2/2l|llyll = (ll=[] + [lyID*.
Enfin, on a aussi la relation :
(@ =y, 2 —y) = |lzll* + lyll* — 2Re(z,y)

soit en faisant la somme (avec I’égalité débutant le calcul pour l'inégalité triangulaire), on obtient
I'identité du parallélogramme. O]

Remarque 4. L’identité du parallélogramme implique que || 3;2ﬂ||2 > L(||=]]* + ||y|[?) avec égalité si et
seulement si z = y ce qui donne un résultat de convexité (stricte). (On a vu en TD que par continuité
la convexité & mi point implique la convexité).

Une autre identité importante s’établit en prenant la différence des égalités donnant la preuve de
Iidentité du parallélogramme ci-dessus, c’est 'identité de polarisation :

z+yl? —|[lz -yl
Re(z, ) — |z + | " ||z — vl
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On retrouve aussi . -
%<x,y> = Re<l’,iy> _ ||$ +zy|| ; ||(E — zy||

d’ou la formule de polarisation complexe :

1z +ylI* = lle = y[I* + ill= + iy[|* — il|z — iy[]”
4

(z,y) =

ou encore en bref
3

1 . :
(z,y) = ZZ@’“HIH’“?AF (4.1)

i=0
Définition 24. Un espace pré-hilbertien complet est appelé espace de Hilbert.
Ezemple 21. (*(I) et L?(Q, u) sont des espaces de Hilbert (cf. chapitre 1 pour la complétude), mais

pas C°([a,b],C) dont la complétion est I'espace de Hilbert L?([a, b], Leb). La complétion d’un espace
préhilbertien en tant qu’e.v.n. est toujours un espace de Hilbert.

2 Projection sur un convexe fermé

On va généraliser l'existence de projection orthogonale sur une sous-espace d’un espace euclidien
d’abord au cas des convexes et en dimension infinie.

Théoréme 58. Soit H un espace de Hilbert et C C H un conveze fermé non-vide. Pour tout f € H
il eziste un unique u = Po(f) tel que

1f = ull = inf |1 = o]
De plus c’est l'unique vecteur u € C' tel que
VoeC, Re((f—u,v—u)) <0
Enfin, Po est une application 1-lipschitzienne appelée projection sur C.

Démonstration. Pour montrer ’existence, si on savait que H est réflexif, on pourrait utiliser le théo-
réme [54] mais comme on ne le sait pas encore et qu’on va le déduire de notre théoréme de projection,
on fait une preuve directe, utilisant I'identité du parallélogramme.

Soit v, € C tel que ||f —v,|| = d = inf,ec||f — v||

En appliquant l'identité a a = f — v,,,b = f — v,,, on trouve :

2 2

Up + Um
2

Un — Um

_1 2 2 2
= (1S =l 1 = el?) = 2

I~

. 2
Or par convexité »25t= ¢ C' donc ||f - ””*%H > d? donc
2
Up — Um

1
o< (U = vl P+ [ = vl P) = & 0.

On déduit donc que v, est de Cauchy, donc converge vers u et par continuité de la norme d =

1S = wll.
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Comme g : v — ||f — v||3 est convexe (remarque sur l'identité du parallélogramme), d’aprés
le théoréme elle atteint son minimum en w si et seulement si 0 € dg(u) + Ne(u). Or dg(u) =
{—2Re((f —u,.))} donc la condition est vérifié¢ ssi Re({f —u,.)) € No(u) ce qui est juste la condition
équivalente. (on peut aussi le vérifier directement en différentiant dans ce cas simple).

Pour voir I'unicité, si uy, us € C, on peut utiliser la convexité stricte sous la forme de 'identité
du parallélogramme, on a

2 2

Uy + Us

2

Uy — U2

2

soit comme Hf — %W > d? on déduit H%W < 0 donc uy = us.
Par 'unicité, Po est bien définie et il ne reste qu’a voir la lipschitizianité. En appliquant la
propriété caractéristique pour fi, fo :

Re((f1 — Pc(f1), Po(f2) — Pe(f1))
Re((f2 — Pc(f2), Pe(fi) — Po(f2)))

IN

Y

0
0

IN

Y

soit en aditionnant :

Re((f1 — f2 + Pc(f2) — Po(f1), Pe(f2) — Po(f1))) <0

soit en utilisant Cauchy-Schwarz :

|Pe(f2) = Po(f)II” < Re((fi — fa, Pe(f2) — Po(f1)) < Ifi = fall [[Pe(f2) = Po(f)ll.
O

Théoréme 59. Soit H un espace de Hilbert et K C H un sous espace vectoriel fermé. Pour tout
f € H il existe un unique uw = P (f) tel que

1 —ull2 = inf |1f ~ gllo
De plus c’est 'unique vecteur u € K tel que

Voe K, (v,f—u)=0
Enfin, Pk est une application linéaire bornée appelée projection orthogonale sur K.

Démonstration. 1l reste a voir la nouvelle caractérisation équivalente car celle-ci étant une relation
linéaire, elle impose la linéarité de Px (APk(f) + Px(g) vérifie la relation pour A\f + g et doit
donc étre par unicité Pg(Af + g)). La nouvelle caractérisation est plus forte. Réciproquement, si
Re((f—u,v—u)) < 0, en prenant v = 2u et v = 0, on trouve Re({f —u, u)) = 0 donc Re((f—u,v)) <0
pour tout v dans K donc aussi pour —v par linéarité d’ou I'égalité a 0. O

Ezemple 22. Si H = L*(Q, 1, IR)
C={f>0pp}.

Alors Po(f) = flis>0}- (exo) Trouver aussi de méme la projection sur 'ensemble de f : @ — [0, 1].
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3 Dualité : le théoréme de représentation de Riesz

On en déduit maintenant le calcul du dual de H (voir sous-section 1.2 pour des rappels).

Théoréme 60. Soit ¢ une forme linéaire continue sur un espace de Hilbert H alors il existe un
unique [ € H tel que
Vo € H,¢(v) = (f,v).

De plus, on a l’expression duale pour la norme :

Lf1] = sup [{f,v)].

llvll<1

Remarque 5. Dans le cas complexe, f — (f,.) est une isométrie antilinéaire identifiant H et H' (et

donc identifiant linéairement H” au conjugué H ayant la méme structure normique et de groupe mais

AT = \v si v+ T est la bijection /identité de H — H notée = pour le caractére suggestif de la relation
a la conjugaison complexe). Dans la cas complexe on a donc H' ~ H et dans le cas réel H' ~ H.

PREUVE : Soit K = ¢~1(0) le noyau de ¢. Si K = H alors f = 0 convient. On suppose donc K # H.

Soit donc gy & K et g = % un vecteur de norme 1 et orthogonal & K. Comme ¢ est une
forme linéaire, on s’attend & ce que K et g engendrent L2, sorte de généralisation du théoréme du

rang (on va voir cela plus loin en utilisant ’orthogonalité). En effet, soit v € H, w = v — %g vérifie

o(w) :(b(v)—%qﬁ(g) =0doncw e K = Ker¢ et v=Ag+w avec \ = %.

On montre donc que f = ¢(g)g convient en montrant 'égalité sur v quelconque précédent :

(f.,v) = 6(9){g,v) = d(9){g. Ag + w) = d(9)A||gl[3 = d(g)A = ¢(v).

L’égalité des normes vient de Cauchy Schwarz qui implique que > avec égalité en prenant v = f/|| f||
si f#0. ]

Remarque 6. 11 n’est parfois pas judicieux d’identifier un espace de Hilbert a son dual, notamment
quand plusieurs espaces de Hilbert sont considérés et que les identifications sont incompatibles a des
relations de sous-espaces. Soit H = (*(IN) et K = {u € H,)  Nn"*|Jun|* < oo} Si on considére
Pensemble des suites telles que L = {(uy) >, (N =z |tn|* < 00}. Il est facile de voir que K € H C L
et que La transposé de l'inclusion K C H s’identifie &4 H ~ H' C K’ ~ L. 1l vaut alors mieux
identifier K’ & L (et pas K) en ayant une identification compatible avec les inclusions avec H.

3.1 Adjoint

On note B(H) = L(H, H) 'ensemble des applications linéaires continues sur H. On parle aussi
d’opérateur borné. La définition suivante de ’adjoint T™, est une variante de la transposé pour les
espaces de Hilbert :

Proposition 61. Soit T' € B(H), il existe T* € B(H) unique telle que pour tout v,y € H
(2, T(y)) = (T"(2), y)-

De plus on a ||T*|| = ||T|| égalité des normes d’opérateurs et T+(u) = T'(u) si on identifie
u € H ~ H' avec (u,.) comme dans le théoreme de Riesz.
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Démonstration. Comme les identifications sont des isométries, la relations T%(u) = T*(u) définit
uniquement 7* ce qui donne ||T*|| = ||T|| = ||T"||. Par définition (T*(x),.) est 'image de T*(u), la
définition de T dit donc que I'équation de définition s’écrit

(T"(x), ) =T"({u, ) = (u, ) o T' = (u,T(.)).
ce qui est la propriété caractéristique cherchée.

Alternativement, on peut reprendre directement la preuve de la définition de T*. (x,T(.)) est par
composition une forme linéaire continue donc par le théoréme de Riesz, il existe un unique 7*(z) € H

tel que

(T"(x),.) = (=, T(.)).
Par unicité on voit que T* est linéaire (AT*(x) + T*(z) vérifie la caractérisation de T*(Ax + z)). Pour
la norme on utilise la caractérisation duale :

Tl = sup [IT*(z)[| = ~ sup  [(T"(x),y)| == sup [{y,T(x))] = [[T]].
o<1 [EESHITES! [EESNMES!

[]

Définition 25. Un opérateur T est dit auto-adjoint si T = T* (et parfois symétrique si K = IR et
hermitien si IK = €). u est unitaire si vu* = u*u = I.
Un opérateur auto-adjoint est dit positif si pour tout x € H

(Tx,z) > 0.

Remarque 7. Cela n’a rien & voir si H = L?(Q) avec le terme positif employé pour dire f > 0 =
T(f) > 0. Par contre si T'= my avec f € L>(Q2) Papplication de multiplication par f : ms(x) = fz.
Alors (my)* = my et, my est positif si et seulement si [ f|h|> > 0 pour tout h € L* ce qui équivaut
af>0p.s.

En général, T*T est toujours positif et c’est I'un des buts de la théorie spectrale de définir une
racine carré pour montrer que tout opérateur positif est de cette forme.

Proposition 62. On a I* = [ el T — T* eslt une isomélrie antilinéaire telle que (TS)* =
S*T* (T*)* = T. De plus ||T*T|| = ||TT*|| = ||T||? et si H # {0} pour tout T = T* auto-adjoint, on
a
IT|| = sup [{Tz,z)|.
lll[<1

Démonstration. Les premiéres relations sont évidentes par 'unicité de la caractérisation de T, il suffit
de vérifier que la formule donne la caractérisation souhaitée. En général par sous-multiplicativité de
la norme d’opérateur, on obtient ||T*T|| < ||T*||||T|| = ||T||*. Réciproquement par Cauchy-Schwarz,
|Tz||? = (x,T*Tx) < ||T*T||||z||*> en en prenant le sup sur ||z|| < 1 on trouve ||T|* < ||T*T|
d’ou I'égalité. Si T est hermitien, en utlisant I'identité de polarisation pour I'application bilinéaire
symétrique Re(T.,.) pour t € IR, on a :

(T +ty), o +ty) — (T(x—ty), o —ty) _ lle+tylls+I[le—tylls _[lell® + [yl
2 - 2 B 2
la derniére égalité venant de I'identité du parallélogramme. La condition de positivité d’un poly-
nome de degré 2 donne

Re(T'z, ty) =

| Re(Tz, )| < d||2[[[[yll

Donc en penant le sup sur z,y dans la boule unité ||T|| < d. I'autre inégalité est évidente par
Cauchy-Schwarz. O
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3.2 Orthogonalité

En utilisant le théoréme de Riesz, on peut définir un orthogonal interne & H (coincidant avec le
préorthogonal) et déduire les relations correspondantes que nous avons vues dans le cas espace de
Banach :

Définition 26. Si ' C H est un sous-espace, alors 'orthogonal de K est
Ft={z e HVy€eF (z,y) =0}
On dit que x est orthogonal & F'si z € F'*.

Proposition 63. Si F est un sous-espace de H alors F+ =T, et on a la somme directe orthogonale
H=FaF*

et alors pr et ppr = 1 — pi sont les projections associées a cette décomposition.
SiT € B(H), alors
Ker(T) = Im(T*)*.

Démonstration. La seule relation nouvelle est la somme directe orthogonale : si x € F++ N F* alors
(x,z) = 0 donc z = 0 et si y € H la relation caractéristique de la projection othogonale dit que
y — px(y) est orthogonal a F donc dans F* et comme y — (y — p(y)) = px(y) est orthogonal & F*
ce doit étre pp.(y) par caractérisation de la projection. Cela donne la relation entre les projecteurs
et

y = ppL(y) +pr(y)

ce qui montre que H est une somme directe. ]

4 Bases Hilbertiennes

Définition 27. Soit H un espace préhilbertien. Une famille (z;);c; est dite orthogonale si pour tout
1 7é j7 <J]i7l’j> =0.

Si de plus ||z;|| = 1, elle est dite orthonormale.

Une base hilbertienne (ou base orthonormale) de H est une famille orthonormale (e;);es telle que
Vect(e;,i € I) est dense dans H.

Ezxzemple 23. e; la suite dont la seule coordonnée non-nulle est la i-éme égale & 1 donne une base
hilbertienne de ¢*(T).

Ezemple 24. e,(z) = exp(inz),n € 7Z définit une base hilbertienne de l'espace pré-hilbertien
CY (IR, C) ensemble des fonctions continues 27 périodiques, muni du produit scalaire :

(o) =5 | Tdatoyae

C’est la base des décompositions en série de Fourier. Le but est de décomposer de facon similaire
tout vecteur de H comme somme d’une série en fonction d’'une base.

Théoréme 64. Soit H un espace préhilbertien.
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1. Une famille orthonormale (z;);cr est libre et vérifie 'inégalité de Bessel, pour tout x € H :
D @) <l
iel
2. De plus une famille orthonormale (e;);cr est une base hilbertienne si et seulement si on a
[’égalité de Bessel-Parseval :
> e @) = ||=|?
iel
De plus, dans ce cas, pour tout v € H, la série suivante converge (dans H mais pas absolument)
x = Zei<ei,x).
iel

3. Si H est un espace de Hilbert, toute famille orthonormale peut étre complétée en une base
hilbertienne de H et J : x v+ ({x,¢e;))ier établit alors une isométrie surjective J : H ~ (*(I).

Remarque 8. De la formule pour x, on tire par continuité la formule pour le produit scalaire (qui est
série absolument convergente par Cauchy-Schwarz) :

<yv l‘> = Z<y7 €i><€i7 CE)

iel
Démonstration. (1) Si Y Niz; = 0, on calcule \; = (3 \jx;, x;) = 0 donc z; est bien libre. Si F' est
une partie finie de I, et V = Vi = Vect(e;,i € F),

<€j,l‘ — Z €i<€i, IE>> =0

S

donc x — Y, pe;(e;, x) € V+ donc par caractérisation de la projection orthogonale
py(z) = Zei(ei,@.
i€l

Donc par la propriété de contraction et I'ortogonalité

lpr @) = (D edei,a), Y esles a)) =D e, o) < |lalf?

i€F JEF i€F

la famille est donc sommable et on a I'inégalité de Bessel pour la somme et on trouve en particulier

(<J], 61'))1‘6[ S £2(1)
(2) Si (e;)ies est une base soit x,, € Vect(e;,i € I) convergeant vers .
De plus, pour n assez grand |||z]|? — [|z.|[?| < €/2 et pour tout J,

l1pv, @)1 = [lpv, @a)IPL < Hlpv, (e = 2)[[(l2all + [12]]) < [(@n = 2)[(lall + [l2]]) < €/2

d’oil en prenant J tel que py,(x,) = z, on obtient

> Hej o) — [l

i€

<e
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et donc la somme de la série est ||z|| d’on I'égalité de Parseval.
Réciproquement, Si on a égalité, on trouve J,, tel que

> e ) = llpv,, (@)IIP — ||l

JE€JIn

et ceci implique par le théoréme de Pythagore :

1pv,,, () = 2llz = [|=]5 = [y, (@)[[5 = 0

donc tout élément de H est limite d’éléments de Vect(e;, i € I) d’ou la propriété de base hilbertienne.
De plus un calcul donne la formule pour x :

le =S elen )l = 3 [en a)f? — 0.

icF iZF

(3) Considérons 1’ensemble des familles orthogonales contenant une famille orthogonale donnée,
et ordonné par inclusion. C’est un ensemble non-vide. Si on a une famille totalement ordonnée de
familles orthonormales, I’'union est un majorant, donc I’ensemble ordonné est inductif, il admet donc
par le lemme de Zorn un élément maximal (e;);c;. Si ce n’était pas une base (complétant la famille
orthonormale de départ), on aurait un z avec

D e < izl
i€l

Comme H est complet lasomme y = 3. e;(e;, ¥) converge car si (I,,) croissante telle que Y., [{e;, z)|* —
> ier e, o) la suite y, = 37, ., ei(es, z) est de Cauchy car pour ¢ > p

lyp = vall3 =D ew ) <D Ies )P = 0.

icly—1Ip iZI,

On déduit que y — = est orthogonal & tout e; car tout i tel que (e;, x) # 0 est dans un I, et que
(yn — x,€;) = 0 pour n assez grand pour un tel 7. Donc par orthogonalité

ly =[5 = ll2]* = ) |z, 2:)* > 0

el

donc ajouter (y — x) /||y — z|| & la famille orthonormale contredit la maximalité et conclut.

Une fois Pexistence d’une base, l'isométrie est évidente par le (2), et si on a une suite (\;);es
dans (2(I), on voit que > \e; converge par complétude comme ci-dessus et on obtient ainsi la
surjectivité. ]

5 Introduction & la théorie spectrale
Le but de ce chapitre est de généraliser la notion de valeur propre au espaces de Hilbert de
dimension infinie. La différence majeure par rapport a la dimension finie est que la bijectivité et

I'injectivité d’un opérateur ne sont plus équivalentes.
T € B(H) est dit inversible si il existe T~ € B(H) telle que T7'T =TT = Id
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Définition 28. Soit T' € B(H). A € C est une valeur propre de T si Ker(T — \) # {0}. C’est
une valeur spectrale si T'— A n’est pas inversible. On note o(7") 'ensemble des valeurs spectrales
et 0,(T) C o(T') 'ensemble des valeurs propres.

Le résolvant de T est 'ensemble :

p(T)=C—o(T)={AeC: (T —A\)"' € B(H)}

Théoréme 65. Soit H un espace de Hilbert compleze et T € B(H) alors o(T) est un compact
non-vide tel que o(T*) = o(T) .
De plus, on a existence de la limite (appelée formule de Beurling du rayon spectral) :

(1) = Jim |[77][" = sup{||. A € o(T)}

et ||T||> = r(T*T). Si T =T*, alors r(T) = ||T|.
Si le spectre est non-vide, 'ensemble des valeurs propres peut-étre vide (cf TD.)

Démonstration. (1) On commence par voir que p(7T") est ouvert en utilisant la série de Neumann.
si A € p(T), on écrit

T—pul =T MN+\N=p)I=(T—=XDI+\—p)(T-X)1)

Le deuxiéme terme est inversible si [(A — pu)(T — M) 7Y = A= pl|[(T = AXD)7H| <1, u=—(A—
W) (T — AI)71, la série D7 u™ est absolument convergente et la série géométrique donne I — u" =
(So7—ouF) (I —u) — 1 (et une équation similaire aprés commutation) d’ott 3.2 u” = (1 —u)~'. On
déduit donc que T' — pul est inversible d’inverse :

(T =)™ =T+ A= p)(T =) T =A™
Donc p(T') est bien ouvert et donc o(7') est fermé. De plus

(T =)™ = (T =AD"+ (T =AD" 0= ) (T = AD 7 < 3 lull* = of]A — )

donc z € p(a) — (T — zI71) est différentiable au sens complexe.
(2) On a [[T™ ™| < ||T™||||T™|| Soit ng fixé, en faisant la division euclidienne de n = p(n)ng+q(n)
et ||7] < [[7"0][P™|| T[4 done

limsup [|77||Y™ < lim ||T70|[P()/7||T|[2)/m = | 7m0 || /o,
n—o0

n—oo

Donc en passant a I'infémum

inf ||7"||*™ < liminf ||77]|Y™ < limsup ||T"||Y™ < inf ||T7||Y"
nelN” n—reo n—oo nelN”

d’ou I'existence de la limite.

(3) Voyons que si A € o(T) alors |A\| < r(T") ce qui montre que o(7") est compacte (car fermé
borné). Par contraposé, soit A avec |A| > r > r(T) et donc pour n grand r™ > ||T"|| donc la somme
S o2 G AT est absolument convergente et donne Uinverse (A — T')~! par un calcul simple avec
les séries géométriques comme précédemment.
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(4)Montrons par I'absurde que o(a) # 0. Sinon, voyons que z € € — (T — zI~') est bornée. En
effet, pour |z| > 2||7'|| comme ci dessus, la série donne la borne

1T =) < ST < 2/ < 1|7

n=0

Et par continuité ||(T — 2I)~!|| est bornée sur le compact Br(0,2||T||), d’ou la bornitude sur €. Or
pour f € (B(H))' on déduit par composition que f((T — 2I71)) est différentiable au sens complexe
donc analytique sur € et bornée, donc par le théoréme de Liouville (c¢f Analyse complexe Rudin Th
10.23) elle est constante donc f((T — 1I)7') = f(T~!') donc par Hahn-Banach,(T' — 1I)~! = T~!
donc T' =T — 1 une contradiction.

(5) II reste & montrer les formules pour le rayon spectral. On a déja va /(T := sup{|A|, A €
o(T)} < r(T). Sur le disque B(0,1/r'(T")) la fonction 1 — zT" est inversible et pour f € (B(H))'

on a z+ f((1—2T)"") analytique par le calcul du (3) et composition avec une fonction linéaire
continue. Si |z| < 1/||a|] on a la série f((1 —2T)" ) =Y 07 2" f(T™) donnant le développement de
Taylor qui s’étend pour |z| < 1/7(T) (la fonction de gauche étend analytique donc continue donc
bornée sur un disque fermé de rayon r < 1/r'(T'), on déduit des estimations de Cauchy (Rudin
Th 10.26) que sur ce disque, la série entiére de droite converge et donc une borne sur le rayon de
convergence de la série et 1'égalité s’en déduit) donc pour tout f € (B(H)), f(z"T") — 0, soit
2™ — 0 pour la topologie faible donc d’aprés la proposition (2) (la conséquence de Banach-
Steinhaus), 2T est bornée donc ||2"T"|| < M soit |[T™||"/™ < M'/"/|z| = 1/|z| donc en passant &
la limite : r(7T") < 1/|z| — #/(T) (la derniére limite car z arbitraire avec |z| < 1/7'(T)).

(6) Le calcul de o(T*) est évident car (T*)~! = (T-Y*. Si T =T*, ||T*|| = ||T||*" (car |T*T|| =
|T2]| = ||T||* et par induction) d’ou la limite r(T') = ||T||. Le cas général vient de ||T||> = ||T*T|
qui rameéne au cas hermitien.

O
Ezemple 25. (cf TD.) si T positif o(T) C [0,00[ et si T =T et
m = inf{(Tx,z),||z|| = 1}, M = sup{(Tx, z), ||z|| = 1}

onao(T) C IR et méme o(T) C [m, M].

5.1 Calcul fonctionnel continue des opérateurs hermitiens
Pour P € C[z], P(t) =Y a;t" on définit p(T) = >_ a;T".
Lemme 66. Soit T € B(H) et p € Clx] un polynome, alors o(p(T)) = p(a(T)).

Démonstration. Si p est constant, c¢’est évident (le spectre d’une constante a est {a} car € est un
corps). Sinon pour u € €, en décomposant grace a 'existence de racines p(T') —pu = Ao(T'—AI1)...(T —
ML) et € p(p(T)) ssi Ay, ...\, € p(T). (en effet pour le «seulement siv,\o(T'—AIy)...(T —\1,,) (p(T) —
w)~t = Id donne par commutation un inverse a tous les (7' — \I;))

Donc p € a(p(T)) ssi il existe \; € o(T) et p(\;) = p donc o(p(T)) = p(a(T)) (en effet C est
devenu simple et si p & o(p(T)) alors pour tous les \; tels que p(\;) = pon a \; & o(T) donc

p & pla(T))).

Exzemple 26. Si P = P? € B(H) est une projection, alors f(x) = x—z? envoie f(o(T)) = o(f(T)) =
{0} donc o(T") C {0,1} I'ensemble des racines de f.
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Théoréme 67. Soit T = T* € B(H), hermitien (H espace de Hilbert complexe). L’application
P P(T) s’étend de C[z] en une unique application isométrique linéaire notée f — f(T) de

C%(o(T)) — B(H).
De plus, c¢’est un x-homomorphisme soit (fg)(T) = f(T)g(T) et (f(T))* = f(T) et

o(f(T)) = f(o(T)).
f(T) est autoadjoint ssi f est a valeur réelle sur o(T).

Démonstration. (1) Pour Pexistence de I'extension, il suffit de voir que 'application est isométrique
sur les polynomes car elle sera donc uniformément continue (sur un espace dense par le théoréme de
Stone-Weierstrass) donc elle aura un unique prolongement.

Mais, il est facile de voir (P(T))* = P(T*) = P(T) donc

|P(T)[)?=r(P(T)P(T))=  sup [Al=sup [N = sup [PPN)=I[|PPllcoery = 1PlEory:
A€o (|P|?(T)) MEIP|2(a(T)) Aea(T)

D’ou I'isométrie cherchée. Les relations de x-homomorphisme s’obtiennent par prolongement. Si f
a valeur réelle f(T)+ (f(T))* = (2Re(f))(T) = 2f(T) donc f(T) est autoadjoint et réciproquement
si f n’est pas a valeur réelle o(f(7")) contient une valeure complexe et donc f(7") n’est pas autoadjoint
par 'ex [25] (2) Reste le calcul du spectre de I'image. Si A € f(o(T')) alors g = 1/(A — f) est continue
(donc bornée) sur o(T') (compacte) et donc g(T') est Uinverse de (f(T) — A) et donc o(f(T)) C
f(o(T)). Réciproquement si t € p(f(T)), et soit g, = (1/n+ |t — f]*) " qui existe dans des fonctions
continues. Or par I'isométrie

gl = llgn(TII = 11(1/n+ 1t = FT)F)7H = ([t = SO ]

car | — 00,0] C p(|t — f(T)|*) par hypothése (pour l'inversibilité en 0 et la postivité), d’ou la limite
par continuité du résolvant sur I'ensemble résolvant. Donc sup,, sup,c,ry(1/n + [t — f(2)]?)7" =
(|t = f(T)|?)7|| < oo donc |t — f|72, comme la limite croissante des g,, est bornée et la convergence
de image par Iisométrie implique la convergence dans C°(a(T)) et donc [t — f] inversible sur o(T')

donc t & f(o(T)). O

Ezemple 27. Si T hermitien avec o(T") C [0, oo[ alors pour a > 0, on peut définir T avec o(T*) C
[0, 0o[ et en particulier T = TY/2T"/2 donc T positif.

Ezemple 28. On définit |T| = (T*T)'/? qui est toujours hermitien positif.

Ezemple 29. SiT =T*et ||T|| <1, u=T+ivV1—-T? et v =T —iy/1 —T?, sont bien définis et
unitaires et 7' = (u + v)/2 de sorte que les unitaires engendrent B(H ).

5.2 Décomposition polaire
Ezemple 30. On définit |T| = (T*T)'/? qui est toujours hermitien positif.

Théoréme 68. Soit T € B(H), alors il existe un unique operateur u isométrique sur ker(u)* (on
dit u isométrie partielle) tel que

T =u|T| et ker(T) = ker(u).

De plus on a u*T = |T.
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Démonstration. Pour x € H on remarque que |||T|(z)|| = ||T(z)|| donc pour x € Im(|T]), on pose
uo(|T))(z) = T(x), qui définit une isométrie et s’étend donc par continuité en uy : Im(|T|) — H.
On pose u(z +y) = ug(x) sur la décomposition = +y € Im(|T|) ® Ker(|T|). Comme Ker(u)* =
Im(|T]), on a Ker(u) = Ker(|T]) et que u est isométrique 1a, c’est bien une isométrie partielle
et comme par construction u|T’| = T on obtient I'existence car Donc Ker(T) = Ker(|T|) puisque
172l = 17al].
On a (u'Tx,|Tly) = (Tx,Ty) = (I"Tz,y) = {|T|x,|T|y) donc uv*Tx — |T|x est orthogonal a

Im(|T|) mais par construction, aussi & Im(|T|)*, donc w*Tx — |T)Jz = 0 et v*T = |T| comme
attendu.

Enfin, une isométrie partielle w vérifiant les deux résultats doit avoir w|T'| = v donc w = u sur
Im(|T|) et w = 0 sur Ker(T) = Ker(u) = Im(|T|)*, donc w = w. O

6 Opérateurs compacts et & Trace

Définition 29. T' € B(H) est dit compact si {u(x),||z|| < 1} est compact. On note K(H) l'en-
semble des opérateurs compacts.
T € B(H) est dit & trace si pour une base hilbertienne (e;);c; la somme suivante est sommable :

1T = Z<\T\(ei),ei> < .

On note S'(H) I'ensemble des opérateurs a trace. T € B(H) est dit de Hilbert-Schmidt si pour
une base hilbertienne (e;);c; la somme suivante est sommable :

17115 = Y [IT(e)]f3 < oo
iel
On note S?(H) I'ensemble des opérateurs de Hilbert Schmidt.

Lemme 69. Pour T € S'(H), la formule pour ||.||1 et la formule de la trace ci-dessous ne dépendent
pas de la base base hilbertienne (e;)ies :

tr(T) = Z(T(ei), ei).

St U,V € S*(H),U*V € SY(H) et tr(U*V) définit le produit scalaire faisant de S*(H) un espace de
Hilbert. De plus T € S*(H) implique T* € S*(H).

Démonstration. (exo. cf TD.) O

Théoréme 70. SiT € K(H) et H de dimension infinie, alors 0 € o(T). De plus, o(T)—{0} C 0,(T)
et lespace propre Ex = Ker(T — M) pour A\ # 0 est de dimension finie. De plus, T*,|T| € K(H),
les opérateurs de rang fini sont denses dans K(H) et si T = T* les E\ sont orthogonaux et on a le
résultat de diagonalisation sous forme de famille sommable (py le projecteur orthogonal sur E) )

T = Z )\p)\.

A€o (T)—{0}

Le dernier enoncé veut dire que pour tout € > 0, il existe J C o(T") — {0} tel que pour K D J,
1T =2 er Anall < e
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Démonstration. (1) Par multiplication, comme E\ = Ker(T /X — I), il suffit de voir que E; est de
dimension finie, mais si B est sa boule unité fermé B = T(B) C EyNT(By r(0,1)) N E; qui est donc
un compact comme FE; est fermé, donc par le théoréme E; doit étre de dimension finie.

(2) Si T est compact comme |T| = u*T par la décomposition polaire, |T'|(B) est I'image du
compact T(B) par Iapplication continue u* donc est compact. Comme 7% = |T'|u* et u* est une
contraction, si ||z,|| < 1, ||u*(z,)|| < 1 donc par compacité de |T|, T*(x,, ) — x converge, mais par
compacité faible on peut extraire y,, — y (une suite généralisée) de z,, et alors T*(y,) — T*(y) =«
donc z € T*(B) qui est bien compact.

(3) 0 € o(T) car sinon T~ continue et comme ci-dessus T~'T = Id serait compacte, donc aussi
la boule unité fermée de H, ce qui par le théoréme {45/ implique H de dimension finie.

(4) Pour montrer que, disons 1 € o(T) & 1 € 0,(T), il faut voir que I — T injectif si et
seulement si (1 — T) inversible. Dans le seul sens non trivial si (I — T) injectif, d’abord Im(l —T)
fermeée car si u, — T'(u,) — f Si ||un|| = 00 on aurait w, = wu,/||u,||, w, — T(w,) — 0 avec
T(wy,,) — 2z € Ker(I —=T) = {0} et w,, — z = 0 impliquant la contradiction 1 = ||z|| = 0 donc
(u,) bornée et quitte a extraire T'(u,) — g donc u, — f+ g et donc f+g—T(f + g) = f montrant
Im(I —T) fermée.

Supposons enfin par 'absurde Im(I —T') # H. Si E,, = Im(I —T)" on a une suite décroissante
de sous-espace fermé avec E,, # FE, 1 par injectivité (sans quoi F; = H) on prend donc

T, € Eiﬂ NnE,,

orthonormale et si n > m, z,, + (T — I)(x,) — (T — I)(x) € Epyr L 2, done ||Tx, — Tx,,|]? =
[(xy — 2) + (T — I)(z,) — (T — I)(x)|]* > ||zm||*> = 1 ce qui contredit une extraction T(x,, )
convergente. Donc [ — T surjectif.

Montrons enfin que (I —7T)~! continue (c’est aussi une conséquence du théoréme de I'application
ouverte du chapitre 5 mais on donne une preuve directe) en considérant x,, avec y, = x, —T(x,) — 0,
on peut montrer comme ci-dessus (x,) bornée donc en extrayant T'(z,) — | z, =1 € Ker(I —T) =
{0} donc i =0et (I —T)  (y,) =z, — 0.

(5) SiT =T* e € E\f € E,X# palors (A— p)le f) = (T(e), f) — (e,T(f)) = 0 don
Iorthogonalité des espaces propres. En conséquence si A, sont des valeurs propres distinctes et e,
les vecteurs propres normés correspondant 7'(e,,) = A,e, sont compactes et orthogonaux donc donc
quitte & extraire T'(e,) converge donc ||T(e,) — T(en)|[*> = A2 + A2, — 0 donc A\, — 0 est donc la
seule valeur d’adhérence. En particulier, si on organise les valeurs propres avec |A,| (au plus 2 par
module comme elles sont réelles) décroissant, on a |\,| — 0. En particulier, en combinant les bases
des espaces propres et une du noyau, on obtient un b.o.n de vecteurs propres.

Enfin si K C o(T) — {0} fini, on a T'— ), _ ;- T'p» admet la méme base de vecteurs propres que 7T,
il est aussi compact et on peut donc lire le spectre sur les vecteurs propres, soit (T — > . Tpr) =
o(T) — K et donc par la formule du rayon spectrale,

T =S To)ll = max Al

A T)—
AeK €o(T)

On peut donc bien choisir K,, pour que cela tende vers 0.

(6) Comme K (H) est stable par adjoint, il suffit de montrer pour avoir approximation par les
opérateurs de rang fini, que les hermitiens sont approchés et on vient de voir qu’une suite de rang
fini ) \cr. TPr = D _\ex APx approche T' en norme. ]

Proposition 71 (facultatif). S*(H) C K(H) est un sous-espace vectoriel sur lequel ||.||; est une
norme qui donne une inclusion contractante et la suite des valeurs propres (Ap)nen avec multiplicité
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(¢’est & dire en répétant les valeurs propres multiples) de |T| € S*(H) vérifie Y., |\u] < oo . De plus,
B(H)S'(H) C S'(H) de sorte que

B~ (T = tr(BT) =Y _(BTe;,e;))

iel
définit des isométries surjectives de Ty : B(H) ~ (SY(H))', Ty : S*(H) ~ (K (H))'.

Attention tr(AB) = tr(BA) n’est pas toujours vraie, mais c’est le cas si A, B € S*(H) ou
A€ SY(H),B € B(H), mais on ne 'utilisera pas.

Démonstration. (exo. cf TD) O

7 Application a la dualité des espaces de Lebesgue L’(f)

On rappelle que (€2, i) est un espace mesuré o-fini. On se souvient que pour p € [1,¢], ¢ tel que
1/p+1/q =1 la proposition {4| donne pour g mesurable :

lglla = sup{' / fgdu‘ Nl < 107 € LNQ ) 0 L2 ), fg € LN ).

On rappelle aussi le résultat de base de théorie de la mesure :

Proposition 72. Soit X,Y € L*(Q, u), (9, 1) est un espace mesuré o-fini.

1. X < Y:>fXdu§ deu . En particulier, X > 0:>fXdu2 0.

2. |Z| <|X| et Z mesurable implique Z € L*(Q, p).

3. | [ Xdu| < [X|dp.

4. (Convergence monotone TCM) Si X,, > 0, X,, suite croissante de fonctions mesurables qui
tend simplement vers X alors [ X,dp — [ Xdp.

5. (Lemme de Fatou) Si X,, > 0 mesurable, alors liminf X,, est mesurable et flim inf X,,du <
liminf [ X, du.

6. (Convergence dominée TCD) Si |X,| <Y, Y € LY(Qpn) et (X, 4~ X) =0 (on dit X,, —
Xp.p.) alors [ X,dp — [ Xdu. De plus, si Y € LP(Q,p) pour 1 < p < oo alors X, X €
LP(Q, ) et || X, — X[, = 0.

7. (Fubini-Tonelli) Si Q@ = Qy x Qo, 1 = p1 X pa la mesure produit, p; o-fini, pour Z mesurable
positive : wy = [o Z(wi,wa)dpa(wa) est mesurable a valeur [0, o0] et

| zyinte) = [ dn (o) / dpfen)Z(en )

8. (Fubini) Si Q = Qq x Qo, 1t = 1 X o la mesure produit, u; o-fini, pour X € LY(Q, p) : pour
p.pwr X(wi,.) € LY, po) et wy — fQQ X (wy,ws)dps(ws) € LY, 1) et

| X@dute) = [ dmien) [ ) X ).

1951

On a méme le théoréme suivant (on notera que p < oo contrairement au cas de la formule pour
la norme ) :
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Théoréme 73. (de représentation de Riesz LP) Soit application définie grace a l'inégalité de Hélder :

I:fel!Qu) (g€ LP(Qp)— /fgdu)

Alors I : LYQ, p) — (LP(Q, 1)), réalise une isométrie SURJECTIVE pour p € [1,00[ et q exposant
conjugué c’est-a-dire tel que 1/p+1/q = 1.

Attention le cas p = oo est EXCLU... L*®°(Q2)" est un espace trés gros de mesures sur un espace
stonien compact X tel que L>(Q) = C(X).
PREUVE :

On a déja montré 'isométrie, il reste a voir la surjectivité.

On fixe A, avec pu(A,) < oo et U NA. =, A, croissant.

Le cas p = 2 a été traité par le théoréme de représentation de Riesz.

(1) cas p = 1Soit ¢ € (L*(2, 1)) avec ||¢|| < 1. D’abord on définit T" application linéaire continue
sur L?(Q) (en fait & valeur dans son dual identifié & lui méme) par :

(T'z,y) = o(zy)
vu que Ty € L'(Q) par Hélder et on a

TN = sup{||Tz|l2, ||x]|> < 1} = sup{|(Tz,y)|, [|zl2 < L, [[yll2 < 1} <[|¢l|z1@y-

La premiére égalité est la définition de la norme des applications linéaires bornées, la deuxiéme est
le résultat de dualité du cas p = 2, la troisiéme utilise Holder et la définition de la norme du dual.
Notons que si z € L®(Q),

(Tzz,y) = ¢(zzy) = (Tx,2y) = (2Tx,y)

la deuxiéme relation en utilisant la commutativité des espaces de fonctions soit la relation Zzy = T2y
et la seconde la définition du produit scalaire (Tx,Zy) = fT_xEyd,u. donc on déduit si m, est la
multiplication par z € L>, T'm, = m,T. Montrons que T' = m, pour g € L>. (c’est algébre est son
propre commutant) dans B(L?*(2)), elle est maximale commutative).

En effet, soit z,, = T'(14,) € L*. On a ||T|| < 1 car ||¢|| < 1.

Pour g € L™ avec ||g||1 <1,

I/T(l)gdu! = |/(Ig|1/2T)(1)g!g!‘”2du| = |/T(!g!1/2)9|9\‘1/2du\ < 11g*?|l2llglg] 2|2 = |lg|h < 1

ou on a utilisé & la deuxieme égalité la commutation avec mjy1/2. On voit donc par la formule de
la proposition {4f que [|T'(14,)|l < 1. Comme T'(14,,) = T(14,,14,) = 14, T(14,) donc on définit
g(x) = T(14,)(z) pour z € A, de fagon cohérente de sorte que gly, = T(14,) dou ||g|l« =

Et pour z €€ L* N L' C L? T(z14,) = my(214,) donc par densité dans L? T = m,. Enfin pour

feL'Q) f=|f|"*g avec g € L?, on obtient

o(f) = o(f1'%9) = (TUF1"?), 9) = (=(IF1V?), 9) = I f'?9) = IZ)(F).

donc ¢ = I(Z) d’ou la surjectivité de I.
(2) cas p > 1 u(2) < oo utilisant les cas p = 1,2. (On I'appliquera ensuite a Q = A,,.) Aprés
normalisation, on peut supposer u(€2) = 1.
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On commence par montrer que via I, LP(Q) € L'(Q). Si p < 2, c’est évident par 'inclusion
L*(Q)) C [L*(Q)] et par restriction et théoréme de representation de Riesz, on obtient g € L*(Q) C
L'(Q) tel que

Plr2)(f) = (9, f)

Sip>2pourz € L® et ¢ € (LP),

o@)P < [ faPdn < [ fofollzdpe < falBol >

Par I'inégalité d’Young (cas particulier d’Holder utilisé dans sa preuve) |ab| < a”’ /P+b%9/Q utilisé
avec 1/P +1/Q =1,P =p/2,Q =p/(p— 2), a = ||z[[y/"/e"/2,b = (e]|z||)"/?, on obtient :

€ 1
[o(z)] < é“f’?“oo + WWHQ

En incluant {(z, ),z € (L*())} C L®(Q) x L*(Q2) avec norme [|(z,y)|| = §l|2l + =273 vll2
on étend par Hahn Banach ¢ & L>(Q) x L*(Q2) donnant un élément de (¢, ¢2) € L=(Q) x L*(Q2)
avec ||p1|| < €/Q, ||¢2|] < 5375 (car en calculant la norme duale on a max(Q||¢1]|/e, Pe”/2||gol|) <
1) Donc ||¢|Loo(Q) — J(¢2)||(Loo(g))/ = ||¢1H(L°°(Q))’ S E/Q et 9252 S Ll(Q). Or par le cas p = 1,
(L' ()" = L>(Q)" et il contient L'(2) comme espace fermé isométriquement via J (comme tout
espace de Banach est inclus isométriquement comme espace fermé dans son bidual). Comme le

1 ”
résultat précédent indique ¢ € LQ(Q)(L _ , on déduit ¢ € J(L'(Q2)) comme voulu. On a donc g tel

que pour tout f € L>()
o5 = [ ofan
Q

Soit donc g I'image dans L' de ¢ (on revient au cas général p €]1, 00[)Or dans le cas d’un espace
avec mesure finie, I'équation de la proposition [ donne : |[¢||(Lsy = sup{|¢(z)],||z]], < 1,z € L™} =
sup{] [ gadul, lell, < 1,2 € L=} = |lgll,

On déduit donc g € L9 comme on voulait et ¢ = T'(g) (en étendant la relation depuisL>(2) par
densité dans LP(12).

(3)cas 1 < p < oo et u o-fini. Soit ¢ € (LP(Q2, 1)), il faut montrer qu’elle vient d’un élément
de L9(€2, ). On pose ¢, (f) = &(f1la,) pour f € LP(A,, u) C LP(Q), u). Par le cas précédent, il existe
gn € LI(Ay, p) tel que

Vf € LP(An, ), /gnfdu = ¢(f1a,).

llgnllq = supflo(fLa)5 (Il < 1, f € L2(An, )} < {|6]] ey < 00

Or par unicité dans le cas (2) et vu les A,, croissant pour n > m, g,la, = gm et donc |g,| est
croissant et g = sup |g,| vérifie par convergence monotone ||g||; < ||9||(Lry , VU |gn| < |g| et comme
gn — ¢ D-s., on déduit par convergence dominée ||g, — g||, — 0 et en passant a la limite g, = gla, .

Or fla, — f dans L? et donc par continuité la relation ¢(f1a,) = T(g)(f1a,) devient ¢(f) =
T(g)(f) pour tout f € L? donc ¢ =T(g).
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7.1 Théoréme de Radon-Nikodym (facultatif)

Nous expliquons un théoréme de théorie de la mesure qui permet de dire quand une mesure
provient d’une densité dans L'(€2, ). On en déduira au chapitre suivant une application a un théoréme
de compacité faible dans L'(€, ). On se restreint au cas (€2, 1) probabilité.

Définition 30. Si u,v sont des mesures de probabilités sur (£2,7), on dit que u est absolument
continue par rapport a v et on note y < v si pour tout A € T, v(A) = 0 implique que pu(A) =0

Définition 31. Si u, v sont des mesures de probabilités sur (€2, 7), on dit que p admet une densité

h € LY(Q,v) par rapport & v et on note h = fl—ﬁ ,sih >0 p.s. et pour tout A € 7 :

/Q 1ahdv = p(A).

Les définitions s’étendent aux mesures o-finies, mais on considére seulement ici le cas de proba-
bilités.

Théoréme 74 (de Radon-Nikodym). Pour toutes mesures de probabilités p,v sur (Q,T), il y a
équivalence entre p < v et l’existence d’une densité h = % € LY(Q,v) de p par rapport a v, et la
densité est alors unique v-p.s.

PREUVE : Si on a deux densités h,k, [,14(h — k)dv = 0 pour tout A 7 mesurable, donc par la
construction de I'intégrale aussi fQ fhdv = fQ fkdv d’abord pour f mesurable positive (par TCM)
puis pour f mesurable bornée donc par dualité h — k = 0 dans L*(€2, v) donc v-p.s.

De plus, si on a existence d’une densité et si v(A) = 0, par TCM, [, 14k = lim, o [, La(hAR) =0
car | [, La(h An)dv| < |[(h An)||2]|1all2 < nv(A)Y? = 0 par Cauchy-Schwartz. Donc p(A) = 0 cest
a dire on a montré p << v.

La partie difficile est I'existence d’une densité si u < v. On va utiliser le théoréme de représen-
tation de Riesz (ou sa variante pour la dualité de L', le théoréme . Soit i, = p+ av avec a > 0.

L’idée est simple on s’attend a avoir une densité dC‘l‘—lj* = « + h strictement positive et donc ddTV = ﬁ
A 2 : a _ h : :
bornée par 1/ donc dans L* ensuite (1 — 255) = a5 a0 h et on devrait pouvoir retrouver

h ainsi.
Appliquons cette idée, si f € L'(Q, du,), on a

sty == [ 1fidav <= [ 171dne

Donc f € L' (Q,dv) et f — [ fdv définit une forme linéaire continue sur L'(2, du, ), donc par le
théoréme [73] il existe h, € L>®(Q, due) telle que pour tout f € LY, duy) on a

/ fdv = / Fhadita.

Et de plus, on a [|ha||pe(u) < 1/ Si f = 1in.<oy, on obtient [ max(0, hy)dp, > 0 donc vaut 0,
donc

(e < 0}) < ~pa({ho < 0}) =0

donc h, > 0, v p.s.
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On montre maintenant la monotonie attendue pour h, (si on veut qu’elle soit égale & un —) Si

a+h
B > a, on a pour f positive bornée en utilisant p,(g) < us(g) pour g positive v-p.s,

[ thadna= [ sav = [ oty < [ fhodu

car fh, positive v-p.s. par le résultat précédent, donc comme c’est valable pour tout f > 0, on a
hg < hops-p.s. donc v-p.s.
Finalement, on a l'identité

/fdu:/fdua—/fadz/:/f(l—ozha)dua:/fa(l—ozha)dVJr/f(l—aha)du.

Par [|ha|lre(uy) < 1/ on a1 — ahq > 0 pio-p.s. donc v-p.s. En raisonnant comme avant on
obtient (1 — ah,) > (1 — Shg) v-p.s. Donc, par I'égalité précédente (toujours pour f positive en
utilisant la croissance de o — ah, v-p.s. par ce qu’on vient de voir donc p-p.s. par I’hypothése
pL ) :

[ ratt=anar = [ fahudn < [ ohadn = [ 150 shaiv

soit a(l—ah,) < B(1—Bhg), v-p.s. donc converge vers un h en croissant et par convergence monotone
et I’égalité avant on obtient

a—00

/fhdu: lim fa(l—aha)du:C}i_{go/fdu—/f(l—aha)du§/fd,u.

Donc pour f =1 on trouve h € L'(€Q, dv). Or par la monotonie de la limite définissant h, on a

a(l —ahy) _h

(1 — Oéha) = S — —a—c0 0
«

«

v-p.s. puisque h est fini v-p.s. donc en utilisant encore 'hypothése, aussi u-p.s. Comme on a vu
la monotonie en « par convergence monotone, on déduit [ f(1 — ahy)dp — 0 et donc finalement
I’égalité attendue qui conclut la preuve :

/fhduzalggo/fdu—/f(l—aha)du:/fdu.
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Chapitre 5

Espaces de Banach

On a déja défini et donné des exemples d’espaces de Banach, c’est-a-dire d’espaces vectoriels
normés complets, au chapitre 1. Le but de ce chapitre est d’étudier leurs propriétés générales pour
mieux comprendre les applications linéaires continues et la dualité.

0.1 Exemples plus avancées

Les exemples suivant interviendront au second semestre.

Ezxemple 31. Soit 1 < p < oo, et I un intervalle de IR, on définit 'espace de Sobolev :

W'P(I) = {f € LP(I, Leb) : 3g € LP(I, Leb) : Vo € C1(I) /Ifgpl =— /Iggo}.

avec C!(I) I'ensemble des fonctions C' a support compact (0 en dehors d’un compact). On peut voir
(par convolution) que C!(I) est dense dans LP(I, Leb) donc le g de la defintion est unique et noté
g=1r.
On pose
1 ey = A2+ 1L

On pourrait aussi considérer la norme équivalente || f||,+ || f'||, mais dans le cas p = 2 on n’aurait
pas une norme hilbertienne et, sinon, pas une norme uniformément convexe si p # 1.

Lemme 75. WP(I) est un espace de Banach.

Démonstration. Avec la norme équivalente T : f — (f, f) donne une isométrie avec LP(I) &' LP(I)
qui est un espace de Banach. Or I'm(T') est fermée comme

Im(T) = () {(f,g)/fcp'+/gs0=0},
peC1 I I
intersection de fermés, donc W1?(I) est un espace de Banach. O

Ezemple 32. I’ensemble des mesures complexes réguliéres M(X) (parties réelle et imaginaire sont
des mesures signées) sur la tribu des boréliens d’un espace métrique X localement compact et sépa-
rable. C’est un espace de Banach avec la norme

[pll = [Re(@)[(X) + [S()|(X)
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avec pour une mesure signée u = pu, — p— 'unique décomposition de Jordan comme différence de
mesures positives a support disjoint (cf. th 6.14 du cours d’analyse réelle et complexe de Walter Rudin,
il existe donc deux A, B mesurables disjoints AUB = X et py (E) = p(ANE),u_(E) = —u(B)NE),
et
1l = pgpi.

w est dite réguliére si pour tout compact |u|(K) < 0o et pour tout borélien
|| (A) = inf{|p|(V),V D A ouvert}

et pour tout ouvert A
|ul(A) = sup{|u|(K), K C A compact}.

Le théoréme (admis ici car relevant de la théorie de la mesure, cf analyse du semestre 2) de
Radon-Riesz identifie ceci a un dual. Soit C%(X, €) les fonctions continues complexes de X a supports
compacts (nulles en dehors d’un ouvert d’adhérence compact). On a le résultat suivant (cf Rudin Th
6.19 et Th 3.14)

Théoréme 76 (de Radon-Riesz). Soit X espace métrique localement compact et séparable. (C°(X, €))
est isométrique G Uensemble M(X) des mesures complexes réquliéres definies sur la tribu des boré-
liens d’un espace métrique. La bijection ® — pg donne pour ® € (CYU(X,0)),f € CUX,0) la
représentation :

o(f) = [ fdus
b
De plus, CY(X, @) est dense dans L' (X, |p|) pour p € M(X).

1 Théoréme de Banach-Steinhaus

On rappelle le lemme de Baire vu en L3 :

Lemme 77 (lemme de Baire). Soit X un espace mélrique complet. Soit F,, une suite de fermés
d’intérieur vide Int(F,) = 0. Alors

Int([j F,) = 0.
n=1

Une union dénombrable de fermés n’est pas forcément un fermé, on appelle ce type d’ensemble
des ensembles F}, ils sont stables par intersections et unions finies. Leur complémentaire, intersections
dénombrables d’ouvert sont des ensembles dit Gj.

Démonstration. Soit O,, = F¢ est un ouvert dense. Mq G = [ —, O,, est dense. On peut supposer
O,, décroissant. Soit U un ouvert non vide. Montrons que G NU # (). (Cela conclut car en prenant
U = B(z,¢€) on obtient I'existence de y € G avec d(z,y) < €).

On prend zy avec la boule ouverte B(xg,ro) C U, ro > 0 par densité de O; il existe x; €
B(zo,70) N Oy et comme il est ouvert, il existe 0 < r; < r9/2 avec B(xy1,7r1) C B(xo,7r9) N Oy. Par
récurrence, on obtient x,,,r, avec

B(xp, 1) C B(xp1,7m-1) N Oy, 0<r, <ro/2".
Or d(xp, xp—1) < 19/2", donc pour g > p, d(z,, x,) < o ZZOZPH 1/2" —, o 0 donc z,, est de Cauchy,
donc par complétude x,, — [. Et par fermeture | € B(x,,r,) C O, (car la suite est dans cette boule

a partir d'un certain rang). Ceci pour tout n donc I € UNG.
]
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Le théoréme suivant permet de vérifier la bornitude d’une famille d’applications linéaires ponc-
tuellement. Ces conséquences donneront une fagon de vérifier la bornitude par dualité dans les espaces
de Banach. Contrairement a la convergence, qui évaluée par dualité donne une notion différente, la
convergence faible, il n’y a donc qu’une seule forme de bornitude dans les espaces de Banach. On
appelle ce résultat (en tradition anglosaxone) "principle of uniform boundedness".

Théoréme 78. Soient E, F des e.v.n avec E espace de Banach. Soient T; € L(E, F) donnant une
famille (T;);er. On suppose que pour tout x € E

sup ||Ti(z)|| < oo
il
alors on a
S,1€1§>|||Ti||| = sup ||Ti(2)]| < oo

i€l|lz||p<1

Démonstration. Soit F,, = {x € E,Vi € I||T;(z)|| < n}, c¢’est un fermé comme intersection de fermé
(vu [|T;(.)]| continue). L’hypothése dit we U, NFn = E qui n’est pas d’intérieur non vide. Par le
lemme de Baire, Int(F,,) # 0 donc il existe z,r > 0 B(z,r) C F,,. Donc pour y € B(0, 1) et tout i :

rTi(w)|| < [|Ti(2)]] + | Ti(z + ry)|| < [|Ti(@)[| + no
donc pour tout ¢ :
1
501 < 3 (sup Il + ma)
r iel
O]

Corollaire 79. 1. SiG e.v.n. et B C G est faiblement borné, au sens ot pour toul f € G', f(B)
est borné dans IK, alors B est borné.

2. Si G espace de Banach et B C G’ est préfaiblement borné, au sens ot pour tout f € E,
J(f)(B) est borné dans IK, alors B est borné.

8. En particulier, si une suite (x,), vy converge pour o(E, E') ou o(E', E) alors (x,,) est bornée.

Ce dernier résultat n’a pas d’analogue pour les suites généralisées d’oti 'importance des suites
généralisées bornées avec lesquelles on peut raisonner comme avec les suites.

Démonstration. (1) On applique Banach-Steinhauss & £ = G’ complet, FF =K, ] = B et Tb = J(b)
J(B) C L(G',IK) = G”, on obtient J(B) borné dans G” donc B borné dans G vu J isométrique.
(2)Ici E=G,] = Bet F =1IK, T, = b et la conclusion est directe. (3) Dans les deux cas pour
f application linéaire faiblement ou préfaiblement continue, f(z,) converge donc, comme c’est une
suite, elle est bornée, et donc I'hypothése de (1) ou (2) est vérifiee pour B = {x,,n € IN}. O

2 Théorémes de application ouverte et du graphe fermé

On va utiliser le lemme déja vu au T'D 1 (dans la preuve du lemme de Tietze-Urysohn de
prolongement des fonctions continues).

Lemme 80. Soient E, F des espaces de Banach, T € L(E, F) tels que Ja €]0, 1], C €]0, oo[ avec
BF(Oa 1) - T(BE(O> C)) + BF(07 Oé)-

Alors, Br(0,1) C T(Bg(0, %))

P l—a
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Démonstration. Soit donc g € F, ||g]] < 1 Déduisons qu'il existe F' € E, ||F||p < 1< tel que T(F) =
g. On construit une suite f, par récurrence a partir du résultat précédent telle que f, = Fo+ ...+ F),

D Fille < C1+ ..+ a™)
k=0

et
T(fn) = 9lloo < ot

On prend fo = Fy donné par hypothése car il existe ||fo|| < C tel que ||T(fo) — g|] < . On prend
Fo/IT(fa-1) — gl|r donné de méme a partir de g, = —[T'(fo—1) — g/|IT(fu-1) — gl € Br(0.1) (si
le dénominateur est 0 on s’arréte et on prend la suite constante).

Donc on a les deux inégalités
1Falle < ClIT(fa-1) — gllr < Ca”
et
IT(F.) + T (fa1) = glle < al|T(fa-1) = gllee < 0™

La deuxiéme inégalité donne ||T(f,) — g|lcc < a™*!. La premiére inégalité suit par I'hypothése de
récurrence. y_ I, est donc absolument convergente dans E par complétude, donc soit f =" | F, =
lim f,,. En passant & la limite on obtient

1
< -
Ifllp < C—

et ||I7(f) = gllr = 0.
L]

Théoréme 81 (de Iapplication ouverte). Soient E, F des espaces de Banach et T : E — F une
application linéaire continue SURJECTIVE, alors T est ouverte (elle envoie un ouvert sur un ouvert).

Autrement dit,
de > 0, Bp(0,¢) C T(Bg(0,1)).

En particulier, si T est bijective, T' est continue.

Démonstration. Si F,, = nT(Bg(0,1/2)) = T(Bg(0,n/2)) ce sont des fermés dont 'union couvre
F (car T surjective), donc par le lemme de Baire comme F' complet, Int(F,) # () pour un n donc
par homogénéité, Int(T(Bg(0,1/2))) # (. DOnc pour ¢ > 0 B(z,2¢) C T(Bg(0,1/2)), donc —z €
T(Bg(0,1/2)) donc

B(0,2¢) = —x + B(x,2¢) C T(Bg(0,1/2)) + T(Bg(0,1/2)) C 2T(Bg(0,1/2)) = T(Bg(0, 1))

la derniére inclusion par convexité de T'(Bg(0,1/2)).
Donc en prenant C' = 1/2¢ > 1, B(0,1) C T(Bg(0,C)), on peut prendre tout a > 0 dans le
lemme précédent donc o = 1/3 d’ou I'inclusion qui conclut en multipliant par 1/c :

Br(0.1) € Br(0.1) € T(Bo(0. 5oy —77)) = T(Be(0. 1)) € T(Be(0. 7).
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Le résultat suivant est essentiellement équivalent :

Théoréme 82 (du graphe fermé). Soient E, F' des espaces de Banach et T : E — F une application
linéaire telle que le graphe G(T) = {(x,T(x)),z € E} est fermé dans E x F, alors T est continue.

Démonstration. G(T') est un sev fermé de £ @ F donc complet, (Id,T): E —- E@®* F =E x F
donne une bijection (Id,T) : E — G(T) d’inverse la premiére projection qui est continue donc elle
est continue par le théoréme de application ouverte. Donc max(||z||g, ||T(x)||r) < C||z||g donc T
continue. O]

Corollaire 83. Soit F' C E un sous-espace fermé d’un espace de Banach. Il y a équivalence entre :

1. I existe un P continue de P: E — E avec P> = P et Im(P) = F (une projection continue
sur F).

2. 1l existe G fermé tel que £ = F & G.
Alors on a lisomorphisme E/F ~ G.

Démonstration. Si on a (1) E = Im(P) & Ker(P) comme pour toute projection et G = Ker(P)
est fermé si P continue. Si on suppose (2), On prend P : E — E la projection associée a la somme
directe P(z,y) = (z,0), il suffit de voir que P a un graphe fermé. Si (z,,y,) € E et (2, yn) — (,9)
et P((xn,yn)) = (n,0) = (a,b) alors a = z, b = 0. Comme G, F fermés, z € F,y € G donc (x,y)
est la décomposition de la limite selon F' & G donc P(x,y) = (z,0) et le graphe est donc bien fermé.

u=1—P:FE — G s’annule sur F', est continue donc on a 'application quotient up : E/F — G.
E/F et G sont des espaces de Banach et ug bijective par définition donc son inverse est continu (par
le théoréme de I'application ouverte). O

Ezemple 33. On verra en TD que ¢y C ¢*° n’a pas de supplémentaire fermé. (& partir de l'exercie
du recueil d’exercice de Chambert-Loir et Fermigier : Analyse 3)

Remarque 9. Un théoréme de |Lindenstrauss-Tzafiri] dit que si tout sous-espace fermé d’un Banach
E admet un supplémentaire fermé, alors il existe une norme équivalente hilbertienne.

3 Séparabilité

Définition 32. On dit qu’un espace topologique est séparable si il existe un sous-ensemble (fini
ou) dénombrable et dense.

Lemme 84. Un sous-ensemble F' d’un espace métrique séparable est séparable.

Démonstration. Soit u, suite dénombrable dense. Soit a,,,, € B(u,,1/n) N F si cet ensemble est
non-vide. La famille {a,,,m,n € IN} est finie ou dénombrable et dense car si x € F il existe
d(tum,z) < 1/2n donc a2, existe car B(u,,1/2n) N F est non vide et par inégalité triangulaire
AUy, G 2n) < 1/n. O

Cette partie a trois résultatss important, la relation entre séparabilité et metrisabilité des topo-
logies faibles, la relation entre séparabilité du dual et d’un espace, et 'écriture d’'un espace séparable
comme quotient de /'(IN) (qui est moins souvent utilisé.)

Théoréme 85. Si E est un espace vectoriel normé et E' est séparable alors E est séparable.

Exzemple 34. La réciproque est fausse ¢! (IN) est séparable mais /*°(IN) ne l'est pas (exo TD).
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Démonstration. Soit f, dense dans E’ et par définition de la norme, on trouve z, € E, ||z,|| =1
avec fn(x,) > |fnl]/2 On pose A, le Q e.v. engendré par xy, ..., z, il est donc dénombrable, comme
A = U,>1A,. Par densité de @ dans IR, A est dense dans F = Vect(z,,n >1). Orsi f € F+ e >0,

on a n avec || — full < € donc |[full/2 < fal@n) = (fu— F)(@n) < € done [[f]] < |1 — full + |1 full < 3¢
donc F*+ = {0} donc F dense dans E (conséquence de Hahn-Banach), donc aussi A. O

Théoréme 86 (facultatif). Si E est un espace de Banach séparable et (x,)n>0 dense dans la boule
unité, alors T : (u,) € £'(IN) = Y soun®n € E est surjective et donne un isomorphisme (pas

forcément isométrique) :
E ~ (*(IN)/Ker(T).

On pourrait aussi trouver un quotient isométrique du méme type.

Démonstration. Y ||unz,|| < - |un| = ||(un)]|1 < oo donc la série définissant T'((u,,)) est absolument
convergente donc converge dans E par complétude et ||7'((u,))|| < ||(u,)||1 est une contraction
(linéaire est évident par linéarité des sommes de séries convergentes). Or Bg(0,1) C {T'(e,)n €
IN} + B(0,1/2) Cc T(B(0,1)) + B(0,1/2) par densité des x, donc par le lemme [80] T" est surjective.
Donc application quotient 7' : ¢*(IN)/Ker(T) — E est continue, injective par définition et surjective

donc par le théoréme de 'application ouverte 7! est continue donc c’est I'isomorphisme souhaité. [

On va déduire la métrisabilité pour la topologie faible des duaux d’espaces séparables du cas de

(>°(IN) :

Lemme 87. Soit u € (*(IN) C ((*°(IN)) positive (Yn,u, > 0), |(un)] = (Jun|) alors d(f,g) =
u(|f — g|) est une distance sur la boule unité B de (*°(IN) qui a pour topologie associée la topologie
préfaible o((°(IN), (*(IN)) qui est donc métrisable sur B.

Démonstration. comme u; > 0 d(f, g) = 0 implique |f; — g;] = 0 pour tout ¢ donc f = g. L'inégalité
triangulaire et la symétrie sont évidentes donc d est une distance (sur tout ¢*°(IN)). La topologie
(sur la boule) ne dépend pas de la suite u; car pour une suite f™ —; f implique pour tout i
|fi(n) — fil <d(f™, f)/u; — 0 et par sommabilité de u; cela implique en prenant Y. v u; < €/4, et

n grand pour avoir ),y wl I = fi| < €/2 on a

(1) d(f™,g) <> wlf = £l + /A FN + NIFI) < e

<N

(on utilise ici que la suite est dans la boule unité). La notion de convergence de suite ne dépend donc
pas du choix de u donc les métriques donnent la méme topologie. Or pour v € ¢*(IN), |v(f) —v(g)| <
lv|(1f — gl) < (w4 |v])(|f — g|) donc la topologie sur la boule est plus forte que la topologie faible
(puisqu’elle rend continue tous les v). Reste a voir que la topologie faible est aussi plus forte soit
id : B — (B,d) continue. C’est ce que donne la premiére inégalité de (x) car on peut prendre un
voisinage de la topologie faible telle que >, ui|fi(") — fil < €/2 donc inclus dans B,4(0,¢€) qui est
donc un ouvert préfaible (en translatant autour de chaque point comme en 0 puisque la métrique est
invariante par translation). O

Théoréme 88. Soit E un espace de Banach.

1. E est séparable si et seulement si Bp/(0,1) est métrisable pour la topologie préfaible o(E', F).
Dans ce cas la boule unité de E' est donc séquentiellement préfaiblement compacte.

2. Si E' est séparable alors Bg(0,1) est métrisable pour la topologie faible o(E, E').
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La réciproque de (2) est vrai mais plus dure.

Démonstration. (1) OnaT : ('(IN) — E du théoréme précédent surjective. Sa transposée est toujours
préfaiblement continue T* : E' — (*(IN) (cf exo du TD 4), elle est injective par la proposition [37| car
Im(T) dense. En fait comme T surjective, la topologie préfaible de E’ est induite de £*°(IN) (a priori
la topologie induite est plus faible, mais si f = T'(x) € E, J(f) = J(x)|p est donc continue pour
la topologie préfaible induite, et comme la topologie préfaible est la plus faible ayant cette propriété
et que la topologie induite est plus faible, elles coincident). Donc comme T%(Bg(0,1)) est borné, et
que la boule de £*(IN) est métrisable, la topologie induite sur Bg/(0,1) Iest aussi ce qui conclut.

Réciproquement, si d métrise Bg:/(0,1) on a voisinage V,, = {f € Bg/(0,1)|f(z,)| < €,Vz, €
®,} C By(0,1/n) avec ®,, C E fini. Donc D = U,>1P,, dénombrable et Vect(Q(D) est dense dans
Vect(D) qui est dense dans E car sif € D+, f € NV,, C NB4(0,1/n) donc f = 0 car d est une
distance. La séquentielle compacité vient de Banach-Alaoglu et de la métrisabilité.

(2) Par (1), Bg~(0,1) métrisable pour o(E", E') et Bg(O, 1) est inclus par I'application canonique
J avec pour topo induite o(F, E') qui est donc aussi métrisable en restreignant la métrique. O

Proposition 89. Soit (2, 1) un espace mesuré o — fini sur une tribu T dénombrablement engen-
drée c’est-a-dire T = o{B,,n € IN} (ex la tribu borelienne d’un espace métrique séparable) Alors
LP(Q, 1) est séparable pour 1 < p < oo (normiquement). De plus, L>(, 1) est préfaible-
ment séparable.

Démonstration. (cf exo TD) O

Ezemple 35. On verra en TD que L*°([0, 1], Leb), £>°(IN) ne sont PAS séparables pour la topologie
de la norme.

4 Reéflexivité

On rappelle que l'application J : F — E” qui envoie J(z)(f) = f(z) pour f € E’ est appelée
injection canonique de E dans E”. C’est une isométrie (c’est pour cela que c’est une injection).
J(E) C E" est fermé si et seulement si F est un espace de Banach.

Définition 33. Un espace de Banach est dit réflexif si J(E) = E”.
On commence par montrer quelques propriétés de stabilité.

Théoréme 90. Soit E un espace de Banach. M C E un sous espace fermé.
1. E est réflexif si et seulement si E' est réflexif.
2. (E est réflexif et séparable) si et seulement si (E' est réflexif et séparable).
3. Si E est réflexif, alors M avec la topologie induite et E/M avec la topologie quotient sont

réflexifs.

Démonstration. (1) Si J : X — X" est isométrie surjective, on a J* : X" — X' isométrique et il
suffit de voir que J* est I'inverse a droite de Jx/ : X’ — X" pour voir Jx: surjectif. Or pour x € X"
x = Jy, y € X comme X réflexif, donc

(Jxr o J' (D) = 2[T(N] = )T (N] = [T'(HIy) = f(T(y)) = f(z)

d’ott Jx: o Jt = idym et la surjectivité voulue.
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(1)’Si X n’est pas réflexif, JX # X", donc il existe par séparation de Hahn-Banach, f € X" telle
que JX C Ker(f) et f # 0. Montrons que f & Jx/(X’). En effet, si y € X" avec Jy/(y) s’annulant
sur JX. pour x € X, on a:

0= Jx/(y)J(2)] = [J(2)|(y) = y(x)

donc y s’annule sur X donc y = 0 dans X' donc Jx/(y) =0 # f. donc f & Jx/(X') et X' n’est donc
pas réflexif.

(2)Si X est réflexif et séparable, X” = X est séparable, donc X' est séparable et donc par le (1)
aussi réflexif. On a déja vu que X’ séparable implique X séparable d’ou I’équivalence.

(3)On utilise le theoréme [26] du chapitre 1 montrant que isométriquement E'/M* ~ M’ (par
restriction), (E/M) ~ M+ C E'. Or (E/M)" ~ E"/(M™*)*.

Soit z € (E/M)", z =p(X), X = J(Y) € E")Y € E. Soit z € (E/M) ~ M+*. Par 'dentification
du deuxiéme dual avec la restriction

2(2) = X|pe(2) = X(2) = J(Y)(2) = 2(Y) = 2(p(Y)) = J(p(Y))(2)

avec le dernier p: E — E/M car z € M*. Donc x = J(p(Y)) et J(E/M) = (E/M)".
Pour le sous espace, E réflexif implique £’ réflexif, donc par quotient E'/M* réflexif et donc par
dualité du (1)’, M réflexif. O

Proposition 91. Si E est réflexif, alors un convexe fermé borné K C E' est faiblement compacte et
séquentiellement faiblement compacte pour o(E, E') (¢’est-a-dire, de toute suite de K on peut extraire
une sous-suite faiblement convergente).

Démonstration. Un convexe fermé est faiblement fermé (proposition donc préfaiblement fermé
(topologie faible et préfaible coincident par réflexivité), comme il est borné, c’est un préfaiblement
fermé de la boule préfaiblement compact (Banach-Alaoglu) donc il est préfaiblement compact. Si
on prend une suite z,, F' = Vect(z,,n € IN) est séparable et réflexif par restriction et sous espace.
C’est un espace fermé donc faiblement fermé donc préfaiblement fermé donc [£(F)]* = F et donc
F ~ (E/*(F)) séparable et réflexif, donc E/*(F) séparable et réflexif, donc une boule du dual
F' est métrisable pour la topologie préfaible (theoréme donc séquentiellement compacte. On
extrait donc de (x,), (z,, ) convergeant faiblement pour o(F, E/*(F)) mais par definition du quotient
E — E/*(F) est continue donc lapplication transposée F' C E’ est préfaiblement continue et donc
(2, ) converge préfaiblement pour o(E', E) = o(E', E"). O

4.1 Convexité uniforme

On va obtenir un critére géométrique de réflexivité.

Définition 34. Un espace vectoriel normé est dit uniformément convexe si Ve > 0,3 > 0 tel que si
|z < L, [[yll < Let [l —y|| > e alors ||=52]| < 1—4.

Cette notion dépend de la norme (deux normes équivalentes peuvent étre 1'une uniformément
convexe et pas 'autre, cf. dans IR%.) Dessin (norme 1 et 2). C’est une version uniforme sur les points
d’une convexité stricte de la boule.

Théoréme 92 (de Milman-Pettis). Tout espace de Banach uniformément conveze est réflexif.
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Démonstration. On fait une preuve légérement moins élémentaire que dans Brézis, mais que l'on
trouve plus parlante :

(1)On montre que I'on peut étendre la relation d’uniforme convexité a y € E”, J(z) € E",x € E.
Par le lemme de Goldstine, comme ||y|| < 1, on a une suite généralisée (z;);cr et z; € E,||x;]| < 1
telle que J(x;) —=* y pour o(E", E').

Or J(z) — J(z;) —* J(x) —y, donc pour f € E' |[J(z) — J(x)|](f)] — |[J(x) — y](f)| et
[[J(z) = J(x)](f)] < |If]l || — || donc en passant & la liminf

[J(2) =yl(N) <sup inf [|f]] [z — ;|
i J=igel
et en passant au sup sur f dans la boule unité (on refait la preuve pour les suites généralisées
bornées de la proposition [47] 2.)

J(x) — < sup inf T — X,
176) = sller <sup_int 1z =

Donc si on suppose ||J(x) — y||gr > € comme dans la convexité uniforme, on a pour un i € I,
inf;>; jer || — ;|| > €. Pour tout j > 7 on a ||z — z;|| > € on a par hypothese ||I+%H < 1—0 donc

+e L +a; J
sup;si jer ||*52]| < 1 — & Donc a fortiori comme avant vu J(*52) —* )ty

+ x;

< sup inf <1-6.

E jel j>u,jel

o

On pourrait faire le méme raisonnement en x pour montrer que forcément E” est uniformément
convexe (ce qui était attendu puisqu’a la fin E” = J(F))

(2) On conclut maintenant en vérifiant que I'uniforme convexité donne une inégalité en norme
a partir d’une convergence faible (grace a 'uniformité des constantes...) On va ainsi montrer que

J(Bg(0,1)) est normiquement dense dans By~ (0, 1)( donc J(Bg(0,1)) est normiquement dense dans
Bpgn(0,1) la boule normique fermée, mais comme J(Bg(0,1)) est déja fermé comme E est complet,
on déduit que ces deux boules sont égales).

Soit x € B (0,1) et f € E', ||f]| <1 avec |z(f)| > (1 —46/2)||x]].

On regarde le voisinage V' = {y € E”, |(y — z)(f)| < d||z||} de la topologie o(E", E"), par densité

du lemme de Goldstine, il existe X € FE, || X|| < ||z|| avec J(X) € V donc
J(X)+x J(X)+x —z)(f)
=z l=———l = z(f)] - 5

En appliquant la contraposée de l'uniforme convexité du (1) a J(X)/||x||, z/||x||, on obtient

(J(X)

[ > (1= 0)l|=|

(X)) = =[] < el|]].

Ceci conclut a la densité normique voulue. O

4.2 Exemples

Ezemple 36. Pour p o-fini, pour 1 < p < oo, LP(Q, ), P(IN) est réflexif (par le théoréme de
dualité /représentation de Riesz). L’espace de Sobolev W1P(I) est donc aussi réflexif dans ce cas
comme sous espace de LP(Q, p) @F LP(Q, u) ~ LP(Q, u) &' LP(Q, 1) (avec norme équvalente).
Ezemple 37. L*(]0, 1], ), L°°([0, 1], ) ne sont PAS réflexif, car les espaces L', /! sont séparables et
leur dual L>° > ne lest pas (la réflexivité contredirait le théoréme (90| (2).
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Ezemple 38. ¢;(IN), (*(IN), (>(IN), K(H),TC(H), B(H) avec H Hilbert de dimension infinie ne sont
pas réflexifs, car (co(IN)” = ¢*°(IN) # J(co(IN)), (K (H))" = B(H) # J(K(H)) (Id n’est pas compact
par le theoréme de compacité de Riesz en dimension infinie, et J Iinclusion standard). Les autres
résultats se déduisent par dualité.

Lemme 93. Pour p o-fini, pour 1 < p < oo, LP(Q), 1) est uniformément conveze.

Démonstration. On admet le cas 1 < p < 2 (cf Brézis pour une référence). Le cas p > 2 vient de la
premiére inégalité de Clarkson (généralisant I'identité du parallélogramme)

f+yg
2

p f_
9
15
p

P
< SUIFIE+ lglly)
p

on prend alors § = 1 — (1 — (¢/2)P)'/P. En intégrant I'inégalité voulue vient du cas f = a,g = b
des nombres. On remarque (a? + b < a? + b%)?/2 par étude de variation d'une fonction (car b = 1)
et homogénéité.

Puis par I'identité du parallélogramme et la convexité de |z|?/? on obtient :

P 2\ P/2 2 2\P/2 4
Q%# ) (1 +5) < Sar+ )

IN

f+g 2 I f-g
‘ 2 2 +H 2 2 9

p+Hf—g

5 Compacité pour la topologie faible

On a d’abord un résultat général (dont le sens utile est évident).

Théoréme 94 (de Kakutani). Un espace de Banach E est réflexif si et seulement si sa boule unité
fermée est faiblement compacte (donc pour o(E,E"))

Démonstration. Si E réflexif, alors E = E" et o(E, E') = o(E", E’) donc la compacité préfaible vient
du théoréme de Banach-Alaoglu.

Réciproquement, supposons la boule B compacte o(FE, E’) et considérons J : E — E” est nor-
miquement continue, donc continue pour o(E, E') — o(E", E") donc a fortiori pour o(E, E') —
o(E",E") (topologie d’arrivée plus faible). Donc (par image continue) J(B) est compacte pour
o(E", E") donc fermé, mais elle est aussi dense dans la boule du bidual par le lemme de Goldstine,
donc elle lui est égale et J surjective. [

Remarque 10. On peut revoir la stabilité de la réflexivité par sous-espace en utilisant ce résultat
(ex0).
5.1 Cas de L'(Q, P), P probabilité et uniforme intégrabilité [facultatif]

On considére ici un espace mesuré (§2, P) avec P(€2) = 1 (une probabilité¢). On note E(X) =
[ XdP,

Définition 35. Une famille (X;);c; de variables de L'(£2, P) est dite uniformément intégrable
(u.i.) si

lim sup/ | X;|dP = 0.
‘X¢‘>C

Cc— 00 el
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Le résultat suivant montre qu’étre uniformément intégrable est équivalent a la compacité sé-
quentielle faible dans L'(2, T, P). C’est pourquoi cette notion est importante pour la théorie des
martingales en probabilité. La théorie des martingales (& valeur espace de Banach) a d’ailleurs de
nombreux liens avec la géométrie des espaces de Banach (cf. travaux de Gilles Pisier, livre & venir...)

Théoréme 95 (Dunford-Pettis). Soit une famille F' dans L*(Q, T, P) avec T une tribu dénombra-
blement engendrée. On a ’équivalence entre

1. F est uniformément intégrable

2. Toute suite (X,,) de F admet une sous-suite (X,,,) ayant pour limite faible X € L', c’est-a-
dire :
Ve L*(Q), E(X,, —X)f)—0.

3. F est bornée dans L' et pour tout € > 0, il existe n > 0 tel que si A € T vérifie P(A) < n
alors pour tout f € F, E(14]f]) <e.

C’est, surtout ’équivalence entre 1. et 2. qui est difficile et porte le nom de théoréme de Dunford-
Pettis. L’hypothése “dénombrablement engendrée" n’est pas nécessaire (cf. Delacherie-Meyer Proba-
bilités et Potentiel Vol 1 p 27 dont les idées de la démonstration suivante sont tirées) mais nous la
faisons pour simplifier.

PREUVE : On commence par I’équivalence entre 1 et 3. Supposons 3. et fixons € > 0, n t.q. P(A) <7

o N sup N B(Xa)
implique E(14]|X,[) < e. Par linégalité de Markov P(|X,| > ¢) < —2<—r
sup, I\ B(Xa)

< n dés que

c> g , en appliquant alors a A = {|X,| > c}, on déduit sup, E(1{x,>|Xn|) < € Et
donc lim,_,o sup,, E(1{x,|>c}|Xn|) = 0 qui est 'uniforme intégrabilité recherchée.

Réciproquement, pour ¢ > 0 fixé, on prend ¢ > 0 tel que sup, E(1fx, >}/ Xn]) < €/2, (en
particulier

E(|1X.]) = E(Lgx, 2 Xnl) + E(Lx,)<e | Xnl) < c+€/2

donc (X,,) et bornée dans L', de sorte que
E(14[Xn]) = E(Lalyx, 20 | X ) FEalfx, <} [ Xn]) < E(Lgx, 20 Xn)+E(1al{x,<cc) < €/2+P(A)c

qui est borné par € dés que P(A) <1 = ¢/2c¢ qui convient.

On suppose maintenant 3 et on montre 2. Si T = o0(A,,n € IN), A l'algébre engendré par les A,
c’est a dire les unions finies d’intersections finies de A,,, AS (qui n’est en général pas une o algébre
mais) qui est stable par, complémentaire union finie et intersection finie. Il est facile de voir que A
est dénombrable.

En séparant les parties réelle/imaginaire puis positive /négative, on peut supposer X,, > 0 et par
extraction diagonale, on trouve (ny) telle que E[X,, 14] — u(A) converge pour tout A € A.

Il est facile de voir que u(2) < oo vu que (X,,) est bornée dans L' (par 3.) u est additive sur les
unions disjointes finies (par additivité de A — E[X,, 14] qui est une mesure et passage a la limite).
De plus, par 3., soit € positive, on a un 7 tel que P(A) <7 implique E[X,,, 14] < € donc u(A) <e.

En particulier si P(A) =0, on a u(A) = 0.

Un résultat classique de théorie de la mesure dit que u s’étend de fagon unique sur o(.A) en une
mesure u* (cf. par exemple livre de Probabilités de Barbe-Ledoux Th 1.4.9). 1l est facile de voir que
I'on a encore si P(A) =0, on a u*(A) = 0. Donc, u* < P et par le théoréme de Radom-Nikodym, il
existe X € L' telle que E(X14) = u(A) = lim,—,py E[X,, 14]. Il en est done de méme pour toute
fonction étagée f,, (resp. g,,) d’une suite décroissante (resp. croissante) convergeant vers f mesurable
positive bornée.

65



Dot on a les deux inégalités donnant 1’égalité

limsup E[X,, f] < lim E[X,, f.] = E(Xf,) = E(X/)

n—00 n—00

liminf E[X,, f] > lim E[X,, ¢, = E(Xg,) = E(X/f).

n—oo

On a donc obtenu 2.

On prouve l'implication de 2. vers 3. par contraposée. Si F' n’est pas bornée, on a une suite
(X,) de F non bornée, donc comme une suite faiblement convergente est bornée, X,, n’a pas de
sous-suite faiblement convergente. Si X,, est bornée mais qu’il existe ¢ > 0, A,, P(4,) < 1/n avec
E(X,14,) > €. On doit voir que X,, n’a pas de sous-suite faiblement convergente.

1l suffit de monter qu’une suite faiblement convergente (X,,) dans L' (donc bornée dans L') vérifie
(3). On va le déduire du théoréeme de Baire appliqué a Pensemble ® = {14, 4 € T} C L'(R2) qui est
fermé (limite est aussi limite d’une sous-suite préfaiblement dans L™ et vérifie f2 = f donc est a
valeur {0, 1, } donc f = 14) donc complet. Soit € > 0 et le fermé

Fy = {U € ®,¥n,m > j|E(X,U) — E(X,,U)| < ¢}

UF; = U car E(X,U) converge comme X, faiblement convergente. Donc par le théoréme de Baire
Int(F;) # 0,s0it V =14 € Int(F;),onan > 0avec ||[1p—14|]1 < nimplique |E(X,15)—E(X,,15)| <
e pour m,n > j. Enfin si on choisit 7 < 7 tel que si P(B) < ' |E(X;1p)| < € pour i < j. En
appliquant & BN {X,, > 0} et BN{X, <0} on obtient E(|X,|1¢) < 2e.

Alors pour n > j, comme 1¢ = lgua — Lance on a

E(X,1c0)| < |E(Xnloua — Xnla)| + |E(Xnlance — Xn1a)|
< |E(Xjloua — Xjla)| + [E(X, 1ance — Xj14)|
_|_

E(X, loua — Xjloua)| + | E(Xnlance — Xjlance)

+ 2|E(X]1A - anA)| S 8¢

dés que P(C) <7/ (ce qui implique ||1ance —Lal|1, [|1avc —1al|l1 < n permettant de borner les termes
avec j,n par la conclusion de A € Int(L;), les autres vérifient |E(X;1cua — X;14)| < E(1X;|10)).
Comme un B C C' vérifie la méme hypothése, on peut appliquer & C N {X,, > 0} et C N{X, <0}
et obtenir pour tout n > j (donc pour tout n) si P(C) <17 :

E(|X,|1c) < 16e.

On a donc l'uniforme intégrabilité demandée sous forme (3). n

6 Applications a optimisation

6.1 Meéthode directe de minimisation

Le résultat suivant va exploiter simultanément les propriétés de la topologie faible o(E’, E”) et de
la topologie faible-x o(E’, E') quand F est réfléxif. On présice le résultat du chapitre 3 on obtenant
des miniseurs a partir de suites minimisantes. ('idéal serait que toute suite minimisante converge
vers un miniseur, on parle alors de probléme bien-posé, c’est le cas par exemple si par convexité
stricte le minimum se trouve étre unique).
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Théoréme 96. Soient & un espace de Banach réflexif et C C E un convexe fermé non-vide et
f: C =] —o00,00| une fonction conveze, s.c.i. avec f # +oo telle que
lim xr) = +o0o
zGC,HxHHoof( )
(Il n’y a donc pas de condition supplémentaire si C' est borné).

Alors, tout suite minimisante x,, de f (c’est-a-dire telle que f(x,) — infyec f(x)) admet une
sous-suite faiblement convergente vers un point atteignant un mintmum de f.

Démonstration. 1l existe a € C avec A = f(a) < oo Si f(z,) — infyec f(x), on a pour n large
f(z,) < fla)+10r {z € C|f(x)] < f(a)+ 1} est bornée, par la condition de limite a I'infinie. Donc
(x,) bornée.

Par la proposition [91] la boule unité fermée de E est séquentiellement faiblement compacte,
donc (x,) a une sous-suite préfaiblement convergente vers un x. Forcément, comme f est sci donc
faiblement sci sur A convexe fermé donc faiblement fermé,

f(z) < liminf f(z,) = inf f(x).

n—00 zeC

6.2 Principes de Minimisation approchée

Le but est de remplacer le probléme de minimiser f par celui de minimiser f 4 p avec p une
perturbation arbitrairement petite pour que le minimum soit atteint (voire peut-étre méme bien
posé).

Parmi les nombreux résultats liés a la géométrie des espaces de Banach (cf Handbook of the
geometry of Banach spaces, chapitre 10), on va appliquer le plus courant, le théoréme d’Ekeland :

Théoréme 97. (d’Ekeland) Soit (E,d) un espace métrique et [ : E —] — 00,00 une fonction
avec D(f) # 0, bornée inférieurement et s.c.i. Soit € > 0 et u minimum approché, c¢’est-a-dire
f(u) <infg f +e.

Alors, pour tout X > 0, il existe z € E tel que

1. z est l'unique minimum de f + {d(., z),

2. d(u,z) < A,

3. f(2) < f(u).

La preuve est admise (cf le livre de Francis Clarke Functional Analysis Calculus of variation and

optimal control p 89)

Corollaire 98. Soit E' IR-espace de Banach et C un conveze fermé non vide et F': C' — IR convezxe
s.c.i et bornée inférieurement. Alors, pour tout € > 0 il existe f € E' avec ||f|| < € et telle que F+ f
atteint son munimum.

Démonstration. Si F(z) <infp F +e On a ¢ € C tel que F + €||. — || atteint son minimum en

To soit pour tout z € C'
F(z) 2 F(x) — €|z — o[-

On considére les convexes B = Epi(F) C C & IR convexe fermé et

A={(z,t) € ExR,1 < F(xo) — ¢€[|x — xo|[}
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de sorte que Int(A) = {(x,t) € E x R, t < F(xg) — €||x — x0||} est disjoint de B et convexe ouvert,
donc on le sépare par la premiére forme géométrique de Hahn-Banach.
On obtient g € E', A € IR avec pour (z,t) € Epi(F),(y,s) € A
g(x) + Xt >c> g(y) + As.

Si on avait A = 0 on a une contradiction avec * = y. En prenant y = x9g = x on obtient
g(xo) + At > ¢ > g(zo) + AF(x0) pour tout t > F(zg) ce qui pousse A > 0 et donc A > 0. En divisant
par A on suppose A = 1.

Comme, (zg, F(z9)) € AN B et A= Int(A), on trouve ¢ = g(zo) + F (o).

On a donc en prenant (z, F(z)) € B :

g(x) + F(x) > g(xo) + F(xo)
donc g + F' atteint un minimum en z, et
9(wo) + F(x0) > g(x) + F(x0) — €f|z — zo]|
soit g(x — o) < €||z — xo|| donc ||g|| < e donc g = f convient. O

Remarque 11. On verra en TD en conséquence le théoréme de Bishop-Phelps : Sur un convexe borné
fermé non-vide C' d’un espace de Banach E. L’ensemble des éléments de E’ qui atteignent leur
supremum sur C' est normiquement dense.
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