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Chapitre 0

Espaces Vectoriels Normés

1 Rappels sur les espaces vectoriels normés

1.1 Rappels sur les espaces vectoriels

Dans tout le cours, IK = IR, (le corps des nombres réels) ou € (le corps des nombres complexes).
|A| est la valeur absolue ou le module de A € IK.

Définition 1. Soit F # () un ensemble muni de deux lois notées + et -. On dit que (E,+,-) est un
K-e.v. si:
a + est une loi de composition interne + : F X E — FE tel que (F,+) est un groupe abélien,
c’est-a-dire :
i + est associative Va,y,z € E,x+ (y+2)=(x+y)+ 2
ii + est commutative Vz,y € E,x+y=y+x
iii il existe un élément neutre 0 : 0+ =z
iv tout  admet un opposé (—x) unique tel que z + (—x) =0
b -: K x E— FE est une loi externe, telle que VA, u € IKVx,y € E :
iA-(z+y) =X+ Xy
A (p-2)=(Ap) -2
i A +p)-z=X-ox+p-x
iv (l-z)==x
On note A - x = Az

1.2 Norme sur un espace vectoriel

Définition 2. Soit F un IK-e.v. Une norme sur F est une application n : E — [0, +o00[ telle que :
i Ve e E, A€ Kn(\z) = |\n(z) (homogénéité)
i Vo,y € En(z+y) <n(z)+n(y) (inégalité triangulaire ou sous-additivité)
iii Vo € E'n(zr) =0 <= 2z = 0 (séparation)
Souvent on note n(z) = ||x||, sauf dans 'exemple £ = IK,n(z) = |z|. Un couple (E, ||.||) est appelé
espace vectoriel normé (evn). Si seulement (i)-(ii) sont vérifiés, on parle de semi-norme.

On note B(a,7) la boule ouverte de centre a et rayon r, Br(a,r) la boule fermée. Int(A) et A
I'intérieur et I’adhérence de A.



Définition 3. Une partie A de E, e.v.n., est dite compleéte si toute suite de Cauchy de A converge
dans A. Si E est complet on dit que c’est un espace de Banach.

Proposition 1. (Inégalité triangulaire inverse) Soit (E, ||.||) un evn.

Yo,y € E [l — [yl | < lle -yl

Démonstration. Cas ||z|| > ||y|| : Comme ||z|| = ||z —y + y|| < ||z — y|| + ||ly|| par l'inégalité
triangulaire, on en deduit | [[z]| = [ly]| | = [lzl| = Il < [lo - yl|.
Dans le cas ||y|| > ||z||, on échange = et y par symétrie. O

Proposition 2. Un evn E est complet si et seulement si toute série absolument convergente est
convergente.

Démonstration. Si E est complet et (z;) est absolument convergente, la suite des sommes partielles
S, = >0 x; vérifie, pour ¢ > p, [|S, — 54| < ZZ;; ||z;|| donc comme > 7, ||z;]| est convergente
donc de Cauchy, on déduit que (S,) est de Cauchy donc converge.

Réciproquement, si toute suite absolument convergente converge, soit (z;) une suite de Cauchy. Il
suffit de montrer qu’elle admet une sous-suite convergente pour voir qu’elle converge. Par la propriété
de Cauchy, on trouve par induction ||z, ,, || avec ||z, ,, — @, || < 55 de sorte que la série télescopique
Y Ty, — Tn, est absolument convergente donc converge, et donc la sous-suite (z,,) converge. [

2 Exemples

Ezemple 1. Si E = IR" on a les normes classiques, si X = (z1,...,2,) p € [1,00][ :

n
1X115 =D |zl
=1

X1 = o
On remarquera que pour p < 1 la formule de ||X||, ne donne pas une norme, par exemple
(L, D)]l12 =22 =4>|(1,0)[]1/2 + |[(0,1)[]1/2 = 2 ce qui viole I'inégalité triangulaire.

Ezxzemple 2. SiG = ExF avec (E,||.||g), (F,||.||r) des evn. On définit : ||(z,y)||c = max(||z||g, ||y||F)-
C’est une norme sur GG (exo) appelée norme produit ou norme somme directe G°.
On note G = E & F.

Ezxemple 3. Si G = E x F avec (E,||.||g), (F,|[.||r) des evn 1 < p < oc. On définit : |[(z,y)|[} =
l|z||% + ||y||%. C’est une norme sur G (exo) appelée norme somme directe @ (ou norme coproduit
dans le cas p =1). On note G = E &, F.

Ezemple 4. Si E = C%([a, b],IR) 'ensemble des fonctions continues sur [a, b], on a les normes :

b
17l = [ s,
71l = sup 15(6)

tela,b]

Cette derniére norme est la norme de la convergence uniforme.



Exzemple 5. c¢o(I) est 'ensemble des suites (z;);er qui tendent vers 0 dans le sens ou si € > 0, il
existe une partie F finie telle que |z;| < € pour tout ¢ ¢ F. On munit ¢y(/) de la norme sup :

|2||se = sup |z;| < oco.
el

(>°(I) est 'ensemble des suites bornée (x;);c; avec la méme norme ||z||.

Ezemple 6. (*(I) est Pensemble des suites (x;);c; sommables, tel qu’il existe une constante C, tel
que pour toute partie F finie telle que >, . |[#;] < C. On munit ¢'(I) de la norme :

[lz[l = s%pz i =2 ) Jai] < 0.

1€EF el

3 Normes équivalentes

Définition 4. Soit F un e.v. deux normes n; et ny sur E sont dites équivalentes si
de,C > 0,Vx € E, cny(x) < ng(x) < Cny(z).

On note alors n; ~ na.

Remarque 1. L’équivalence des normes est une relation d’équivalence, c’est a dire qu’elle est réflexive
(n1 ~ mq), symétrique (ny ~ ny = ny ~ ny) et transitive ( ny ~ ng, Ny ~ N3 = ny ~ nz). Si deux
normes sont équivalentes les notions d’analyses (limite, continuité, ...) sont les mémes pour les deux
normes.

Ezxzemple 7. Dans IR", ||.||1,]|-|]2;|]-]|cc sOnt équivalentes, comme toutes les normes en dimension
finie.

Ezemple 8. Dans C°([0,1],R), ||-||1,||-]|2, ||- || ne sont PAS équivalentes. Soit par exemple u, () =
x™. u, converge simplement vers une fonction non-continue donc ne converge pas uniformément (pour

[ ]]oe) mais |[unlls = 5, [|unll3 = 5755 — 0 donc aucune de ces normes ne sont équivalents a la
norme uniforme (||u,||oc = 1). De plus HZ:H; — 0 donc les normes ||.||1,]].||2 ne sont pas non plus
équivalentes.

4 Applications linéaires continues

On considére (E, ||.||) et (F,||.||) deux evn.

Définition 5. Soit A C E, une application f : A — F est uniformément continue si :
Ve> 0,3 > 0:V(z,y) € A |z —yll <n=||fx) - fy)ll < e
Une application f: A — F est a-Holdérienne avec o €]0, 1] si il existe une constante C' > 0 :
V(z,y) € A% || f(x) — f(W)I] < Clla —y[|™.
Une application f: A — F est K-lipschitzienne avec K € [0, +o0] si :

Y(@,y) € A% |If (@) = F)Il < Kllz — yl|.



Rappel 2. Une application u : £ — F est dite linéaire si :
(i) Yo,y € E u(z +y) = u(z) + u(y)
(i) Vz € E, X € K, u(Ax) = Au(z).

Proposition 3. Siu: E — F est une application linéaire, les assertions suivantes sont équivalentes :
1. w est lipschitzienne.

u est continue.

u est continue en 0.

u est continue en un point.

Il existe a € E;n > 0 tel que u(B(a,n)) C B(u(a), 1).

6. u est bornée sur la boule unité : Il existe M < oo telle que, si ||z|| <1 alors

lu(@)|] < M.

Démonstration. 1. = 2., 2. = 3.,3. = 4.,4. = 5. sont évidentes. Si on suppose 5. pour montrer 1., il
existe n > 0 tel que si ||x —al| < n alors ||u(x) —u(a)|| < 1. Soit h € E, x = a+ hn/||h|| de sorte que
||z — a|| < n, on déduit donc ||u(h)||n/||h|| = ||u(x — a)|| < 1 cest-a-dire |[u(h)|| < ||h||/n et donc
pour tout z,y en utilisant encore la linéarité u(z —y) = u(z) — u(y), on obtient :

uz) — ()] < %le !

donc u est 1/n lipschitzienne.
1. implique 6. et comme ||u(z)—u(y)|| = ||u(z—y)|| < M||xz—y|| en appliquant 6 & (z—y)/||z—y]|,
on déduit 1. de cela. ]

Ezxzemple 9. Soit (E,||.||g), (F,||.|]|r) des evn. On note G = L(E, F) = B(FE, F') I'espace vectoriel
des applications linéaires continues &£ — F. On définit la norme subordonnée :

ulll = sup [[u(z)]|F
[|z||p<1

C’est une norme sur G (exo).

Exzemple 10. Dans le cas E = F = (*(I) =: H on obtient I'exemple important B(H) = L(¢*(I); (*(I))
des opérateurs bornés (autre nom des applications linéaires continues) sur l'espace de Hilbert H.

Proposition 4. Si ¢ : E — IK est une application linéaire (forme linéaire), ¢ est continue si et
seulement si son noyau H = Ker ¢ = ¢~ ({0}) est fermé.

Démonstration. Si ¢ est continue, ¢~ *({0}) est fermé comme image inverse d’un singleton, qui est
fermé. Réciproquement, supposons ¢ non nulle, soit e tel que ¢(e) = 1. Comme le complémentaire
de H est ouvert soit > 0 tel que B(e,r) C HC.

Montrons par 'absurde que pour tout = € B(e,r), ¢(z) € B(1,1). En effet, sinon soit x avec
|0(x) =1] > 1. Sit = —o(x)/(1=d(x)), on ¢(te+ (1 —=t)x) = t1+(1-t)p(x) = t(1 = ¢(x)) +¢(x) = 0.
Or [[te+ (1 —t)z —e|] = |1 —t|||Jx —e|]] = ||z —el||/|o(x) — 1] < r une contradiction car alors
y=te+ (1—1t)x € Ble,r) N H.

On a donc vu ¢(B(e,r)) C B(¢(e),1) d’ou ¢ continue par la proposition précédente.



Définition 6. Une application linéaire u : E — F est dite contractante (resp. strictement contrac-
tante) si elle est 1-lipschitzienne (resp k-lipschitzienne avec k < 1) soit :

Vo € B, |[u(z)]] < [lz]], (resp. |[u(@)]] < Kl[x]).
Une application linéaire u : £ — F' est une isométrie si :
Vz € B, |[u(z)]] = |||
Proposition 5. Une isométrie est toujours injective.

Une isométrie u : F — F identifie donc FE au sous-espace vectoriel u(E) C F avec la norme
induite.

Démonstration. Si u(x) = 0 alors 0 = ||u(x)|| = ||z|| donc par séparation z = 0. O

5 Espace dual

Définition 7. L’espace E' := L(FE,IK) des formes linéaires continues sur un e.v.n. £ est munie de
la norme d’opérateur

1fller == sup |f(2)].

2B |[2l|<1

Proposition 6.
(C1(1)) = £2(1).

Démonstration. On définit T : £>°(I) — (¢1(I))’ par :
T((u))[(v:)] = Y wv.
Bien siir, on a 'inégalité montrant que 7" est bien défini et contractant :

T ((u)[@)]l < Y Jual Joil < Jolloe Y Jusl-

i€l el

Montrons que T est surjectif. Soit f € (¢'(I)) et e; la suite valant 1 en i et 0 ailleurs. Soit
u; = f(e;), alors |u;| < ||f||e donc (u;) € €°(I), montrons que f = T'((u;)).

En effet, si v est a support fini, f(v) = T((u;))(v) par linéarité mais comme les deux cotés sont
continus en v et que (par définition) les suites a support fini sont denses dans ¢!(I), on obtient
f = T((ws).

Montrons que 7" est isométrique. Mais ||T'(u;)|| > |T'(u;)(e;)| = |ui| done ||T'(u)|| > ||(ws)]]eso(ry
et on obtient donc I'égalité.

O]



6 Rappels des propriétés particuliéres des evn de dimension
finie.

6.1 Complétude (Preuves facultatives)

Théoréme 7. Tout evn de dimension finie est complet.

Démonstration. C’est évident en dimension 1. On montre donc le résultat par récurrence sur la
dimension. On suppose donc le résultat acquis en dimension strictement inférieure a n, soit (E, ||.||)
de dimension n. Soit ¢ une forme linéaire non nulle sur £, son noyau F est de dimension (n — 1),
donc par hypothése de récurrence (F, ||.||) (muni de la restriction de la norme de F) est complet. Par
conséquent F' est fermé dans F, donc ¢ est continue.

Soit e € E avec ¢(e) = 1. L’isomorphisme linéaire u : (A, f) — Ae + f de IK x F' (avec la norme
produit donc complet par la proposition 6) sur E est continue (2-lipschitzien). Son isomorphisme
réciproque est donné par :

Ve e B, v '(z)=(¢(x),r — d(x)e).

u~! est donc aussi continue comme ¢. u étant lipschitzienne (car linéaire continue), si (x,), suite de
E, est de Cauchy u(z,) l'est aussi donc converge par complétude de IK x F, d’ou z,, = v (u(z,))
converge aussi par continuité de u 1. O

6.2 Applications linéaires

Rappel 3. Si E de dimension n et F' de dimension p. Soit (eq, ..., e,) une base de E, (fi,..., f,) une
base de F'. Une application linéaire v est décrite par sa matrice A = (a;;)icj1,p),je,n] dans ces bases.

Alors, si x =377 wjej et y = u(z) = 37, y; fi, on rappelle que :

n
Yi = E AijTj.
J=1

On définit aussi la base duale (€7, ..., ;) de 'ev des formes linéaires sur F caractérisée par €} (ey) =
1si 7 =k et 0 sinon. En conséquence, pour tout z € E :

n

u(z) = Z%’U(%’) = er@)uley).

Jj=1
Théoréme 8. Toute application linéaire entre evn de dimensions finies est continue (et méme lip-
schitzienne).

Démonstration. En utilisant la représentation du rappel

n

u= Z u(e;)er,

=1

il suffit de montrer que les formes linéaires e’ sont continues. Mais Kere! est un sous-espace vec-
toriel de dimension finie donc complet (Théoréme , donc fermé dans E, d’ou la continuité voulue
(proposition [4)). La lipschitzianité vient de la proposition [3| O



6.3 Equivalence des normes et conséquences.

Théoréme 9. Toutes les normes d’un espace vectoriel normé de dimension finie sont équivalentes.

Démonstration. Si ||.||1, et ||.||2 sont deux normes sur E. l'application linéaire identité v = Idg vu
de (E,||.||1) vers (E,||.||2) est continue ainsi que son inverse u~* (théoreme [§)), donc elles sont C et
1/c-lipschitzienne respectivement (proposition . On en déduit, pour tout z € E :

[|z[]2 = [lu(z) = w(0)]]s < Cflz]s,

. _ 1
[l = lle™ (z) = O] < =[]z,

d’ou I’équivalence des normes souhaitée. O

6.4 Compacité

Théoréme 10. [de Compacité de F. Riesz] Soit E un e.v.n. la boule unité fermée de E est compacte
(pour la topologie de la norme) si et seulement si E est de dimension finie.

Démonstration. Si E est de dimension, finie, toutes les normes sont équivalentes, donc on peut
prendre la norme |[|.||o, une suite bornée les suites coordonnées sont bornées, et on extrait successi-
vement des sous-suites pour que chaque coordonnée converge (cas réel), donc on a convergence pour
||-||co- Réciproquement, si la boule unité de E est compact, elle admet un 1/2-recouvrement par des
boules dont les centres engendrent un sev Y de dimension finie de sorte que Br(0,1) C Y+ Bg(0,1)/2
et par récurrence, Br(0,1) C Y+ Bp(0,1)/2™ et donc comme Y est complet donc fermé, Br(0,1) C Y
et donc £ C Y par homogénéité. F est donc de dimension finie. O]

Remarque 4. Pour retrouver des compacts en dimension infinie, on peut se restreindre a des ensembles
plus petits que les fermés bornés (Th d’Ascoli), quitter les e.v.n. (par ex espaces C*°(£2)), ou chercher
des topologies plus faibles que celle de la norme. On étudiera plus ce dernier point dans ce cours.

7 Intégrale de Riemann a valeur Espace de Banach

Nous référons par exemple au Gourdon d’Analyse pour cette section. Soit F' un evn complet. Soit
A C IR un intervalle. On définit £ = CM (A, F') 'ensemble des fonctions continues par morceaux sur
A a valeur F.

C’est un Evn pour la norme de la convergence uniforme, si f € F :

f1le = sup |[f()][F
teA

On va utiliser le théoréme suivant de prolongement des applications linéaires continues pour
définir I'intégrale a valeur dans F'.

Proposition 11. Toute application linéaire continue u d’un sous-espace vectoriel dense D d’un evn
E vers un evn complet F' se prolonge en une unique application linéaire continue v : £ — F, ayant
la méme constante de lipschitzianité que u.



Démonstration. Soit x € FE, et par densité x, € D, x, — x. Comme u est continue donc K-
lipschitzienne (par proposition [3|), u(x,) est de Cauchy, donc converge vers z € F' par complétude.
Soit 4, — x une autre telle suite, alors ||u(y,) —z|| < ||u(z,) —ulyn)||+]|u(z,)—2|] < K||xp—yn]|+
||u(xy,) —2|] — 0. Donc la limite z ne dépend pas de la suite choisie. On pose v(z) = z. En particulier,
v étend u (en considérant la suite constante). Si x,, — x,y, — y en passant a la limite dans la relation
u(ax, + Byn) = au(x,) + fu(y,), on déduit que v est linéaire et avec ||u(x, — yn)|| < K|z, — yall,
on déduit que v est K-lipschitzienne. Par densité de D on déduit I'unicité de v. O

Soit ¢ une fonction en escalier de ¢ : [a,b] — F evn complet, c’est a dire qu’il existe une suite
ap=a < a; < ... <a, =btelle que ¢(x) = ¢;_1 pour = € [a;_1,q;). On définit 1(¢) = f[a g P(t)dt =

Yo (a; —a;—1)¢P(a;—1). I est une application linéaire continue, car par I'inégalité triangulaire

@) <Y lai = aiallléai)lle < [18]]elb - al-
=1

Comme les fonctions en escalier sont denses dans les fonctions continues par morceaux, la proposition
précédente permet d’étendre I'intégrale comme quand F' = 1R et on a :

Définition 8. L’intégrale des fonctions continues par morceaux CM (A, F') est 'unique prolongement
linéaire continu de I'intégrale des fonctions en escaliers, noté f; dtf(t) = fab f@t)de.

Proposition 12. (Inégalité triangulaire) || [* dtf(t)||r < [7 dt||f(t)]|r-

Démonstration. . ,
1 D)r <D lai = aia|ll¢(ai)llr = / | (t)]| pdt
i=1 @
pour ¢ en escalier et on prolonge par continuité. O

On a toutes les propriétés usuelles, Chasles, linéarité, en particulier si F' = R" et f = (fi, ..., fn)

[P F@dt = ([0 fi(t)dt, .., [° falt)et).



Chapitre 1

Intégration, Convolution, Définition des
Espaces LP

1 Rappels d’intégration abstraite

On pourra se reporter au chapitre 1 d’Analyse réelle et complexe de Walter Rudin. Soit (2, T, u)
un espace mesuré (7 la tribu, p la mesure). Pour simplifier, on utilise toujours des espaces
mesurés o-finis, c’est-a-dire avec une suite (4,) n telle que U, A, = Q et u(A,) < oo.

Ezemple 11 (mesure de comptage). 2 = IN, avec la tribu 7 = P(2) ensemble des parties de €.
1(A) = Card(A) définit une mesure o-finie.

Ezemple 12 (mesure de Lebesgue). Q = IRY, avec la tribu B I'ensemble des parties boréliennes
de Q. C’est la plus petite tribu contenant les ensembles ouverts. On suppose connue la mesure de
Lebesgue Leb I'unique mesure définie sur B, finie sur les compacts et invariante par translation sur
IR?, unique & une constante multiplicative prés fixé par Leb([0,1]%) = 1. (cf. Rudin Th 2.20 p 59).
On note dLeb(zx) simplement par dx

Ezemple 13 (mesure de probabilité). Si p(2) = 1 on parle de mesure de probabilité. (a fortiori elle
est o-finie.)

Vous avez vu durant le cours d’intégration, les espaces des fonctions intégrables
LY, T,p) = {X : Q — IR mesurable \/[X]d,u < 00}

LYQ,p) = LY, T, p) Vespaces des classes d’équivalence pour I’égalité presque partout (p.p.) de
fonctions intégrables.
On rappelle aussi le résultat de base crucial de théorie de la mesure :

Proposition 13. Soit X,Y € L*(Q, 1), (Q, 1) est un espace mesuré o-fini.
1. X SY:>fXdu < de,u . En particulier, X > 0 = fXdu > 0.
2. |Z| <|X| et Z mesurable implique Z € L*(, ).
3. | [ Xdu| < [1X]|dp.
4. (Convergence monotone TCM) Si X,, > 0, X,, suite croissante de fonctions mesurables qui
tend simplement vers X alors [ X,du — [ Xdp.

. (Lemme de Fatou) Si X,, > 0 mesurable, alors liminf X,, est mesurable et flim inf X,,dp <
liminf [ X,du.

&



6. (Convergence dominée TCD) Si |X,| <Y, Y € LYQ,u) et u(X, /~ X) =0 (on dit X, —
Xp.p.) alors [ X,dp — [ Xdu. De plus, si Y € LP(Q,u) pour 1 < p < oo alors X,,, X €
LP(Q, p) et || X, — X]||, = 0.

7. (Fubini-Tonelli) Si Q2 = Qy X Qo, i = g X pe la mesure produit, j; o-fini, pour Z mesurable
positive : wy = [o Z(wi,wa)dpa(wz) est mesurable & valeur [0, 00] et

| 2inte) = | ) / )21, )

8. (Fubini) Si Q = Qy x Qa, u = py X p la mesure produit, p; o-fini, pour X € L*(Q, i) : pour
p.pwr X(wi,.) € LY, po) et wy fQ2 X (w1, ws)dpg(ws) € LY (2, 1) et

| X@iut) = [ ) / ) X e 0).

1.1 Intégrales dépendant d’un paramétre
Soient (£2,7, p) un espace mesuré, E un evn. Soit finalement A C E une partie de F.

Définition 9. Soit f: A x Q — IK. On suppose que pour tout x € A, t — f(z,t) est intégrable (soit
dans Ll(Q T, u)) Dans ce cas, on peut poser :

= fﬂ x,t)dp(t). On définit ainsi une intégrale dépendant d’un parameétre la fonction
F: A —> K.

Théoréme 14. (Théoréme de continuité avec hypothése de domination)
Soit f: AxQ — G.
On suppose :

1. Pour tout x € A, t — f(z,t), est mesurable sur €Q.
2. Pour tout presque tout t € Q,x — f(x,t) est continue en xy € A.

3. (Hypothese de domination) Il existe une fonction intégrable g : Q — IRy, g € LY(Q, T, i) telle

que
Vie QVr e A, ||f(x,0)|] < g(t).

Alors la fonction x — F(x fQ x,t)du(t) est continue en xg.
On remarquera que dans ’hypothése de domination, la fonction g ne dépend pas de z.

Démonstration. L’hypothése de domination garantit que t — f(x,t) est intégrable. Soit x, € A
tel que x,, — xo. Par continuité de x — f(x,t), pour chaque t, f(z,,t) = f(xo,t). On peut donc
appliquer le théoréme de convergence dominée pour conclure

n—oo

lm [ flent / F (o, £)du(t)
Q
]

Exemple 14. (cf TD.) Soit f : IR — C intégrable sur IR. Sa transformée de Fourier est définie par :

= /]R f(t)e™ dt.

Elle est continue sur IR en utilisant une domination par |f|.

10



Théoréme 15. (Théoréme de dérivabilité avec hypothése de domination) Soit f : U x I — IR™ avec
U C IR" un ouwvert.

On suppose :
1. Pour tout x € U, t — f(x,t), est intégrable sur Q.

2. Il existe N avec u(N°¢) = 0, tel que pour tout t € N, la fonction x — f(x,t) admet une i-éme
dérwée partielle sur U.

3. (Hypothése de domination) Pour tout compact K C U, il existe une fonction intégrable gx €
LY() telle que

0
Vt € N,Vz € K, Ha—f(x,t)H < gk (t).
T
Alors la fonction x — F(x) = [, f(x,t)du(t) admet une i-éme dérivée partielle sur U, % e L'(Q)
et :

T) = x,t)d
G = | S ndut)
Démonstration. On peut supposer n = m = 1. On fixe xy et montre la dérivabilité en xy. On pose

h(x,t) = f(x,tx) : isxo’t), si x#xy et h(xg,t)= %(xg,t).

Pour x # x,
0 Fla) = F(zo) _ / h(w, t)dt
T — Zo Q 7 .

Il suffit donc de prouver que z +— [, h(x,t)dt est continue en xo. Par hypothese, t — h(z,t) est
mesurable pour z # z( et par exemple en tant que liminf (sur N ) aussi ex zg et  — h(z,t) est
continue pour t € N. Enfin I'inégalité des accroissements finies donne, pour = # x :

[Ih(z, )| < sup

uE[x0,x) i

! (uat)H <g(t).

La méme inégalité étant évidente en z(, on a la condition de domination et le théoréme de continuité
conclut. ]

Corollaire 16. (Théoréeme de dérivation successive) Soit f: U x I — IR™ avec U C IR" un ouvert
une fonction C* (k € IN x {oo}).

On suppose qu’il existe ¢g, ¢1, ..., O intégrables sur I telles que
N . orf
V(it, sin), it 4+ oo Fip =p <k VY € UVE € I || m———(2,1)|| < ¢p(1).
Oxi'...0xin
Alors la fonction x — F(x fﬂ x,t)du(t) est de classe C* sur U et pourp =i, +...+1i, <k :

t)du(t).
8x 8%" /837 ..0xlin (2, )dp(?)
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2 Relation a la continuité

On verra en TD le résultat suivant :

Théoréme 17 (de prolongement de Tietze). Soit X un espace métrique, F un fermé de X et
[+ F— IR une fonction continue bornée par C', alors il existe une fonction g : X — IR bornée par
C et prolongeant f.

On rappelle qu'un espace topologique est dit localement compact si tout point a un voisinage
(d’adhérence) compact. [Rmq : pour nous, un voisinage d’un point n’est pas forcément ouvert, c’est
seulement un ensemble contenant un ouvert contenant le point|

Lemme 18 (d’Urysohn). Si X est un espace métrique localement compact, V' un ouvert contenant
un compact K, alors il existe f continue a support compact tel que 1x < f < 1y.

Démonstration. Pour tout x € K, soit U, voisinage ouvert d’adhérence compact inclus dans V' (pour
voir que I’adhérence peut étre inclus dans V' il suffit d’intersecter le voisinage avec {y : d(y, V°) > ¢/2}
pour € = d(z,V*)). On recouvre K par un nombre fini de U,, K C U := U, U,, et U = U"_,U,, est
compact et on trouve un ouvert d’adhérence compact W, VO W D U et on pose F = W¢U K. On
définit g : FF — IR par g = 1. Si z, € F, x, — © € K nécessairement pour n grand z,, € U donc
z, € K donc g(x,) = g(x) = 1. De méme si z € W¢, pour n grand, z,, € (U)¢, donc x,, € W€ et
g(x,) = g(x) = 0. Donc g est continue sur F et s’étend en une fonction f : X — IR continue par le
théoréme précédent et en centrant on a méme, 0 < f <1 (|f — 1/2| < 1/2). Donc le support de f

est dans W compact et 1x < f < 1y < 1y ce qui conclut. O

Définition 10. Une mesure de Radon positive sur X localement compact est une mesure positive
définie sur une tribu 7 contenant la tribu borélienne B et telle que :
1. u(K) < oo pour K compact (on parle de mesure de Borel).

2. p est extérieurement réguliére au sens ol pour tout £ € T, on a :
p(E) =inf{u(V)|E C V, V ouvert }
3. p vérifie pour tout E ouvert et £ € T avec u(FE) < 0o, on a :
w(E) =sup{u(K)|E D K, K compact }

4. T est compléte pour pausensousi F €T, AC Eet u(E)=0alors AeT.

Remarque 5. Tous les auteurs ne sont pas d’accord sur cette définition.

Le résultat suivant montre qu'une fonction mesurable est continue sur un ensemble de grande
mesure.

Théoréme 19 (de Lusin). Soit X un espace métrique localement compact. p une mesure de Radon
positive. Soit f une fonction complexe mesurable sur X s’annulant en dehors de A avec pu(A) < oo.
Alors, pour tout € > 0, il existe g continue & support compact avec sup,cx |9(x)] < sup,cx |f(x)| et
telle que :

p{z: f(z) # g(x)}) <€

12



Démonstration. Cas A compact, 0 < f < 1. On pose

on

k
fal@) =) g Lk e (f(2) < fasa(2) < f(2).
k=0
n+1
Remarquons que t, := fui1(2) — fu(?) = 557 Dopo 1[551%7§5ﬁ[(f(:c)) = sorln,, (fo1 == 0) avec
T, C A de sorte que :
f(x) =) tala).
n=—1

Comme dans la preuve du lemme d’Urysohn, il existe un ouvert A C V avec V compact, puis par
régularité extérieure, on trouve V,, ouvert avecT,, C V,, C V et enfin par intérieure régularité sur les
ensembles de mesures finies K,, C T, avec u(V,, — K,,) < 27" 2¢. Par le lemme d’Urysohn, on trouve
h,, continue & support compact avec 1x, < h, < 1y, . On pose

gl@) =Y 27" hy(a).

k=-1

Par convergence uniforme (car normale) de la série, g est continue, a support compact car inclus
dans V. Enfin 27" 'h,(z) = t,(z) sauf sur V,, — K,, donc f = g sauf sur U,(V,, — K,,) qui est de
mesure au plus €

Cas A quelconque, 0 < f < 1. Par régularité, on prend K C A compact avec pu(K — A) < €/2
et on applique & flg le cas précédent en remplagant € par €/2.

Cas général Soit B,, = {z|f(z)| > n} de sorte que NB,, = 0, comme u(B;) < oo en utilisant le
TCM sur 1p, —1p,, u(B,) — 0, on applique & (1—1p,) f en décomposant la fonction en somme de 4n
fonctions a valeur [0, 1] (4 pour décompositions en parties positives, négatives des parties imaginaires
et réelles, et ces fonctions sont dans [0,n] d’oi la décomposition en somme de n fonctions a valeurs
[0,1]). Enfin pour avoir 'inégalité on remplace g par ¢ o g avec ¢(z) = x, |z| < R = sup,x |f(z)| ,
¢(z)Rx/|z|,|z] > R. On a g(x) = ¢ o g(x) pour tout = tel que f(x) = g(x), donc on augmente pas
I’ensemble sur lesquels f et g différent. m

3 Deéfinitions et propriétés élémentaires des espaces (¥ et L?

Soit (€2, 7T, ) un espace mesuré (7 la tribu, u la mesure).
Vous avez vu durant le cours d’intégration, les espaces

LP(Q,T,pu) ={X : Q— IK mesurable |/]X|pd,u < o0},

pour p € [1,00[. Alors
1], = ( / dp| X )7,

n’est pas une norme (mais une seminorme sur £P(€2, 7, ) car si || X||, = 0 alors X est seulement
nulle presque partout. On considére donc I'espace des classes d’équivalences a égalité presque partout
pres de fonctions X et 'espace de Lebesgue :

LP(Q, T, 1) = {X; X : Q — IK mesurable et/ | X|Pdp < oo},

13



pour p € [1,00][. '
Par la suite, on identifie X a X dans ce contexte et les égalités sont des égalités p.p..
On définit

L®(Q,7T,P) = {X; X : Q - K, mesurable et 3C < oo : |X| < Cp.p.}

et la norme :

[| X|]oo = Inf{C : | X| < Cp.p.} =: ess supp,eq|X ()|
Ezercice 1. (cf TD) Monter que | X| < ||X||cop-p-

Montrons que ||.||, est une norme sur LP(2, T, ). La séparation et I'homogénéité sont maintenant
évidentes. On rappelle I'inégalité de Holder

Lemme 20 (inégalité de Holder). Sip,q € [1,00] tels que 1/p+1/q=1/r <1, f € LP g € L? alors
fge L et
S glle < 11 1lplgllg-

Démonstration. En remplacant f, g par |f|",|g|" on se raméne au cas r = 1. Pour p = 1,p = o0
le résultat est évident par l'exercice précédent en utilisant |fg| < |f|||g]lcc p-p- ou 'analogue en
échangeant f,g.

Pour 1 < p < 00, on remarque que par concavité du logarithme, on a pour a, b > 0 log (a? /p + b?/q) >
log (a) /p +log (b) /q = log (ab).

Donc on obtient en exponentiant (et en vérifiant directement les cas d’annulations), l'inégalité
d’Young :

p q
Donc en intégrant, on obtient fg € L! et appliquant & Af, A >0 :

APl A1
1f1ls + —1lgllq-
p Py !

[ fgll- <

Comme le cas d’annulation ||f||, = 0,||g||; = 0 sont évidents, on conclut en supposant ||fl||, #

0,]lgll4 # 0 et en prenant la valeur de A\ donnant le minimum \ = ||f||;1||g||g/p. O

Ezercice 2. En déduire que ||.||, est une norme.

Pour simplifier, on utilise des espaces mesurés o-finis, c’est-a-dire avec une suite (4,), <IN telle
que U, A, = Q et p(A,) < oo.

On va en déduire 'expression alternative suivante dont I'inégalité triangulaire se déduit facilement.
Cette méthode a l'avantage d’étre utile pour le calcul du dual.

Proposition 21. Soit u o-finie, p € [1,00], q tel que 1/p+ 1/q = 1 le coefficient conjugué, alors
pour tout g mesurable

gl = Sup{‘/fgdu‘ fl, <1, fg € LY p), f e LNQ, ) N L¥(Q, p)}

14



PREUVE :
Soit A,, croissant telle que UA,, = €2, u(A,,) < oco. On commence par le cas g € LY(Q, p).
Par Holder, fg € L' donc l'intégrale est définie (avec la condition ||f]|, < 1 seule) et

[ fodul < 11751l < 171l

d’ott ||g||4 est plus grand que le sup de I’énoncé. Mais, pour p €]1, 00|, si on prend f = §]g]q_2/Hg|]g_1
on a |f|” = |g["= /[|gl[5"" = |g|"/|lgll¢ car p(q — 1) = ap(1 — 1/q) = q, donc f € L? et [|f||} =
E(SP) = llglla/llglls = 1. Done [fLallz < [1f1lp < 1 donc comme L¥(Aup) € L'(Ay.pr) car
p(A,) <ooona fly, € LY(Q, 1) et donc

fla, . o
gn,m(f) = 1{f1An#0}ﬁmzn(mv ‘f]‘Anl) €L (Q7M) N Ll(Qa :u)

d’otu le sup est supérieur a
‘ / gn,m(f)gdu' oo ' / flAngdu' —nsoo ‘ / fgdu’

(par convergence dominée par |, (f)g| < [fg|) et le sup est supérieur a | [ fgdu| = [ g%/ |gl|i—" =
|g]]4- On déduit donc I'égalité énoncée.

Sip=1,q= oo, soit C > sup{|[ fodul|;|[fIh < 1fge€ L*(Qp),f € L Q)N L2(Q, 1)} et
A = {z : |g(z)] > C}. Supposons par 'absurde que p(A) > 0 soit B C A avec u(B) €]0,00].
Alors f = 175 est dans L' et |[f[[; = 1 (et borné par 1/u(B) donc dans L>) mais [ fodu| =

J1 B% > (C' en contradiction avec le choix de C' donc p(A) = 0 ce qui implique ||g||oc < C ce qui
donne le résultat en prenant 'inf des C'.

Si p =o00,q =1, il suffit de prendre f = 197&0% € L=(Q) et fla, € L>®(Q2) N LY(Q) de sorte que
fla,9 = |f|1a, et la norme ||f14,|lc < 1. Donc le supremum, est supérieur a [ |f|1a,du — [|f]h
par convergence monotone.

Si on ne suppose plus g € L(€2, 1) mais ||g||, = oco. Soit alors g, ,, = 1{g¢0}|;%‘min(m, lg) 14, €

L), 1) on obtient f,,,x € L' N L> de norme < 1 dans L? tel que

‘/fn,m,kgn,m| —k—o0 ||gn,m||q

Comme on a l'inégalité par Holder,

|/fn,m,k(gn,m —gla,)| < ||fn,m,k||p||(9n,m —gla,) |q < ||<9n7m —9la,) |q —m—oo 0

par convergence monotone car | min(|g|,m) — |g||? décroit vers 0, on trouve une suite my, tel que

|/fn,mk,kg]-An| —k—o0 ||g]-An||q

(fini ou infini). Enfin comme par convergence monotone ||gla,|l, = ||g]l4, on trouve une suite

‘/fnk,mk,k’glAn’ —k—00 Hqu = 0.
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Comme || frpmklally <1, €t fuomnila, € LY N L® et fo, m,x9la, € L' cela donne la solution :

sup{‘/fgdu Il <1, fg € LN(Q), f €€ L' N L*} = o0 = [|g]],.

Ezxemple 15. Dans le cas o p est la mesure de comptage sur [ (o-finie si I dénombrable), u(A) =
Card(A), on obtient I'espace ¢P(I,IK) des suites indicées par I de puissance p sommable, i.e. telles

que
Z |z P < o0
iel

pour p € [1,00[ et I'ensemble des suites bornées, c’est-a-dire telles que

[|z]]00 = sup|x,| < o0
i€l

pour p = oQ.

Proposition 22. Soit X > 0 une fonction mesurable positive, alors pour p €]0, 00|

/Xpdu :/ dtpt’ (X > t).
0

PREUVE : On remarque que X? = [0¥pt?~'dt = [ 0°°pt?~ 11y~ dt. Or par Fubini-Tonelli,
/ XPdp = / dp / dtpt' ™ xsn = / dipt’~! / dplixsy = / dipt? ' (X > t).
0 0 0

Théoréme 23. Soit (2, 1) un espace mesuré o-fini, les espaces LP(), u, IK) pour p € [1, 00| sont des
espaces de Banach.

Démonstration. Pour voir que L(€2, i, IK) est un espace vectoriel normé on utilise le lemme [21] . (On
pourrait aussi prouver 'inégalité de Minkowski directement). On voit le cas IK = IR. Pour tout

felrr,
‘/f 91+ 92 du' ‘/fgldu‘ ‘/fgzdu‘

En passant au sup on obtient

g1 + gallq < lgallg + llg2lg

pour les valeurs finies ou infinies. En particulier L4(€, u, IK) est un groupe additif. Comme 1’homo-
généité est facile et que la séparation a déja été vue, LI(€2, u, IK) est bien un e.v.n.

Pour la completude on utilise la proposition [2| I Soit p < 0o Soit Y u, qui est absolument conver-
gente. Soit g = Zn Ll Ngellp <D0 [Junl| et |gi|P est croissante, donc par convergence monotone
converge vers g avec ||gll, < 3 ||un||p- Donc |g[P € L' qui donne une domination pour | u,|P et
> u, est p.p. absolument convergente, donc a p.p. une limite et par convergence dominée, converge
donc dans LP. Le cas de L™ est plus simple car on supprime un ensemble négligeable ot on a les

bornes uniformes et on peut appliquer un résultat de convergence uniforme. O

Remarque 6. La preuve montre qu’une série absolument convergente dans LP p < co converge p.s.
En particulier, une suite convergeant dans L?(2) avec {2 o-fini admet une sous-suite convergeant p.p.
et dans LP(QQ).
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3.1 Premiers résultats de densité

On rappelle qu'une fonction étagée sur (€2, u, 7) et une combinaison linéaire (finie) de fonctions
indicatrices 14 avec pu(A) < oo.

Lemme 24. Soit (2, u, T) un espace o-fini. L’ensemble S des fonctions étagées est dense dans tous
les Lp(QaluuT)7 1 <p<oo.

Démonstration. Cela vient de la construction de I'intégrale, mais rappelons une preuve. En décompo-
sant en partie réelle imaginaire puis parties positives et négatives, on se raméne a approcher f € L
avec f > 0. Si Q2 = UA,u(A,) < oo, on a ||fla, — f|l, = 0 par convergence dominée, donc on prend
h=fla,.

On prend
L L
() = Z 271[2%,%[@(%)) = Z Q_nlh—l([zin,%[)(x) < h(z)
k=0 k=0
Comme h mesurable, il est facile de voir que h € S,
1
17 = hally < hl)z2nllp + [ Ln@ <onlan o5,

et le premier terme tend vers 0 par convergence dominée (par |h|?), le second car u(A,,)"? < oc.
Donc h puis f sont dans 1’adhérence.

]

Lemme 25. Soit (X, p,T) un espace métrique localement compact avec u mesure de Radon o-finie.
L’ensemble C.(X) des fonctions continues a support compact est dense dans tous les LP(X, u,T),
1 <p<oo. Deplussi feLP(X,u,T) et [fo=0, pour tout ¢ € C.(X) alors f =0 p.p.

Démonstration. Par le lemme précédent, il suffit d’approcher les éléments de S. Par le théoréme de
Lusin [19] pour chaque f € S, € > 0, on a g € C.(X) avec u(g # f) < e et sup |g| < sup|f| = C donc
I1f — 9gll, £ 2Cu(g # f)'/P et cette quantité est arbitrairement petite. Pour le résultat d’annulation,
si p > 1, On utilise la densité dans L?, g exposant conjugué, pour obtenir [ fg = 0 pour g € L%, d’ou
in déduit || f||, = 0 par la proposition . Si p = 1, on remplace f par f|y avec V ouvert V compact,
qui couvrent X par locale compacité de sorte qu’on peut supposer p(X) < oo. On peut supposer f
réelle. Soit f1 € Co(X) avec ||f — filli <€, K1 = f; ' ([e,00]) et K_1 = f; (] — 00, €]) sont compacts,
on prolonge par le Théoréme de Tietze [17, u € C.(X) valant € sur K, et soit K = K; U K_. Donc

Wl = [ fue [ 1nl< [ e [ IRl er [ fueanr - Ke < e 2

car | f1| < esur X — K. Donc ||f||1 < 2¢+ 2u(X)e pour tout € > 0 ce qui donne f = 0. O
Donnons une application.

Proposition 26. Soit 1 < p < oo et soit 7,f(z) := f(x + h) pour h,z € IR, f € LP(IR?). La
translation 7, : LP(IRY) — LP(IR®) est isométrique et pour tout f € LP(IRY) h — m,(f) est continue
de IR* — LP(IRY).
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Démonstration. L’isométrie est évidente par invariance de la mesure de Lebesgue par translation.
Montrons que ||7,f — f||, —n-0 0. En effet pour € > 0, par densité du lemme 25, on trouve f; €
C.(RY) avec ||f1 — f||, < €/3 donc comme 7, est une isométrie : on obtient :

170 f = Fllp < llmnfr=mnfllp I fr—=FillpH fr=fllp < 2€/3+Leb(B(0, ||hl))+Supp(f1)) P lI7.fi— fillo

Pour h assez petit, comme f; est uniformément continue (car continue & support compact et
par le Théoréme de Heine), on peut trouver 1 > ¢ > 0 de sorte que si ||h]| < 6, ||Tnfi — filloo =
sup, | fi(x + h) — fi(z)| < €/[3Leb(B(0,1) + Supp(f1))*/?] ce qui conclut. O

4 Convolution

Dans cette section, on considére 1'espace mesuré (Q, u, T) = (]Rd, Leb, B) muni de la tribu bo-
rélienne et de la mesure de Lebesgue. On note alors LP(IR?) = LP(IR?, Leb, B). Vu I'accord avec
I'intégrale de Riemann, on note aussi dy = dLeb(y).

Théoréme 27 (définissant la Convolution). Soit f € L'(IR%), g € LP(IR%),1 < p < oco. Pour presque
tout x € IR?, y — f(z—1y)g(y) est dans L'(IR?). La convolution de f et g est la fonction f*g définie

par :
(f * 9)a / f(z = y)g(y)dy

1 * gllp < [1£11111glp-

Démonstration. Sip = oo, comme |g| < ||g|]oop-D-, f(2—v)g(y) < ||9l|s|f(x—y)| d’o intégrabilité
et la borne souhaitée en intégrant (comme la mesure de Lebesgue est invariante par translation).
On suppose d’abord p = 1 et on utilise le Théoréme de Fubini Tonelli pour calculer :

[ aslrsigl@) = [ do [ aglay)llawl = [ dv [ delra-wlls] =171 [ dulotw] = 1711 lall < o

On déduit du théoréme de Fubini que pour presque tout =, y — f(x — y)g(y) est intégrable et on
obtient la borne souhaitée

Alors f * g € LP(IR?) et

[1F gl < A fallglla-

Pour 1 < p < o0, soit ¢ I'exposant conjugué. Du cas p = 1 on déduit y — |f(x — y)||g(y)|? est
dans L' donc y — |f(z — y)|*/?|g(y)| est dans LP pour presque tout z. Or y — |f(z — y)|/? € L9
donc par Holder, y = | f(z — y)|lg(y)| = [f(z — »)["*lg(y)|.|f(z — y)['/* est dans L' et

ol < (106 -nlslar) < ([ 176 -nlswpa) i7"

Par I'inégalité précédente du cas p = 1, on obtient donc en intégrant :

£ gl < AR gl < AR Nal B Al = LR gl 5.

Ezercice 3. (cf TD) Soit f € L',g € L?,h € L9, f(x

) =7
[T = [aim.
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4.1 Support de la convolution

Si f continue, Supp(f) = {x: f(z) # 0}. Le résultat suivant permet d’étendre la définition aux
fonctions mesurables.

Lemme 28. Pour f : IR* — IK mesurable, soit (wi)ier la famille de tous les ouverts tels que, pour
chaque i, f =0 p.p sur w;. St w = Ujeqw; alors f =0 p.p. sur w. De sorte que w est le plus grand
ouvert sur lequel f =0 p.p.

Démonstration. 1l faut écrire w comme union dénombrable car I n’est pas forcément dénombrable.
Soit K, = {x € w : ||z|| < n,d(z,w’) > 1/n} comme la distance & un fermé est continue, on
voit que K, fermé borné de IR" (e.v.n de dimension finie) donc est compact et w = U _NK,. Par
compacité, K,, recouvert par une union finie K, C w;,, U...Uw;,, . donc w = UneIN j<p, Wi €st
union dénombrable d’ouvert sur lesquels f = 0 p.p. d’ou le résultat. O

Définition 11. Soit f : IR? — IK mesurable, On pose Supp(f) = IR? — w oil w est le plus grand
ouvert sur lequel f = 0 p.p. Si f € LP(IR?), on pose Supp(f) = Supp(fi) pour n’importe quel
représentant f; € f de la classe d’égalité presque partout.

Proposition 29. Si f € L'(IR%), g € LP(IR%) alors :

Supp(f * g) C Supp(f) + Supp(g).

Démonstration. On fixe 2 € IR* avec y — f(z — y)g(y) € L'. Si = ¢ Supp(f) + Supp(g), on a
(x — Supp(f)) N Supp(g) = O donc en intégrant f * g(x) = 0 sur Int((Supp(f) + Supp(g))¢) =
(Supp(f) + Supp(g))¢. Donc f * g est 0, p.p. sur cet ouvert de sorte qu’il est inclus dans Supp(f *
9)°. .

4.2 Reégularisation par convolution

On étudiera plus systématiquement au chapitre suivant certaines classes importantes de fonctions
continues. Pour © C IR? un ouvert. On note C*(2) 'ensemble des fonctions k-fois différentiables
avec leurs dérivées continues et C¥ () les fonctions a support compacts de C*(2). Pour simplifier si
o € ]Nd, on note

o g

a1 ag
0x] Oz,

Dof = f.

On note |a| = o] + ... + |ag|. On note
C>(Q) =N NCF(Q),  CZ(Q) =N NCEQ).

Proposition 30. Soit 1 < p < oc. Si f € C*(IRY),g € LP(IRY), k € INU {00} alors f x g € C*(IR?)
et si|laf <k :

D(f *g) = D*(f) * g.
De plus, st p < 0o, on a aussi la formule comprise comme intégrale de Riemann a valeur Lp(le), s1

Supp(f) C [-C,C]? :
x g = d T 49-
f*g /[;C,C]d yf(y) v9
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Démonstration. Par récurrence il suffit du cas & = 1. On applique le théoréme de dérivation avec

condition de domination. a%if(x —)g(y) = (%f)(x —)g(y).
)

Comme (72 f) est & support compact et continue, il est borné par ||(z2 f)||c et

0 0

Iaxif(x —y)g(y)| < H@xi

flloolx(x —y)g(y),

avec K le compact support de f. Or par Hélder [15_x(y)|g|(y)dy < Leb(B — K)Y4|g|,, donc on
a une domination par une fonction intégrable clp_gg si © € B avec B compact. Le théoréeme de
dérivation |15 conclut donc. De plus, par changement de variable linéaire si Supp(f) C [-C, C]?, on a

Foo0) = [ e —voiy= [ swote—vtr= [ s

avec 7,(g)(xz) = g(z + h). On a vu a la proposition [26| que y — f(y)(7_,g) est continue a valeur
LP(IR%) on peut donc parler de son intégrale de Riemann, sur [—~C,C]¢ (calculée successivement
variable par variable). On obtient une suite (de sommes de Riemann) qui converge dans LP(IR?),
donc quitte & extraire une suite qui converge p.p. et donc p.p. la limite f[f c.0p dyf(y)(t—yg) coincide

avec I'intégrale de Riemann f[_ c.ope Y f(y)(7_yg9)(z) par exemple si g est continue & support compact
et cette intégrale vaut I'intégrale de Lebesgue donc f * g(x). On en déduit 1'égalité voulue dans L?
si g continue & support compact. Or par densité, on a une suite de fonction g, continue a support
compact convergeant dans L” vers g. Et comme suppa 7—yn — T—ygllp — 0, f(.)(7—.gn) converge
uniformément vers f(.)(7-.g) et comme l'intégrale de Riemann est continue pour la convergence
uniforme f[—C,C]d dyf(y)(T—y,9) est la limite de f[—C,C]d dyf(y)(T—ygs) dans LP qu’on a déja vu valoir

f * gn, qui a pour limite f * g donc f[fC,C]d dyf(y)(T_yg) = f *g. O

4.3 Suites régularisantes et densité par convolution

Définition 12. Une suite régularisante est une suite de fonction p, € C®(IR%) avec fIRd Pn =1,
pn = 0 et Supp(pn) C By ,(0,1/n).

Ezercice 4. Montrer que si p,(z) = Cnp(nz) avec C [ p =1 et p(x) = 1{jjz|<1} exp(m) alors

pn est une suite régularisante sur IRY.
Lemme 31. Soit p, suite régularisante et f € LP(IR?) pour 1 < p < oc. Alors ||pn * f — fl|, — 0.

Démonstration. On a comme ||.||, est une norme on a par 'inégalité triangulaire (de l'intégrale de
Riemann et la proposition :

pn* = fllp = 1| /dypn(y)(T—yf = Ollp < / dypn ()T f — Ol

B(0,1/n)

Or si n assez grand, on a vu a la proposition [26| que ||7_,f — f)||, < € pour y € B(0,1/n) de sorte
que la derniére intégrale est bornée par € || B0.1/n) dypn(y) = €. O

Proposition 32. Soit Q C IR un ouvert, alors C=(Q) est dense dans LP(Q2) pour 1 < p < co.
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Démonstration. Soit f € LP(Q) et K, = {x € Q : ||z|]2 < n,d(x,Q°) > 1/n}. On a déja remarqué
que K, compact et UK,, = Q donc flg, — f p.p. et par la domination |flg, — f| < |f| on conclut
par le TCD a ||f1x, — f|l, — 0. Soit m > n, si on considére p,, * (f1x,) € C*(IR?), on a par la
relation sur les support des convolution,

Supp(pm * flk,) C Supp(pm) + Supp(flx,) C B(0,1/m) + K, C Q2
(vu que pour K, F' compacts K + F' est compact et en comparant les distances pour la derniére

inclusion). Donc p,, * (flg,) € C=(IRY). Mais on a vu ||pm * (flx,) — flr.|le@) = |lpm * (Flx,) —
fli,llp = m—eo 0. Donc flg, puis f sont dans 'adhérence de C2°(€2). O
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Chapitre 2

Espaces de fonctions continues

1 Premiers exemples

Exemple 16. Soit X un espace topologique, F' un e.v.n. et Cy(X, F') 'ensemble des fonctions conti-
nues bornées sur X a valeur dans F', on a la norme uniforme :

| lloo = sup [|f(x)[|»
zeX

FEzercice 5. (cf TD) Soit U un ouvert de IR" et C'(U,IR) I’ensemble des fonctions continues sur U.
Soit K C U compact on a la semi-norme (de convergence uniforme sur K) :

pr(f) = sup |f(z)].

zeK
Ce n’est pas une norme car si pg(f) = 0 f ne s’annule que sur K et pas forcément sur U. Soit

K, = B(0,n)N{x € Ud(z,U°) > 1/n} est un fermé borné de IR" donc un compact (inclus dans U)
tel que U K, = U. On peut définir sur C'(U, IR) la distance (exo)

[e.e]

d(f,9) =3 2 min(L, pi, (f — 9)).

2n
n=1
Il est facile de voir que d(f,,g) — 0 si et seulement si f, converge versg uniformément sur tout
compact. Montrer qu’il n’existe pas de norme N sur C'(U,R) telle que N et d définissent la méme
topologie (on dit que (C'(U, IR),d) n’est pas normable).
Ezxemple 17. Soit U un ouvert de IR", on a vu au chapitre précédent I'espace C.(U, IR) I'ensemble des
fonctions continues sur U a support compact. On peut aussi décrire une topologie naturelle (limite
inductive) sur C.(U,IR) tel f,, — f, si le support de la suite est inclus dans un compact fixe K et f,
converge uniformément vers f. Elle n’est ni normable ni définissable par une suite de semi-normes.

Les espaces non-normables seront étudiés plus au second semestre.

Exzemple 18. co(I) est 'ensemble des suites (x;);e; qui tendent vers 0 dans le sens ou si € > 0, il
existe une partie F finie telle que |z;| < € pour tout ¢ ¢ F. On munit ¢y() de la norme sup :

||2]|oo = sup |z;] < 0.
i€l

Théoréme 33. Les espaces (Cyp(X, F), ||.||x), pour X espace topologique et F' espace de Banach, et
co(I), sont des espaces de Banach.
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Démonstration. On a vu que ce sont des espaces normés. Montrons qu’ils sont complets. Soit f,,
une suite de Cauchy, donc comme ||f,(z) — f,()||r < ||fp — fillo, Pour tout = € X, (f,(z)) est
de Cauchy, donc par complétude de F', converge vers une valeur f(z). Soit p,q tel que pour tout x
|| fp(x) — fy(x)|| < € en prenant la limite ¢ — oo, on déduit ||f,(x) — f(x)|| < e donc ||f, — f|| <e.
Donc f, converge uniformément vers f, donc f est continue (résultat de licence : soit € > 0 on prend
p tel que ||f, — f|| < €/3 et on choisit un voisinage V' de x tel que |f,(x) — f,(y)| < €/3,y € V, on
déduit |f(y) — f(z)| < e pour y € V d’ou la continuité de la limite f) et donc f, converge vers f
dans Cy(X, F) (f est borné par sup,, || f,||). Ce qui donne la complétude.

Pour ¢y(I), le cas X = I avec la topologie discréte donne la complétude de Cy(/,IK) (qui est
aussi £>°(1)). Montrons que ¢q(/) est un sous espace fermé (d’un e.v.n complet donc complet). Or si
fn — f pour n grand |f,, — f| < €/2 et, en fixant un tel n, pour ¢ € I |f,| < €/2 pour un certain /
donc pour i € I |f,| < € ce qui montre vu € arbitraire que la limite f € ¢o(1). O

Ceci a une application importante aux applications linéaires continues :

Théoréme 34. Si E est un e.v.n. et F' un espace de Banach, alors (L(E, F),|||.|||) est un espace de
Banach.

Démonstration. Soit B la boule fermée de E de centre 0 et de rayon 1 et i : L(E, F) — Cy(B, F) la
restriction & la boule. Par définition des normes, c’est une isométrie qui identifie donc L(E, F') a un
sous espace de Cy(B, F'). Montrons que ce sous espace est fermé (il sera donc complet par complétude
de Cb(B s F ))

Montrons que

i(L(E, F)) = {u € Cy(B, F) : VA, € K|A| + |u] < 1,Var,y € B,u(Az + ) = Au(a) + () }.

Cela suffit car cela décrit i(L(E, F)) comme une intersection de fermé vu que u — u(y) est une
application continue sur Cy(B, F'). L’inclusion C est évidente. Réciproquement si u est continue sur
B donc en 0 et dans l’ensemble indiqué, pour = € E on pose ug(xr) = ||:13||Eu(Hm|| ) et ug(0) =
0. D’abord si ||z|| < 1 on remarque que ug étend la précédente valeure de u sur B (en prenant
y = 0 dans la relation). De méme up est positivement homogéne. Donc si (z,y) # 0, on pose

o' = x/max(|[z]],||yl[),y" = y/ max([[z[], |[y][), " = A/ (Al +[ul), " = A/(|Al + |u]) pour obtenir par
homogénéité et la relation appliquée a =/, 9", X', i :

up(Ae + py) = ([N + |p]) max(||2|], ||yl (N2 + 1'y")
= (Al + |pl) max([|z]], [[y[ D[N w(z') + p'u(y')]
= Aug(r) + pup(y)

Donc ug est linéaire continue en 0, donc linéaire continue et v = i(ug) comme souhaité. O]
Remarque 7. Soit (Y,d) un espace métrique borné, d, € (CP(Y,IR)),d,(z) = d(y,z) la distance a y.
|dy, — d.|| = sup,ey |d(y,x) — d(z,z)| = d(y,z) (car < par 'inégalité triangulaire inverse et > en
prenant z =y ou = z) Donc d : Y — CP(Y,IR) est une isométrie.

2 Théoréme d’approximation de Weierstrass

Théoréme 35 (de Bernstein). Soit f : [0, 1]" — € continue et définissons le polynéme de Bernstein :

k‘
Bn(f)(x1, ...,z Z Z Chr..Ch f( ):Elfl(l — ) NTR gk (1 — )N

k1=0
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Alors By (f) converge uniformément sur [0,1]" vers f

Démonstration. On interpréte de fagon probabiliste By(f). Soit Q = {0,1}¥™ avec la mesure de
probabilité
Pw) = i1,y Wnp = ip) = 2 (1 — 2)) Nk (1 — 2, )V R0

avec k; le nombre de 1 parmi iy (—1)41, -.-, ini. On note Sy (w) = w, ey Sp(w) = wN("‘l”Ji;r“'wN" S =
(St .y Sn) qui sont des variables de loi binomiales indépendantes du point de vue probabiliste. Alors
fde S1, ey Sn) = By(f) (21, ..., ), done si w(h) = sup{|f(z) — f(y)| : |x — y| < h} est le module

d’uniforme continuité de f, on a :

[f (@1, n) = BN () (@1, o )| < [f (21,00 20) = F(S)|l < w(0) + 20| f oo P ([(21, - 20) = S[ =)

Or par union disjointe et I'inégalité de Markov :

1?2
P(|(z1,....,z,) — S| > 6) <Zp s — S|>5§Z |a:, Sil?)
Or un calcul simple donne E(|z; — S;|?) = Var(S;) = I’(IN“) < ;5 donc
| ) | 20 e _
lim sup sup |f(z1,...,xn) — By(f)(z1, ..., )| < limsupw(d) + 5 = w(d) =550 0.
N=00  (21,....wn)€[0,1]" N-—s00 AN

]

Corollaire 36 (Théoréme d’approximation de Weierstrass). Soit K un compact de IR" les polynomes
sont denses dans C°(K, C)

Démonstration. Comme K est fermé borné, K C [—N,N]" et par le théoréme de Tietze [I7, f
continue sur K se prolonge en une fonction continue sur [N, N|", il suffit donc du cas K = [-N, N|"
que I'on obtient par translation et dilatation (qui conservent les polynémes) du résultat précédent. [

Remarque 8. Plus généralement, le théoréme de Stone Weierstrass indique que toute sous-algebre A
(stable par conjugaison complexe) de C°(K, ) avec K compact qui contient les fonctions constantes
et sépare les points (au sens pour x # y il existe P € A avec P(x) # P(y)) est dense pour la norme
uniforme :A = C°(K, ©).

3 Un résultat de compacité : le Théoréme d’Ascoli

Définition 13. Un espace métrique (X, d) est précompact si pour tout € > 0, X peut étre couvert
par un nombre fini de boules ouvertes de rayon e.

Remarque 9. On rappelle le résultat suivant (cf. e.g. Zuily-Quéffelec Th I1.1 p135 ou Gourdon d’Ana-
lyse p 32) : Un espace métrique est compact si et seulement si il est précompact et complet.

Définition 14. Soient X, Y des espaces métriques, une partie F' C C°(X,Y) est équicontinue si pour
tout € > 0, il existe § = d(e) > 0, tel que Va,y € X,Vf € F, si d(z,y) <0 alors d(f(z), f(y)) <e.

Théoréme 37 (d’Ascoli). Soient X,Y des espaces métriques compacts, si une partie F' est équi-
continue alors F' est compacte (pour la topologie de la convergence uniforme donnée par la distance

d(f,9) = sup,ex d(f(2), 9(x)))-
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Exercice 6. Montrer la réciproque facile.

Démonstration. Comme Y compact il est complet borné donc d : Y — CP(Y,IR) est une isométrie et
d(Y') est complet donc fermé. Elle induit une isométrie de C°(X,Y) — C%(X,CP(Y,IR)) qui est un
espace de Banach. Les équations f(z) € d(Y),z € X montrent que I'image de l'isométrie est fermé
(comme intersection de fermés Nyexev, ' (d(Y)), ev.(f) = f(z)) donc complet. Donc C°(X,Y) est
aussi complet (on aurait aussi pu reprendre la preuve du cas Y Banach) et F aussi.

Il reste & voir que F est précompact. Or en recouvrant F par des boules de rayon ¢/2, F est
recouvert par les boules de méme centre et rayon €, donc il suffit de voir F' précompact. Soit € > 0,
on fixe d(€) > 0 donné par 1’équicontinuité et R les centres d’un recouvrement de X par des boules
de rayons (e) donné par sa précompacité.

Remarquons que si d(f(r),g(r)) < e pour tout r € R, en prenant r avec d(z,r) < é(€), on a par
I’équicontinuité et 'inégalité triangulaire :

d(f(z),g(x)) < d(f(x), f(r)) +d(f(r),g(r)) +d(g(r), g(z)) < 3e=d(f,g) < 3e.

Soit enfin S les centres des boules de rayon €/2 recouvrant Y. Nous allons indicés les boules d’un 4e
recouvrement par les applications S de R vers S en nombre fini. Pour ¢ € S%, soit

Fy={f € F,Vr € Rd(¢(r), f(r)) < €/2}

Si f,g € F, alors I'inégalité triangulaire donne, d(g(r), f(r)) < € pour tout r donc d(f, g) < 3¢ et si
F, est non-vide il est inclus dans B(bg, 4¢).

Enfin, il suffit donc de voir que F' C UgegrFy. Or chaque valeur possible de f(r) est a distance
inférieure a €/2 d'un s = ¢(r) € S pour un certain ¢, ce qui conclut. ]

Théoréme 38 (d’Ascoli). Soient X un espace métrique compact et £ un e.v.n. de dimension finie,
si une partie F' est équicontinue et bornée de C°(X, E) alors F est compacte (pour la topologie de la
convergence uniforme donnée par la norme ||.||s ).

Démonstration. Si M = sup{||f||e, f € F'}, F C C°(X, Br(0,M)) et Y = Bp(0, M) est fermé borné
donc compact comme E est de dimension finie. Le théoréme précédent conclut. O

4 Espaces de fonctions Cf () et Espaces de Holder

Soit @ c IR? un ouvert. On rappelle que D® désigne la dérivée partielle itérée pour o € IN%
ol = aq!...ay!

Définition 15. L’espace C¥(Q) est I'espace des fonctions continues bornées a valeurs réelles sur €,
k-fois contintiment différentiables avec toutes ces dérivées partielles bornées. On le muni de la norme :

1 «
o, = 32 2y supl D)

Remargue 10. On a C*(Q) C CF(Q) C C*(Q). mais contrairement & ces deux espaces qui ne sont
pas des espaces de Banach, on a le résultat suivant dont on ferra la preuve en TD :

Proposition 39. Cf(Q) est un espace de Banach. C’est méme une algébre de Banach, c’est a dire
une algebre qui est un espace de Banach avec la norme vérifiant :

[luvllegiay < lelloplVllog)-
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Pour les applications aux EDP, ces espaces sont insuffisants, on doit interpoler entre C} et C}.

Définition 16. L’espace C%(Q) est I'espace des fonctions continues bornées a valeurs réelles sur €,
et a-Holdérienne. On le munit de la norme :

||u||co.a@) = sup [u(x)| + sup M
z€Q T£Y ||I—y||2
On a C}(Q2) € C"*(Q2) C CP(K2). On généralise cela par induction :

Définition 17. L’espace C**(Q) est I'espace des fonctions continues de C*~1%(Q) avec df/0x; €
Ck=12(Q). On le munit de la norme :

1 (e
|ul|oraiq) = Z aIID u(z)||co.0(q)-

|| <K
On identifie C*°(Q) = CF(Q2). On verra en TD :
Proposition 40. C*%(Q) est un espace de Banach et une algébre.

FEzercice 7. Montrez que pour a > o/, € > 0,u € C%*(Q) :

1 o
lullenry < 1) il + e~ lllonecoy 2.)

Proposition 41. Soit Q ouvert borné de IR, k > 1 et a > o’. Soit f,, une suite bornée de Cka(Q),
alors il existe une sous-suite qui converge dans C**'(Q) et ayant une limite dans C*(2).

Remarque 11. On verra que cela s’interpréte en disant que l'injection de C*'(Q) dans C**(Q) est
un opérateur compact, une famille d’application linéaire continue que 1’on étudiera.

Démonstration. Les suites des dérivées partielles gz,, = D”f, sont toutes bornées dans C%%(Q),
donc bornée et équicontinue dans C°(Q) (étre uniformément continue permet I'extension unique a
I'adhérence). Comme Q est fermé borné donc compact, on peut appliquer le théoréme d’Ascoli ,
on obtient que les gg, convergent uniformément vers une limite gg. Il est alors standard d’identifier
les limites uniformes a gs = Dgy. Par la bornitude dans C%, les limites uniformes montrent que
les limites sont gz € C%*(Q), donc gy € C**(Q). Il reste & montrer la convergence de gg,, vers gg
dans C%*'(9). conclut car ||gg, — ga||co.a) borné et ||gs, — gs||s petit pour n grand. O

5 Espaces de Sobolev sur IR

Ezemple 19. Soit 1 < p < oo, et I =|a,b] un intervalle ouvert (borné ou non) de IR, on définit
I’espace de Sobolev :

W'P(I) = {f € LP(I, Leb) : 3g € LP(I, Leb) : Vo € CX(I) /fcp’ =— /ggp}.
1 I

avec C!(I). Par le lemme [25| (comme C! dense dans C? pour ||.||), le g de la définition est unique
et noté g = f’. On pose

1A B sy = A1+ 1712

On pourrait aussi considérer la norme équivalente ||f||, + ||f’||, mais dans le cas p = 2 on
n’aurait pas une norme hilbertienne Par récurrence on pose W™P(I) = {u € W™ (1) : v €
Wm=LP([)}, m > 2. Si I borné, on remarque que C™(I) C W™P(I).
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Lemme 42. W™P(I) est un espace de Banach, m > 1. De plus si u, € W'P(I) et ||u, — ul|, — 0,
|ul, — gll, = 0 alors u € WHP(I) et v’ = g.

Démonstration. Cas m = 1. Avec la norme équivalente T : f — (f, f’) donne une isométrie avec
LP(I) &' LP(I) qui est un espace de Banach. Or Im(T') est fermée comme

Im(T) = () {(f,g):/ffso’+/fgs0=0},

peCE

intersection de fermés, donc Wh?(I) est un espace de Banach. Im(T') fermé s’interpréte exactement
comme le résultat de limite énoncé. On raisonne pareil pour W™»(I). O

On résume les propriétés importantes dans le Théoréme :
Théoréme 43. Soit 1 < p < oo. Soit u € WHP(I), il existe un unique v € CO(I) tel que u = v p.p.
sur I et v(z) —v(y) = fyx u'(t)dt,z,y € I. On ne distingue donc pas u de v dans WHP(I).

1. (prolongement) Il existe Pr € L(WP(I), W P(IR)) tel que (Pu)|; = u.

2. (densité) C(IR)|; est dense dans WP (I).

3. u v définit une injection continue pour p > 1 : WHP(I) — C%Va(I) avec 1/p+1/q =1

4. (algebre) Siu,w € WHP(I) alors uw € WHP(I) et (uw)' = u'w + uw’

Si de plus G € C*(IR),G(0) = 0,alors Gou € W'P(I) et (Gou) = (G ou)u'.
5. L’adhérence de CM(I) dans W'P(I) est Wy P (I) = {u € W' (I)|u = 0 sur dI}.

Démonstration. On pose vo(x) = [ u'(t)dt pour un yo € I fixé. On sait que vy continue par conver-

Yo
gence dominé (vu u'lx € L' pour tout compact K). Pour ¢ € C}(I), on décompose I =]a, yo] U[yo, b]

et on applique Fubini :

/I v = — / " i / () ()t + /y :dx /y:u’(t)¢’(x)dt: _ / (D)D)t

Donc [, (u—wvg)¢' = 0. Soit f = (u—wy) et ¥ € Cc(I) positive avec [¢) =1 et voyons f = [, fi p.p.
de sorte que v = vy + [, f convient. Soit w € Co(I),w — ([, w)v est & support compact d’intégrale
nulle et admet donc une primitive ¢ a support compact d’ott on déduit :

0= [1w=([wr= [7= [ o

Comme c’est pour tout w € C.(I) le lemme [25 conclut & f — [, fv =0 p.p.
Pour 1.2.4.5 c¢f TD, montrons 3. On sait que v continue, et par Holder :

[v(x) = v(y)| =

[ ] < e =i
Y

d’ou v € C%Y4(I) si on montre que v € L®(I). Par prolongement de 1, I = IR suffit. Soit v €
CHIR), G(s) = |s|P7s, G'(s) = p|s|P7!, G(w) € CHIR) et (G(w)) = G'(w)w' = plv[P~'' donc
G(u(x)) = [ plo)[P~10'(t)dt done par Holder [v(@)[” < pl[v][5~([v/[l, < [[v[[5 + (p — 1)|[v]|5 done
[0]]oe < PYP|J0]lwroy < €Y¢|v]|lwrw(. Par densité si v, — u, on a v, de Cauchy dans L* donc
converge, v € L™ et la relation s’étend. O]
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Chapitre 3

Théorémes de Hahn-Banach et convexité

On suppose que E est un e.v. sur IR.

1 Théoréme de Hahn-Banach, forme analytique

Théoréme 44 (de prolongement de Hahn-Banach). Soient E un espace vectoriel, p : E — IR une
application positivement homogene et sous-additive, c’est-a-dire vérifiant :

- p(tx) =tp(x)z € E;t >0

- plz+y) <plx) +py), v,y € E.

Soient G C E un sous-espace vectoriel et g : G — IR une application linéaire dominée par p :

vz € G, g(x) < p().

Alors il existe une forme linéaire f sur E qui prolonge g (c’est-a-dire Vx € G,g(x) = f(z)) et
encore dominée par p, c’est-a-dire telle que

Vo € B, f(z) < p().

On a évidemment une version complexe en étendant partie réelle et imaginaire.

Le plus souvent, on utilise le théoréme sous la forme suivante (correspondant a son application
a p(x) = ||gl||le||x||) ou plus généralement pour p une semi-norme. Le cas général servira pour la
version géométrique permettant de séparer des convexes.

Corollaire 45. Soit E un e.v.n. et G C E un sous-espace vectoriel. Soit g : G — IR une application
linéaire continue de norme

lgller = sup  |g(=)].
z€G,||z||<1

Alors il existe f forme linéaire continue sur E qui prolonge g et telle que

[ fller == sup |f(z)| = [lglle
zeE,||z||<1

1.1 Rappel sur le lemme de Zorn

Si on était en dimension finie, on voudrait faire une récurence sur la dimension de G en étendant
a un espace de dimension 1 de plus. Une fagon de rédiger la preuve est de considérer un sous-espace
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de dimension maximale et d’obtenir une contradiction en construisant un espace de dimension 1 de
plus.

Dans le cas de la dimension infinie on pourrait faire une récurrence transfinie en complétant une
base de G en une base de E et mettant un “bon ordre" sur la base. En analyse (ou en algébre), on
préfere souvent utiliser la conséquence suivante de 'axiome du choix, le lemme de Zorn, qui utilise
une notion de maximalité pour obtenir une contradiction comme dans la preuve par induction.

Soit P muni d’un ordre partiel <. () C P est dit totalement ordonné si tout a,b € ) on a soit
a < b, soit b < a.c € P est un majorant de ) si Va € Q,a < c.

m € P est un élément maximal de P si tout x € P tel que m < x on axz =m.

Enfin P est dit inductif si tout ensemble totalement ordonné de P admet un majorant.

Lemme 46. (de Zorn) Tout ensemble ordonné, inductif, non vide admet un élément mazximal.

1.2 Preuve du théoréme de Hahn-Banach

On considére I'ensemble P des paires (H,h) d’'un espace vectoriel G C H C E et d’une forme
linéaire h : H — IR qui étend g et dominée par p soit h(z) < p(z)pourxz € H. On veut montrer que
P contient une paire de la forme (F, f).

P est ordonné par la relation d’extension (Hy, hy) < (Ha, he) ssi Hy C Hs et hy prolonge h;.

On va montrer que 'on peut appliquer le lemme de Zorn & P.

P est non-vide car (G, g) appartient a P.

Etape 1 : P est inductif (cela revient a I’étape union de I'argument par récurrence transfinie)

Si (H;, h;)ics est une chaine d’éléments de P c’est-a-dire un ensemble totalement ordonné. On
cherche un majorant de la chaine de cette fagon. On pose H = U;c;H; qui est bien un sous-espace
vectoriel car toute pair d’éléments est dans un des termes de I'union croissante. On pose h(x) = h;(x)
six € H;. Ceci est possible car les h; se prolongent I'un 'autre. En conséquence H contient tous les H;
et h prolonge tous les h; donc (H;, h;) < (H,h) et comme h(z) = h;(z) < p(x) on a bien (H,h) € P
qui est donc un majorant des h;.

Etape 2 : Obtenir une contradiction de la maximalité (cela revient a I’étape d’induction
de 'argument par récurrence transfinie)

Soit par le lemme de Zorn (F) f) un élément maximal de P et supposons par I’absurde que F' # E.

Soit x € F et H = F+1Rx. On pose h(y+tz) = f(x)+ta et on définit ainsi sur H une extension
h de f. On cherche o pour que (H,h) € P ce qui contredira la maximalité de (F, f).

On doit donc trouver « tel que

fly) +ta <ply +tr),z € F,t € R.

C’est évident pour ¢ = 0 et il suffit du cas ¢ = +1 car alors par linéarité de f et positive
homogénéité de p :

fy) +ta=(fy/lt]) +at/[t)]t] < ply/[t] + =t/[t])]t] = p(y + tz)

Soit a = sup,cp f(y) — p(y — x). Il reste & voir que

a < inf p(y +x) = f(y).
=
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Ceci est possible dés que 'on a l'inégalité souhaitée entre le sup et 'inf. Or si z,y € F, par
linéarité de f et inégalité triangulaire pour p :
@)+ fly) <plz+y) <plz+ ) +ply — )
et donc
Vz,y € Fy fly) —ply — ) <plz+2) — f(2).

En passant au sup sur y et a l'inf sur z on obtient I'inégalité souhaitée pour . Ceci implique la
contradiction qui force F' = E et donne ’extension souhaitée.

1.3 Application & ’Espace dual

Définition 18. L’espace E’ := L(E,IK) des formes linéaires continues sur un e.v.n. F est munie de
la norme d’opérateur

fller = sup  |f(2)].

2€E|[zl|<1

On a vu dans le chapitre précédent que c’est toujours un espace de Banach. Il sera trés utile
dans ce cours pour étudier E lui-méme.

Le résultat suivant, conséquence de Hahn-Banach permet de décrire réciproquement la norme de
E en terme de celle de E' :

Proposition 47. Soit (E,||.||g) un e.v.n., alors

x||g = sup f(x)]=  max f(x)].
]| 2 feE’,HfllE/S1| ()] feE',||f||E/s1‘ ()]

Démonstration. Par définition, on a

sup  [f(z)| < sup [fllellzlle = llzle.
1Bl <1 FeB|Ifller<1

Inversement, on applique Hahn-Banach & G = IRz en posant g(tx) = t||z||g de sorte que g(tz)|| <
||tz||g. Donc, il existe f € E' tel que f(x) = g(z) = ||z||g et f(y) < ||y||g ’est-a-dire || f||p < 1. En
particulier, le sup est atteint en f et est donc un maximum. ]

Un autre résultat de base permet d’associer a une application continue v : £ — F une application
(dite transposée ou adjoint) entre les duaux u' : F' — E'.

Proposition 48. Si u : E — F est une application linéaire continue u'(f) = f o u définie une
application linéaire continue u' : F' — E' et on a

1 f]] = 1l full]

Démonstration. Par composition, si f € F’, u linéaire continue, f o u est linéaire continue donc
appartient & E'. La linéarité en f est évidente. de plus |[u*(f)(x)|| < ||fI|#|||ul|l||z||z donc

[l (Her < (1 f[1eH]ull]-

Ceci donne ||[u!]|] < ||]u]|]-
Réciproquement on utilise la proposition précédente pour obtenir :

[|u()|p = S (W' (f)(@)] < S 1@ (Hlellzlle < Il

Ceci donne par définition de la norme subordonnée, 'autre inégalité : |||ul|| < ||u!|]].
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1.4 Espace quotient, Orthogonalité. [Facultatif]

Une autre application de Hahn-Banach va nous permettre de calculer le dual d’un sous-espace
d’un e.v.n. Il nous faut d’abord introduire la notion de norme quotient.

Définition 19. Soit /' C FE un sous-espace vectoriel fermé. Soit E/F 'espace vectoriel quotient
formé des classes p(z) == o+ F,x € E,p : E — E/F munie de la structure vectorielle usuelle
(rendant p linéaire)

Ap(a) + ply) = p(Az +y)

On munit E/F de la norme (dite norme quotient), donnant la topologie la plus forte rendant p
continue :

;= inf .
|[p()]] ;gFHxﬂLyH

Vérifions qu’il s’agit bien d’une norme. Si ||p(x)|| = 0, il existe y, € F tels que ||z — y,|| — 0
donc z € F'; comme F est supposé fermé, et donc P(x) = 0 par définition.

= inf = inf = .
lp(Az)l| = inf [[A(z) +y|| = inf [|A(z +y)l| = [Alllp(2)]]
Enfin, comme F est stable par somme :

p(z +2)[| = inf |lz+z+y +wll < inf |+l + [z + vl = [p@)|] + [Ip(2)]].
Yy1,Yy2€F y1,y2E€F

Les quotients vérifient la propriété universelle suivante :

Proposition 49. Siu : E — G est une application linéaire continue et F C Ker(u) alors il existe
une unique application up : E/F — G telle que up o P = u.

Démonstration. On pose up(z + F') = u(x) qui est bien définie car F' C Ker(u), linéaire (unique) et
continue par définition de la norme quotient. ]

Le résultat de dualité entre les quotients et les sous-espaces est le suivant :

Définition 20. Soit £ un e.v.n. et F' un sous-espace de E et N un sous-espace de E’. Les orthogonaux
de F' et N sont les sous-espaces fermés :

Fr={fecF f(x)=0xc F},
‘N :={x € E, f(x) =0Vf € N}.
Théoréme 50. Soit E un e.v.n. et F un sous-espace de E. Alors on a les isomorphismes isométriques
F'~FE/F+ (E/F) ~F*,
la deuziéeme relation étant valable si F' est fermé.

Démonstration. (1) Soit f € F’, Hahn-Banach donne une extension f* € E’ la version plus précise
de la premiére assertion revient a dire que o : f — f* + F'* est 'isométrie cherchée entre F’ et
E'/F+. D’abord, deux extensions f;, f3 s’annulent sur I donc f; + F* = f; + F1 et o est donc bien
définie. o est surjectif car pour tout f dans E’, la restriction donne

o(flp) = f+F".
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Comme A\f* + g* est une extension de \f + g si g* extension de g on voit que o est linéaire. Il
reste & vérifier I'isométrie qui montrera aussi l'injectivité. Le théoréme de Hahn-Banach donne une
extension avec || f*|| = || f|| donc

o (DI < 1I£1-
Réciproquement, Tout g € f* + F* étend f donc ||f|| = |lg|r|| < ||g||, donc en passant &
I'infémum intervenant dans la définition de la norme quotient, on obtient :
A< Hle (-

(2) On obtient a présent le dual du quotient. Si f € F*, on définit 'unique forme linéaire sur le
quotient telle que 7(f)o P = f (donnée par sa propriété universelle). Montrons que 7 : F+ — (E/FY
donne 'isométrie recherchée. Par I'unicité dans la propriété universelle, 7 est linéaire, surjective car
sige (E/F) 1(go P) = g. Enfin, on a la suite d’égalité :

Tl = sup  [r(g)(P(z))| = sup [g(z)] = sup |g(z)|=|lgll
IP@)|p/ <1 IP@)5/p<1 lellz<1

I’avant derniére égalité vient du fait que I'on peut choisir par définition de la norme quotient x € F
avec ||z|| < 1+ € pour tout image || P(z)|| < 1.
]

Proposition 51. Soient X,Y des ev.n et T € L(X,Y). Alors
Ker(T') = [Im(T)|* Ker(T) = *[Im(T")).

Démonstration. En effet, y € Ker(T") ssi pour tout z € E, 0 = [T'(y)](x) = y(T(z)) ssi y €
[Im(T)].
De méme, y € Ker(T) ssi pour tout z € E*, 0 = z[T(y)] = [T%(x)(y) ssi y € H[Im(T?)]. O

2 Premiéres propriétés des ensembles convexes

Soit x,y € F, on appelle segment d’extrémité x et y la partie
[z, y] = { Az + (1 =Ny, A €[0,1]}.
On retrouve bien str la définition usuelle dans IR.
Définition 21. Un ensemble C' C E,C # () est dit convezxe si Vr,y € C,[x,y] C C.
Proposition 52. Si E est un e.v.n., les boules (ouvertes et fermés) sont des convezes.

Démonstration. Considérons le cas des boules ouvertes. Soient x,y € B(a,r), 2 = Ax + (1 — Ay,
A€ [0,1].
Par I'inégalité triangulaire et homogénéité, on a :

[z = all = [|A(z = a) + (1 = A)(y — a)ll < [Alllz —all + [1 = Allly — al| <[Alr+ |1 = Alr =7
Donc z € B(a,r). Le cas des boules fermées est similaire. O
Le résultat suivant est laissé en exercice.

Proposition 53. Si C est conveze, alors son adhérence A et son intérieur Int(A) sont convezes.
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2.1 Enveloppe convexe

Définition 22. L’enveloppe convexe d’un ensemble A, notée Conv(A) ou Co(A) est le plus petit
convexe contenant A.

Explicitement, c’est I'union

Conv(A) = Une]N{Z tix;, x; € A,avethi =1,t; > 0}

=1

En effet cet ensemble contient A, est convexe et il est facile de voir que tout ensemble convexe
est stable par combinaison convexe ) ., t;x; avec » ¢, = 1,¢; > 0 par récurrence sur n.

Proposition 54. Soit E un espace de Banach et K un compact de E, alors Conv(K) est compact.

Démonstration. 11 suffit de voir que Conv(K) est précompact et complet, comme c’est un fermé d’un
complet il est complet, donc il suffit de voir que Conv(K) est précompact. On rappelle que cela veut
dire que pour tout € > 0, il existe z1,...,z, € K tels que Conv(K) C U, B(z;,¢€). Comme K est
précompact, on fixe ay, ..., a, € K tels que K C U, B(a;,€).

Or (ty,...t,) = Y t;a; est continue donc envoie le compact {(t1,...t,),t; > 0,> ¢; = 1} sur un
compact B de Conv(K), Tout € Conv(K) s'écrit > " t;x; en prenant a;, avec z; € B(ay,,€).
Donc y = > tia;, € B et ||z — y|| < €. Si y1, ...y sont tels que B C UY_, B(y;,€), on déduit que
Conv(K) C UF_, B(ys,2¢) donc Conv(K) est précompact. O

2.2 Jauge de Minkowski d’un ensemble convexe

L’un des objectifs principaux de ce chapitre est d’utiliser le théoréme de Hahn-Banach pour
séparer des convexes par des hyperplans fermés, lieu d’annulation d’une forme linéaire continue.
Pour cela, nous devons associer a un convexe une fonction (qui sera souvent une semi-norme) et que
I’on pourra utiliser comme domination dans le théoréme d’Hahn-Banach.

Définition 23. Soit F un IR-e.v., un convexe C' C E est dit absorbant si pour tout x € E,x € \('
pour un A > 0.

Définition 24. Soit F un IR-e.v. et C' un convexe absorbant. La jauge de Minkowski de C' est la
fonction :

pe(z) ==inf{\ > 0: X'z € C} € [0,00)
Théoréme 55. Soit £ un IR-e.v. et C' un convexe absorbant. Alors

1. pe(r+y) < polz) + pe(y).

pe(te) =tuc(z) sit > 0.

Si —C' = C, pc est une seminorme.

Si A= {x: pc(x) < 1},B = {z : pc(zr) < 1} alors A C C C B sont des convexes et
Ha = B = HC

5. Si E est un e.v.n. et 0 € Int(C) (ce qui implique C' absorbant), uc est continue et de plus

A=Int(C),B=C.
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Démonstration. Soit t = pc(x) +€ > 0, s = pc(y) + € > 0 de sorte que x/t,y/s € C. Or on peut
écrire la combinaison convexe suivante & = L2 4 =% ¢ O et donc pc(r 4 y) < s+ t. Comme
€ > 0 est arbitraire, on déduit (1).

(2) est une conséquence directe de la définition. Si —C = C puc(x) = pe(—2) d’ott on déduit
pe(tz) = |tlue(z), la seule relation manquante pour (3).

Les inclusions entre A, B, C' viennent de la définition : € C donne x/1 € C et donc pc(x) <1
et si uc(x) < 1, alors /1 € C. Elles impliquent up < pec < pa. Si pp(x) < s < t alors z/s € B
donc pe(x/s) <1 donc pe(x/t) < s/t <1 douz/t € A donc pa(z) <t soit en passant a I'infemum
des t, pa(z) < mupg(x) ce qui donne la derniére égalité de (4). A, B convexes sont semblables a la
convexité des boules en utilisant (1) et (2).

Pour (5), on remarque qu’il existe B(0,¢) C C donc pc(ex/||z||) < 1 soit pc(x) < ||z||/e.

De plus par l'inégalité triangulaire puc(z) < |uc(x — y)| + pe(y) et de méme en inversant x,y
donc

() — pe(y)] < luc(z —y)| <z —yll/e
donc pc est 1/e-lipschitzienne donc continue. On déduit que A est ouvert, B fermé et donc A C

Int(C),C C B. Or, soit ¢, si © € Bz(1—1/n) € C et converge vers x € C donc B C C. De méme si
x € A% (1+¢€)x ¢ C donc x € C°¢donc A° C C¢ d’ou en prenant le complémentaire Int(C) C A. O

Vous pouvez aussi en exercice essayer de montrer le résultat suivant directement.

Corollaire 56. Soit C' un conveze d’intérieur non vide d’un e.v.n., Int(C) = Int(C) et Int(C) = C.

Démonstration. En translatant, on peut supposer 0 € Int(C'),, Alors comme pic = fiini(c) = g, PAr
le (5) ci-dessus, le calcul de I'intérieur /adhérence en terme de la jauge donne que ces trois ensembles
ont méme intérieur et méme adhérence. O]

3 Séparation des convexes, Théoréme de Hahn-Banach : forme
géométrique

Un élément f € E' tel que f # 0 permet de construire un hyperplan fermé (translation de Ker(¢),

voir lemma) : {z € E, f(z) = c}. Les deux ensembles {z € E, f(z) < c} et {x € E, f(z) > ¢} sont

des demi-espaces. On dit que deux ensembles sont séparés (par I’hyperplan) si chaque ensemble est

dans un des demi-espaces. On parle de séparation stricte si C; C {z € E, f(z) < ¢} et Cy C {z €
E, f(x) > d} pour d > c.

La version suivante du théoréeme de hahn-Banach permet de séparer des ensembles convexes bien
choisis.

Théoréme 57. Soient A, B deux convexes non-vides disjoints d’un e.v.n. E, ils sont séparés par un
hyperplan dans les deux cas suivants :

1. Si A est ouvert, alors il existe f € E' et ¢ € IR telle que
Vee Ajye B: f(z) <c< f(y).
2. Si A est compact et B est fermé, alors il existe f € E' et ¢ < d € IR telle que

Vee A,ye B: f(z) <c<d< f(y).
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Démonstration. 1) Premier cas : B = {z}.

On peut supposer que 0 € A pour utiliser la fonctionnelle p4 comme fonctionnelle sous-additive
et positivement homogéne p du théoréme de Hahn Banach. Soit G = IRz et g(tzg) = t.

On remarque que pa(xg) > 1 car A = Int(A) = {x : pa(z) < 1} par le théoréme po| et zo ¢ A.

donc pour t>0 g(tzg) = t < tua(xo) = pa(try) et pour t < 0 g(txyg) < 0 < pa(trg). Donc on
obtient la domination hypothése de Hahn-Banach :

Ve € G, g(x) < pa().

EN appliquant le théoréme, on obtient donc f linéaire étendant g et telle que (en réutilisant la
lipshitzianité obtenue dans la preuve du théoréme [55( (5))

Vo € B, f(x) < palx) < M]Jal].

Ceci implique en particulier f € E*, f(x) < 1 pour x € A et f(z) = 1 sur B. Ce qui donne la
séparation.

Second cas : B quelconque.

On pose C' = A — B qui est convexe, ouvert (comme union UyepA —y) et 0 ¢ C. Donc d’apres le
premier cas il existe f € E’ telle que f(z) <0 pour z=a—b € A — B soit f(a) < f(b) pour a € A,
b € B. En passant au sup on obtient :

SUpmeAf(x) < ]nfyer(y) =C.

De plus, comme A ouvert on obtient A C Int({z : f(x) <c¢})={z: f(z) < c}.

2)Vérifions qu’il existe € > 0 tel que A + B(0,¢) et B + B(0,¢€) soient disjoints (ce sont aussi
des convexes ouverts comme au 1). Sinon, on trouve z, € A+ B(0,1/n) N B + B(0,1/n) donc
yn € A 2z, € B avec [lyn — 2yl|,||2n — zn|| < 1/n. En extrayant par compacité une sous-suite
Yn, — Yy € A on obtient z,, — y € B, une contradiction.

Donc on peut appliquer le cas 1) a A+ B(0,€) et B+ B(0,¢) . On obtient f € E’ non-nulle telle
que :

Va € A,Vz € B(0,¢),Ybe B: f(a)+ f(2) <a < f(b)+ f(2)
En prenant des sup sur la boule unité :
Vae AVbe B:  f(a)+||flle <a < f(b)—||f]le
Comme || f|| # 0, il suffit de prendre ¢ = a — || f|le/2 < d = a + || f]|¢/2. O

3.1 Applications

La proposition suivante sera importante pour ’étude des topologies faibles au prochain chapitre.
Il vient de l'application directe au cas A = {z}, B = {y} qui sont des compacts.

Proposition 58 (separation des points). E’ sépare les points de E : Pour x # y € F il existe f € E’
telle que f(z) # f(y).

Le deuxiéme cas particulier permet de séparer un point et un espace fermé F

Proposition 59. Si F' C E un sous-espace vectoriel de Ue.v.n. E. Si x & F alors il existe f € E'
telle que f(x) =1 et F C Ker(f).
En particulier, F+ =0 ssi F est dense dans E.
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La proposition précédente a des conséquences intéressantes pour comprendre l'injectivité et la
surjectivité (ou plutot la densité de 'image) des applications linéaires en dimension infinie.
Proposition 60. Soient X,Y des ev.n et T € L(X,Y).

1. Im(T) est dense dans Y si et seulement si T" est injectif.

2. 8i X CY,H(XY) =X est la fermeture normique de X dans Y.

Démonstration. Pour 1, T* est injectif si et seulement si Im(T)* = Ker(T") = 0 (proposition [51| ssi
Im(T) est dense par la proposition précédente.
Pour 2, X C +(X1) donc comme le terme de droite est fermé, 'adhérence est inclus. Récipro-

quement, soit x ¢ X par la conséquence de Hahn-Banach ci-dessus, soit f € E’ telle que f(x) = 1,
et f € X+, on déduit que z & L(X1). O

On verra au chapitre suivant une version duale utilisant une topologie faible.

4 Fonctions semi-continues et convexes[preuves facultatives]

Il est pratique de considérer des fonctions f : E —] — 0o, +00] = IRU{+00}. Dans ce cas on parle
de domaine de f :

D(f)={zx € E: f(x) < 0}.

Les propriétés que 'on considére dans cette section vont étre déterminées par l'ensemble des
valeurs au dessus du graphe de f, que l'on appelle épigraphe de f :

Epi(f) ={(z,)) € EXIR: f(z) < A}

Définition 25. Soit E un espace topologique f : E —| — 00, +00] est une fonction semi-continue
inférieurement (s.c.i) si 'ensemble Epi(f) est fermé dans E x IR.

Si C' C F un sous-ensemble convexe d'un R-e.v., f: C' —| — 0o, +00] est dite convexe si Epi(f)
est convexe.

Une fonction est dite fonction semi-continue supérieurement (s.c.s) (resp. concave) si -f est
s.c.i (resp. convexe).
Proposition 61. Soit E un espace topologique.

1. f est s.c.i si et seulement si pour tout A € IR, f~1(] — oo, \]) est fermé.

2. f est continue ssi elle est s.c.i. et s.c.s.

3. Si f est s.c.i alors pour toute suite x,, - x € E on a

f(z) <liminf f(x,).

n—oo

La réciproque est vraie si E e.v.n.
4. SiA>0et E evn., f,g s.c.i alors A\f + g est s.c.i.
5. Si fi,i € I sont s.c.i. alors 'enveloppe supérieure f(z) = sup;c; fi(x) est s.c.i

6. Si f est s.c.i et K compact de E alors f atteint sa borne inférieure sur K.
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Ce dernier résultat est peu pratique en dimension infinie car il y a peu de compacts. Les chapitres
remédierons & ce probléme.

Démonstration. (1) Si f s.c.i, Epi(f)N(E x{A\}) ={(z,\),z € f~1(] — 00, A])} est fermé comme sa
projection f~!(] — 0o, A]) sur la premiére coordonnée (une projection envoie un fermé sur un fermé).

Réciproquement, soit (z,,\,) € Epi(f),x, = x, A\, — X pour (x,\) € Epi(f) ((n, Ay )nes une
suite généralisée dans le cas ou F n’est pas un e.v.n., par exemple [ ’ensemble des voisinages de
(x, A) ordonnées par 'ordre inverse de l'inclusion. Par définition d’un point de I’adhérence, pour tout
voisinage n € [ il existe un point du voisinage dans Epi(f) et on le prend comme z,,). En remplagant
An par max(\,, A), on peut supposer A, > \. On a f(x,) < A, donc pour n grand f(x,) < A+ €
donc comme f71(] — 0o, A + €]) est fermé, on déduit f(x) < A+ € pour tout € > 0 soit en passant a
I'inf sur € : (z,\) € Epi(f)

(2) f est continue ssi f~(Ja,b]) = f~'(Ja,00[) N f71(] — oob|) est ouvert pour tout a,b, ssi (
f7(Ja, [) est ouvert pour tout a) et f~!(] — oo, b[) est ouvert pour tout b et chaque relation signifie
respectivement f est s.c.i. et f est s.c.s

(3) Par caractérisation séquentielle des fermés d’un e.v.n. f~!(] — oo, A]) ssi pour toute suite
xn, — x avee f(x,) < Xalors f(x) < A\ Si f(z) <liminf, , f(z,), en passant a la liminf, on obtient
f(z) <liminf, o f(z,) < A, ce qui montre la propriété de fermeture souhaitée pour appliquer (1).
Réciproquement, soit A > liminf,_,., f(x,) donc il existe une sous-suite telle que f(z,,) < A d’oit on
déduit par fermeture (n’utilisant PAS E métrique) f(z) < A et comme A est arbitraire, en prenant
I'infémum sur A :

f(z) < liminf f(z,).

n—oo

(4) est facile avec (3).
(5) vient de la stabilité des fermés par intersection et de f~'(] — oo, A]) = Nierf; (] — o0, A]).
(6) Sit est la borne inférieure, les F,, = K N f~'(] — 0o, ¢+ 1/n]) sont des fermés non-vides donc
{r e K: f(x) =c} =N, NI # 0. (rappel : sinon K est couvert par les ouverts K — [, on a un
recouvrement fini et donc par décroissance un des F;, était vide.) ]

On utilise les conventions oo 4+ 0o = 0o et A.oo = oo si A > 0.

Proposition 62. Soit E un e.v. et f: C —] — 00, 00].

1. f est convexe si et seulement si pour tout A €]0,1[,z,y, € E,
fz+ (1= Ny) <Af(x)+ (1 =N f(y)

2. St A>0, f,g convexes alors A\f + g est conveze.

3. 8i fi,i € I sont convezes alors l'enveloppe supérieure f(x) = sup;c; fi(x) est conveze.

4. f est convexe ssi g 1 E —] — 00, +00], définie par g(x) = f(x) six € C et g(x) = 00 sinon,
est convexe.

5. Si f est strictement conveze (c’est-a-dire la caractérisation de (1) avec < pour x # y), alors f
a au plus un minimum sur C.

Démonstration. Pour (1), Pénoncé est vide si f(x) ou f(y) = oo. Soit donc (x,t1), (y,t2) € Epi(f)
(comme on veut ¢; < oo cela utilise la réduction précédente). On remarque que (Ax + (1 — Ay, Aty +
(1 —Nty) € Epi(f) ssi fOz 4 (1= Ny) < My + (1 — Mt

37



Si les epigraphes sont convexes, cette propriété est vérifiée et donc en prenant l'infemum sur ¢y, t,
(qui donne f(x), f(y)) on a le résultat. Si f vérifie 'inégalité, on utilise f(z) < t1, f(y) < ty pour
conclure :

FOx + (1= N)g) < Af(2) + (1= N f(y) < A+ (1 - M.

(2) est évident en utilisant (1).
(3) vient de la stabilité des convexes par intersection et de Epi(f) = Nicr Epi(f;).
(4) est évident car Epi(f) = Epi(g).
(5) si & # y sont deux minima, f((z 4+ vy)/2) < (f(x) + f(y))/2 contredisant la minimalité. [

5 Propriétés différentielles des fonctions convexes.|preuves fa-
cultatives]

5.1 Rappel sur la différentiabilité au sens de Gateaux et Fréchet

Définition 26. Soit F, F des evan., U C E un ouvert, f : U — F est différentiable (au sens de
Fréchet) en x si il existe T' € L(E, F') notée df(x) telle que

() = f(2) = df (2)(y — 2)[| = o(llz = yl]), si x—y.

f est C' (ou continuement différentiable) sur U si f est differentiable en tout = € U et df : U —
L(E, F) est continue.

Onrappelle quesig: U — V C F, f : V — Z sont différentiables, alors fog aussi et d(fog)(x) =
df (g(z)) odg(x). De plus si Z =R et f a un minimum local en € V alors df (x) = 0.
Pour ce dernier résultat, on peut utiliser une notion plus faible de dérivée.

Définition 27. Soit F un e.v.n., U C E un ouvert, f: U —] — 00, 00| est dérivable en x au sens de
Géateaux si il existe T' € E' notée T = f/,(z) telle que

vhe B, tim LEF ZS@ gy
t\0 t

En générale, on appelle dérivée directionnelle (selon h en x) Dy f(x) € [—00, +00] la limite suivante

si elle existe : f(z +th) — f(z)
) T+ — J\z
Dyf(z) = K‘% ¢ '

On obtient la condition nécessaire usuelle de minimum, améliorée pour le cas de la minimisation
sous contrainte.

5.2 Caractérisations des fonctions convexes

Proposition 63. Si f : E —] — 00, 00| est convexe, pour tout x € dom(f) et tout h € E’, la dérivée
directionnelle Dj f(x) existe in [—oo,00] et vaut

D1 fa) — g S+ 1) = S )

t>0 t
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f(z+th)—f(x)

: est croissante car g(t) < g(s) se réécrit pour

Démonstration. 1l suffit de noter que g(t) =
0 <t < s en une inégalité de convexité :

Flz+th) = f(é(x +sh) 4+ (1 — é)) < fla + sh)é b @)1 - é).

]

Le théoréme suivant résume les 3 caractérisations principales de la convexité en terme de diffé-
rentiabilité, par la position relative des plans tangents et du graphe, par la monotonie de la dérivée
premiére ou par la positivité de la dérivée seconde :

Théoréme 64. Soit E un e.v.n. et U un ouvert convexe, f : U — IR une fonction dérivable au sens
de Gdteaux en tout point de U.

1. f est convexe ssi pour tout u,v € U :

flw) = f(v) 2 f6)[u—v]

2. f est convexe ssi pour tout u,v € U :

[f6(u) = fa()][u —v] 2 0
3. Si f est en plus C?, f est convexe ssi d® f(x) est positive pour tout x € U au sens ou d? f(x)(h, h) >
0 pour tout x € U, h € F.

Démonstration. (1) Si f convexe, I'inégalité vient de la proposition précédente en comparant 'in-
femum & la valeur en t = 1. Réciproquement on applique I'inégalité en z = tx + (1 — t)y € U par
convexité pour z,y € U d’ou :

(A)f(x) = f(2) 2 fo(R)le —z], (B)f(y) = f(2) = fa(2)ly — 2],
et t(A) + (1 —t)(B) donne
tf(@)+ 1 =1)f(y) = f(z) 2 o)tz —2) + (1 = t)(y — 2)] = f&(2)(0) =0

ce qui donne l'inégalité de convexité.
(2) Si f convexe, on utilise de méme les inégalités de la proposition précédente :

fo(@)(y —2) < fly) — flz), few)(z—y) < flx)— fy)

En sommant, on obtient I'inégalité. Réciproquement, on utilise ¢(t) = f(tx+(1—t)y) qui par Gateaux
dérivabilité est dérivalbe de dérivée ¢/(t) = fL(tx + (1 —t)y)(x —y) orsit < s

B(s) — §(t) = [faly + sz — )& — 4) — Foly + tz — )z — 1)
= Ul (o= ) ) Foly e~ )y + s —0) — -+ 1 ) 2 0

Donc ¢’ est croissante et par un résultat a 1 variable ¢ est convexe.

(3)Si f est C?, on dérive en ¢ la relation du (2) avec v = z, u = = + th une fois divisée par t* et
on obtient d?f(z)(h,h) > 0. Réciproquement, en dérivant en ¢ g(t) = f&(v + t(u — v))(u — v) et en
appliquant le théoréme fondamental du calcul :

[/6(u) = fo(0)][u—v] = g(1) — g(0) :/0 dtdf (v + t(u —v))(u —v,u—v) >0

et on retrouve le critére du (2). O
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Nous rappelons le résultat a 1 variable que nous avons utilisé :

Proposition 65. Si E = IR et [ est dériwable sur un ouvert convexe U C E (donc un intervalle
ouvert) alors f est convexe si et seulement si [’ est croissante.

Démonstration. Supposons f convexe. Soit a < a + h < b < b+ h, montrons que w <

w (ce qui montre en prenant h — 0 la croissance demandée). En découpant les intervalles, il
suffit d’avoir pour a < b < ¢, f(bl)):f:(a) < f(clig(b) (%)
C’est une conséquence de b = (f%Za + cg:—g d’ou par l'inégalité de la remarque précédente carac-

térisant la convexité :

D) 1 102 = fa) + (o) — fla) "

c—a c—a c—a

f(b) <

d’ou ().
Réciproquement si f’ croissante, montrons que f convexe, on veut voir f(Aa + (1 — A\)b) <
Af(a)+(1—=X)f(b) pour a < b, X €]0, 1]. Par I’égalité des accroissements finis, la pente f(’\ag(_l/\_)?gﬁ)c;f(a)

est atteinte par f’ en un point de |a, Aa + (1 — A)b[, et de méme f(b)_{g?gfé)l_’\)b) est atteinte par f’

en un point de JAa + (1 — A)b, b[ donc par croissance de la dérivée :

fa+ 1 =XNb) = fla) _ f(b) = fAa+ (1 = A)D)

<

T=N0-a) Ab—a)
1 1 f(a) f(®)
= fRa+ -G =) S T06 =0  Ab=a
= 0t (=) < g o
Ceci conclut. N
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Chapitre 4

Espaces de Hilbert

1 Généralités
Soit H un espace vectoriel sur IK = IR ou €

Définition 28. Un produit scalaire sur E est une application
(,):HxH-—-IK

telle que :
1. pour tout y € H, (y,.) : H — IK est linéaire
2. -SiIK=RVe,y € H,(z,y) = (y,z) (symétrie)
-SilKK=CVz,y € H, (z,y) = (y,z) (symétrie hermitienne)
3. pour v € H , (z,7) € R*

4. pour z € H , (z,x) = 0 si et seulement si z = 0.
Un espace H avec un tel produit scalaire est un espace préhilbertien réel (si IK = IR) et complexe (si
K =0C).

On remarque que dans le cas complexe, (., y) est antilinéaire, c’est-a-dire avec A le conjugé com-
plexe,

Vr,y,z € HAEC, (A\x+2z,y) = Mz,y) + (z,9).

Ezemple 20. Sur H = (*(I,C) on a le produit scalaire (hermitien canonique) :

iel
Dans le cas réel, la méme formule sans conjugaison complexe fonctionne.

Ezemple 21. Sur H = L*(Q, 1) avec (€, ;) un espace mesuré¢ o-fini, on a le produit scalaire (her-
mitien canonique) :

(f.g) = / F@(e)du(z).

Ezemple 22. Sur H = C°([a,b],C) on a le produit scalaire :
b_
(r.9) = | T@g(apto)
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Proposition 66. Si H est muni d’un produit scalaire on a linégalité de Cauchy-Schwarz :

(2, y) > < (z,2)(y, y)

avec égalité si et seulement si x,y sont liés. De plus ||x|| = \/{(x,x) est une norme sur H vérifiant
[identité du parallélogramme :

2
r—y

2

=

1 2 2
. = Sl + llyl®)

Démonstration. On a
(x4 ty, x + ty) = [|=|* + *||y||* + 2t Re((z,y)) > 0

c’est un polynome de degré 2 qui est toujours positif ou nul, donc son discriminant A = 4 Re((x, y))2—

4]|z]|?||ly||* < 0. En remplagant y par uy avec u = \Ei% si (x,y) # 0 on obtient

Re((z, y)u) = [(z,y)] < [|=]]*(uy, uy) = [lz|*|lyl[*au = []2|[ly]]*

Le méme calcul donne pour v de module 1 la norme de

2
Hlyllz = ullzlly [IF = 2llyl*ll2l]* = 2ll|lllyl| Re({z, uy))

qui vaut 0 si on choisit u tel que (z,y)u = |(z,y)| et que 'on est dans le cas d’égalité de C-S, ce qui
donne la relation de dépendance linéaire cherchée ||y||x — ul|z||y = 0. (La réciproque ’égalité en cas
de dépendance linéaire est évidente).

Le cas d’égalité correspond au cas ou le discriminant est nul donc, pour vérifier que 'on a une
norme, la séparation vient du dernier axiome, 'homogénéité vient de

Ay, Ay) = My, ) = My, y)
et I'inégalité triangulaire de :
(@ +y, @ +y) = |l=[]* + [lyl]* + 2Refz,y) < [lx|* + [lylI* + 2l=[l||yll = (]| + [lyl])*.
Enfin, on a aussi la relation :
(@ —y,x —y) = [zl + [lyl]* = 2Re(z, y)

soit en faisant la somme (avec 1'égalité débutant le calcul pour l'inégalité triangulaire), on obtient
I'identité du parallélogramme. O]

Remarque 12. L’identité du parallélogramme implique que H:”TWW > 1(||z|]* + ||y]|*) avec égalité
si et seulement si z = y ce qui donne un résultat de convexité (stricte). (On a vu en TD que par
continuité la convexité a mi point implique la convexité).

Une autre identité importante s’établit en prenant la différence des égalités donnant la preuve de
I'identité du parallélogramme ci-dessus, c’est 1'identité de polarisation :

z+yl? —|[lz -yl
Re(z, ) |z + | " ||z — yl]
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On retrouve aussi . -
S<x,y> = Re<$,iy> _ ||=T +zy|| ; ||{E — zy||

d’otul la formule de polarisation complexe :

1z +ylI* = lle = y[I* + ill= + iy[|* — il|z — iy[]”
4

(z,y) =

ou encore en bref
3

1 . :
(z,y) = Z§:2’“|I96+Zky||2 (4.1)

i=0
Définition 29. Un espace pré-hilbertien complet est appelé espace de Hilbert.
Ezemple 23. (*(I) et L*(Q, p) sont des espaces de Hilbert (cf. chapitre 1 pour la complétude), mais

pas C°([a,b],C) dont la complétion est 'espace de Hilbert L%([a, b], Leb). La complétion d'un espace
préhilbertien en tant qu’e.v.n. (cf. chapitre suivant) est toujours un espace de Hilbert.

2 Projection sur un convexe fermé

On va généraliser I'existence de projection orthogonale sur une sous-espace d’un espace euclidien
d’abord au cas des convexes et en dimension infinie.

Théoréme 67. Soit H un espace de Hilbert et C C H un convexe fermé non-vide. Pour tout f € H
il existe un unique u = Po(f) tel que

1 —ull = nf || o]l
De plus c’est l'unique vecteur u € C' tel que
VoeC, Re((f—u,v—u)) <0
Enfin, Po est une application 1-lipschitzienne appelée projection sur C'.

Démonstration. Pour montrer 'existence, si on savait que H est réflexif, on pourrait utiliser le théo-
réme [91] mais comme on ne le sait pas encore et qu’on va le déduire de notre théoréme de projection,
on fait une preuve directe, utilisant 'identité du parallélogramme.

Soit v, € C tel que ||f —v,|| = d = inf,ec ||f — ||

En appliquant 'identité a a = f — v,,,b = f — v,,, on trouve :

2 2

Up + Um
2

Un — Um

_1 2 2 2
= (1S =l 1 = el?) = 2

I~

Or par convexité 4% € C' donc ||f — ””*%HQ > d? donc

2
Un — Unm

1
o< (U = vl P+ [ = vl P) = & 0.

On déduit donc que v, est de Cauchy, donc converge vers u et par continuité de la norme d =

1S = wll.
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Soit g : v+ ||f — v||3. On peut calculer la différentielle dg(u) = Re((f — u,.)). Or si g atteint
son minimum en u, pour v € C, t € [0,1],

If —tv— (1 =tully = ||f — ull; +#*]Jv — ull; — 2t Re((f —u,v =) > [|If —ullz

donc 2Re((f — u,t — u)) < t||lv — ul|? et la limite ¢ — 0 donne I'inégalité caractéristique. Récipro-
quement, on a en t = 1, I'inégalité qui conclut :

1f = ullz = I = vllz = 2Re({f —u,v —u)) — [Jv —ull; < 0.

Pour voir I'unicité, si ui,us € C, on peut utiliser la convexité stricte sous la forme de 'identité
du parallélogramme, on a

2
+

2
Uy + Us

2

Uy — U2
2

Hf_ :%(||f—ul||2+||f—u2||2):d2

soit comme Hf — WT“?HZ > 2 on déduit H%HQ < 0 donc uy = us.
Par l'unicité, Po est bien définie et il ne reste qu’a voir la lipschitizianité. En appliquant la
propriété caractéristique pour fi, fs :

Re((fi — Pc(f1), Pe(f2) — Pe(f1)))
Re((f2 — Pc(f2), Po(f1) — Pe(f2)))

IN

?

0
0

IN

?

soit en aditionnant :

Re((f1 — fo+ Pc(f2) — Po(f1), Po(f2) — Po(f1))) <0

soit en utilisant Cauchy-Schwarz :

1Pe(f2) = Pe(f)lI* < Re((f = fo, Po(f2) = Pe(fi)) < I1fi = Foll [1Pe(f2) — Pe(fy)ll.
O

Théoréme 68. Soit H un espace de Hilbert et K C H un sous espace vectoriel fermé. Pour tout
f € H il existe un unique uw = Pg(f) tel que

1~ ullo = i |17 gl
De plus c’est l'unique vecteur uw € K tel que

Voe K, (v,f—u)=0
Enfin, Pk est une application linéaire bornée appelée projection orthogonale sur K.

Démonstration. 1l reste a voir la nouvelle caractérisation équivalente car celle-ci étant une relation
linéaire, elle impose la linéarité de Px (APk(f) + Pk(g) vérifie la relation pour Af + g et doit
donc étre par unicité Px(Af + ¢)). La nouvelle caractérisation est plus forte. Réciproquement, si
Re((f—u,v—u)) < 0, en prenant v = 2u et v = 0, on trouve Re((f —u,u)) = 0 donc Re((f —u,v)) <0
pour tout v dans K donc aussi pour —v par linéarité d’ou I'égalité a 0. O

Ezemple 24. Si H = L*(Q, 1, IR)
C={f>0pp}.

Alors Po(f) = flis>0}- (exo) Trouver aussi de méme la projection sur 'ensemble de f : @ — [0, 1].
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3 Dualité : le théoréme de représentation de Riesz

On en déduit maintenant le calcul du dual de H (voir sous-section 1.2 pour des rappels).

Théoréme 69. Soit ¢ une forme linéaire continue sur un espace de Hilbert H alors il existe un
unique [ € H tel que

Yv € H,¢(v) = (f,v).

De plus, on a l’expression duale pour la norme :

A1l = sup [(f,v)]-

llvll<1

Remarque 13. Dans le cas complexe, f +— (f,.) est une isométrie antilinéaire identifiant H et H’
(et donc identifiant linéairement H’ au conjugué H ayant la méme structure normique et de groupe

mais \.T = \v si v +— T est la bijection/identité de H — H notée - pour le caractére suggestif de
la relation & la conjugaison complexe). Dans la cas complexe on a donc H' ~ H et dans le cas réel
H ~ H.

PREUVE : Soit K = ¢~*(0) le noyau de ¢. Si K = H alors f = 0 convient. On suppose donc K # H.
Soit donc gy € K et g = % un vecteur de norme 1 et orthogonal & K. Comme ¢ est une

forme linéaire, on s’attend a ce que K et g engendrent L2, sorte de généralisation du théoréme du

rang (on va voir cela plus loin en utilisant 'orthogonalité). En effet, soit v € H, w = v — $v) g vérifie

#(9)
p(w) = ¢(v) — ¢(g)¢( g)=0doncw € K = Ker¢g et v =\g+ w avec \ = ig;).

On montre donc que f = ¢(g)g convient en montrant ’égalité sur v quelconque précédent :

(f.v) = 6(9)(g,v) = d(9){g. Ag + w) = (9)A|gll3 = d(9)A = p(v).

L’égalité des normes vient de Cauchy Schwarz qui implique que > avec égalité en prenant v = f/|| f||
si f#0. ]

Remarque 14. 11 n’est parfois pas judicieux d’identifier un espace de Hilbert a son dual, notamment
quand plusieurs espaces de Hilbert sont considérés et que les identifications sont incompatibles a des
relations de sous-espaces. Soit H = (*(IN) et K = {u € H,Y . Nn”*|lun|* < oo} Si on considére
Pensemble des suites telles que L = {(uy) >, (N =z |tn|* < 00} Il est facile de voir que K € H C L
et que La transposé de l'inclusion K C H s’identifie & H ~ H' C K’ ~ L. Il vaut alors mieux
identifier K’ & L (et pas K) en ayant une identification compatible avec les inclusions avec H.

3.1 Adjoint

On note B(H) = L(H, H) 'ensemble des applications linéaires continues sur H. On parle aussi
d’opérateur borné. La définition suivante de ’adjoint 7™, est une variante de la transposé pour les
espaces de Hilbert :

Proposition 70. Soit T € B(H), il existe T* € B(H) unique telle que pour tout x,y € H
(,T(y)) = (T"(x),y).

De plus on a ||T*|| = ||T|| égalité des normes d’opérateurs et T*(u) = T'(u) si on identifie
u € H~ H avec (u,.) comme dans le théoréeme de Riesz.
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Démonstration. Comme les identifications sont des isométries, la relations T*(u) = T*(u) définit
uniquement T* ce qui donne ||T*|| = ||T'|| = ||T"||. Par définition (T™*(x),.) est I'image de T*(u), la
définition de 7" dit donc que I’équation de définition s’écrit

(T"(2), ) = T"((u, ) = (u,.) o T = (u, T(.)).
ce qui est la propriété caractéristique cherchée.

Alternativement, on peut reprendre directement la preuve de la définition de T*. (x,T(.)) est par
composition une forme linéaire continue donc par le théoréme de Riesz, il existe un unique 7*(z) € H

tel que

(T"(x), ) = (&, T()).
Par unicité on voit que T™ est linéaire (AT™*(x) + T*(z) vérifie la caractérisation de T*(Az + z)). Pour
la norme on utilise la caractérisation duale :

Tl = sup [IT*(z)[| = ~ sup  [(T"(x),y)| == sup [{y,T(x))] = [[T]].
el <1 [EESHITES! [EESNMES!

[]

Définition 30. Un opérateur T est dit auto-adjoint si T = T* (et parfois symétrique si K = IR et
hermitien si IK = €). u est unitaire si vu* = u*u = I.
Un opérateur auto-adjoint est dit positif si pour tout x € H

(Tx,z) > 0.

Remarque 15. Cela n’a rien a voir si H = L?*(2) avec le terme positif employé¢ pour dire f > 0 =
T(f) > 0. Par contre si T' = my avec f € L*(Q2) I'application de multiplication par f : ms(x) = fx.
Alors (my)* = my et, my est positif si et seulement si [ f|h|> > 0 pour tout h € L* ce qui équivaut
af>0p.s.

En général, T*T est toujours positif et c’est 'un des buts de la théorie spectrale de définir une
racine carré pour montrer que tout opérateur positif est de cette forme.

Proposition 71. On a I* = [ et T — T* est une isométrie antilinéaire telle que (T'S)* =
S*T*,(T*)* =T. De plus ||T*T|| = ||TT*|| = ||T||? et si H # {0} pour tout T = T* auto-adjoint, on
a
1Tl = sup |(Tz,)].
lll[<1

Démonstration. Les premiéres relations sont évidentes par 'unicité de la caractérisation de T, il suffit
de vérifier que la formule donne la caractérisation souhaitée. En général par sous-multiplicativité de
la norme d’opérateur, on obtient ||T*T|| < ||T*||||T|| = ||T||*. Réciproquement par Cauchy-Schwarz,
|Tz|]? = (x, T*Tx) < ||T*T||||z||*> en en prenant le sup sur ||z|| < 1 on trouve ||T|* < ||T*T]|
d’ou I'égalité. Si T est hermitien, en utlisant 'identité de polarisation pour I'application bilinéaire
symétrique Re(T.,.) pour t € IR, on a :

T(z+ty),z+ty) — (T(x—ty),z—ty) _ llz+tyllz+lz —tyllz _ ll=]* + [ly|
2 - 2 B 2
la derniere égalité venant de l'identité du parallélogramme. La condition de positivité d’un poly-
nome de degré 2 donne

Re(T'z, ty) = <

| Re(Tz, )| < d||2[[[[yll

Donc en penant le sup sur z,y dans la boule unité ||T|| < d. 'autre inégalité est évidente par
Cauchy-Schwarz. ]
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3.2 Orthogonalité

En utilisant le théoréme de Riesz, on peut définir un orthogonal interne & H (coincidant avec le
préorthogonal) et déduire les relations correspondantes que nous avons vues dans le cas espace de
Banach :

Définition 31. Si ' C H est un sous-espace, alors 'orthogonal de K est
Ft={z e HVy€eF (z,y) =0}
On dit que x est orthogonal & F'si € F'*.

Proposition 72. Si F' est un sous-espace de H alors F+ = F, et on a la somme directe orthogonale
H=FaF*

et alors pp et ppr =1 — pi sont les projections associées a cette décomposition.
Si T € B(H), alors
Ker(T) = Im(T*)*.

Démonstration. La seule relation nouvelle est la somme directe orthogonale : si x € F++ N F* alors
(x,z) = 0 donc z = 0 et si y € H la relation caractéristique de la projection othogonale dit que
y — px(y) est orthogonal a F donc dans F* et comme y — (y — p(y)) = pz(y) est orthogonal a F*
ce doit étre ppi(y) par caractérisation de la projection. Cela donne la relation entre les projecteurs
et

y = ppL(y) +pr(y)

ce qui montre que H est une somme directe. ]

4 Bases Hilbertiennes

Définition 32. Soit H un espace préhilbertien. Une famille (z;);c; est dite orthogonale si pour tout
1 7é j, <J]i7ZL’j> =0.

Si de plus ||z;|| = 1, elle est dite orthonormale.

Une base hilbertienne (ou base orthonormale) de H est une famille orthonormale (e;);c; telle que
Vect(e;,i € I) est dense dans H.

Ezxemple 25. e; la suite dont la seule coordonnée non-nulle est la i-éme égale a 1 donne une base
hilbertienne de ¢*(T).

Ezxzemple 26. e,(z) = exp(inz),n € 7ZZ définit une base hilbertienne de 'espace pré-hilbertien
CY (IR, €) ensemble des fonctions continues 27 périodiques, muni du produit scalaire :

(o) =5 | Tdatoyae

C’est la base des décompositions en série de Fourier. Le but est de décomposer de fagon similaire
tout vecteur de H comme somme d’une série en fonction d’une base.
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Exzemple 27. Montrons que e,(z) = exp(inz),n € Z forme une base hilbertienne de L?([0, 27|, C) :

(f.9) = % /0 ng(t)dt.

D’abord, on sait que C9 (IR, C) identifié par restriction est dense car il contient C?(]0, 27[) qui
est dense par la proposition [25] 11 s’agit donc de la complétion de I’exemple précédent.
Ensuite on vérifie 'orthonormalité :

1 2m
%/0 exp(i(m — n)t)dt = 1gm—py.

Enfin, il reste a voir que Vect(e,) est dense. Or, on a Vect(e,) = {P(e,e™™), P € C[X,Y]|} =
{P(cos(x),sin(x)), P € C[X,Y]}. Soit D = {(z,y) € R? 2% +y? = 1}, soit f € CF (IR, C) On définit
g : D — C par g(cos(z),sin(x)) = f(z). Il est facile de voir que g continue sur D (utiliser tan, cot
selon le point comme carte coordonnée) donc par le théoréme d’approximation de Weierstrass ,
il existe un polynome P tel que ||P — g||lc < € donc, si @ = P(cos(.),sin(.)) € Vect(e,), on a
NQ — fll2 < 1Q — flleo < ||P — glloo < €. D’ott la densité voulue.

C’est la base des décompositions en série de Fourier qui sera étudiée au second semestre.

(€n, €m) =

Théoréme 73. Soit H un espace préhilbertien.

1. Une famille orthonormale (z;);cr est libre et vérifie l'inégalité de Bessel, pour tout x € H :

> K w))? < |l ?
i€l
2. De plus une famille orthonormale (e;);c; est une base hilbertienne si et seulement si on a
l’égalité de Bessel-Parseval :
> W,z P = |||
icl
De plus, dans ce cas, pour tout x € H, la série suivante converge (dans H mais pas absolument)
r = Zei<ei,x).
i€l

3. Si H est un espace de Hilbert, toute famille orthonormale peut étre complétée en une base
hilbertienne de H et J : x v+ ((x,€;))ics €tablit alors une isométrie surjective J : H ~ (*(I).

Remarque 16. De la formule pour x, on tire par continuité la formule pour le produit scalaire (qui
est série absolument convergente par Cauchy-Schwarz) :

<y7 x> = Z<y7 €i><€i7 .flf)
iel
Démonstration. (1) Si )" Niz; = 0, on calcule \; = (3~ \jx;, x;) = 0 donc z; est bien libre. Si F' est
une partie finie de I, et V = Vi = Vect(e;,i € F),

(ej,x — Z eiles, z)) =0

i€EF
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donc x — ), peile;,r) € V1 donc par caractérisation de la projection orthogonale
= Z ei{e;,
icF
Donc par la propriété de contraction et I'ortogonalité
|lpe(2)]]* = <Z€z €i, T 7Z€j<€jax>> = Z [{ei, ) * <[]
i€k jEF ieF

la famille est donc sommable et on a I'inégalité de Bessel pour la somme et on trouve en particulier
((z, €:))ier € 2().

(2) Si (e;)ier est une base soit x,, € Vect(e;,i € I) convergeant vers x.

De plus, pour n assez grand |||z]|? — [|z.|[?| < €/2 et pour tout J,

v, (@)1 = [lpv, @)l < lpv, (@0 — 2)[(2all + 2]]) < [[(@n = 2) (] + [2]]) < €/2

d’ott en prenant J tel que py,(x,) = z,, on obtient

Z |<€j7$> 2

ieJ

2l < ¢

et donc la somme de la série est ||x|| d’on I'égalité de Parseval.
Réciproquement, Si on a égalité, on trouve J,, tel que

> Kepa)lP = llpv,, @)I1° = [J|?
J€JIn

et ceci implique par le théoréme de Pythagore :

1pv,,, (@) = 2llz = [|=]5 = [lpv,,, (@)[[5 = 0

donc tout élément de H est limite d’éléments de Vect(e;, i € ) d’ott la propriété de base hilbertienne.
De plus un calcul donne la formule pour x :

[le = eiles, )P = [{ei )|

iEF i€F

(3) Considérons 'ensemble des familles orthogonales contenant une famille orthogonale donnée,
et ordonné par inclusion. C’est un ensemble non-vide. Si on a une famille totalement ordonnée de
familles orthonormales, I'union est un majorant, donc ’ensemble ordonné est inductif, il admet donc
par le lemme de Zorn un élément maximal (e;);c;. Si ce n’était pas une base (complétant la famille
orthonormale de départ), on aurait un x avec

D e <zl

iel

Comme H est complet lasomme y = >~ e;(e;, x) converge car si (I,,) croissante telle que Y., [{e;, z)[> —

> ier [(es, 2)|? la suite g, = 3, ei(e;, ) est de Cauchy car pour ¢ > p

lyp —vallz =D e @) <Y Ifei, )

i€ly—1Ip iZI,
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On déduit que y — x est orthogonal & tout e; car tout i tel que (e;, z) # 0 est dans un I, et que
(yn — x,€;) = 0 pour n assez grand pour un tel . Donc par orthogonalité

lly =[5 = ll2]* = ) |z, 2:)* > 0

el

donc ajouter (y — x)/||y — z|| & la famille orthonormale contredit la maximalité et conclut.

Une fois existence d'une base, I'isométrie est évidente par le (2), et si on a une suite (\;)er
dans ¢2(I), on voit que Y \;e; converge par complétude comme ci-dessus et on obtient ainsi la
surjectivité. O

5 Théoréme de Lax-Milgram

Définition 33. Une forme bilinéaire sur un espace de Hilbert réel H est dite continue si |a(u,v)| <
Cllul|||v]| pour C' < oo, u,v € H et coercive si a(u,u) > o|lul|>,a > 0,u € H

Théoréme 74. Soit a une forme bilinéaire, continue et coercive sur un espace de Hilbert H. Alors
pour tout ¢ € H', il existe un unique u € H tel que

a(u,v) = {(p,v),Yv € H.
De plus si a(u,v) = a(v,u), u Uest l'unique élément de H minimisant 3a(v,v) — (¢, v).

Démonstration. Comme v +— a(u,v) est linéaire continue sur H, par le théoréme de représentation
de Riesz, il existe Au € H tel que a(u,v) = (Au,v). Par bilinéarité de a, on déduit A est linéaire,
borné par continuité de A. On a en fait ||Au|| < C||u|| et résoudre 1'équation revient a résoudre
Au = ¢ (si ¢ identifié par le Th. de Riesz & un élément de H). Comme «||u||? < ||Aul|||u||, montrons
que Im(A) est fermé car si A(x,) — y alors ||z, — .|| < ||Az, — Ax,]||/a, donc z, de Cauchy,
T, — x et par continuité de A, y = Az. Enfin calculons Im(A)t = {0}. En effet, si (Au,v) = 0
pour tout u, on a al|v||? < a(v,v) = 0 donc v = 0. Donc Im(A) = Im(A) = Im(A) ® Im(A)* = H,
A est surjectif. La surjectivité implique I'existence de u avec Au = ¢. Or, dans le cas symétrique,
ta(v,v) — (¢, v) = $(Av — 24u,v) = 1 (Av — Au, (v — u)) — 3 (Au, Au) > —3(Au, Au) est minimum
si et seulement si v —u = 0 vu que un minimum vérifie a(v — u,v — u) = 0 donnant par coercivité

l|lv —ul| = 0. O

5.1 Application au probléme de Sturm-Liouville
On cherche a résoudre sur |0, 1] 'EDP :

—(pu) +qu=f sur ]0,1] (4.2)

avec condition au bord de Dirichlet u(0) = u(1) = 0 pour p € C'([0,1]),q € C°([0,1]), p(z) > a >
0,q(x) > a > 0. Pour chercher une solution classique v € C%([0,1]) il faut f € C°([0, 1]). Cependant
pour utiliser des techniques hilbertienne, il est souhaitable de définir une notion de solution faible
qui permettra de résoudre pour f € L*([0,1]). On va chercher une solution u € H{(]0,1[) :=
I/VO1 2(]0,1[). On a vu au chapitre 2 que c’est un espace de Banach et il est facile de voir que ¢’est un
espace de Hilbert. On a aussi vu que c’est un sous-espace de C°([0,1]) satisfaisant u(0) = u(1) =0
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d’ou la prise en compte de la condition au bord. Si u est une solution C? on a pour v € Hg(]0,1])
(en commengant par v € C}(]0, 1[) et en raisonnant par densité) :

/pu'v'—i—/quv:/fv.
I I I

C’est la définition de solution faible que I'on prend. On pose

a(u,u) = /p(u’)2 + /qu2 > af|ullwre
I I

donc c’est une forme coercive et comme par compacité, p,q € L, a est aussi continue, donc par le
Théoréme de Lax-Milgram, il existe une solution faible u € Hg(]0, 1[) vu que v — [, fv est continue.
On a dans cet espace 1'équation caractérisant (pu’)’ = f — qu € L? en particulier pu’ € W12 or
comme 1/p € C*([0,1]) € W2 par le Théoréme 43| (4) v’ = 1/p.pu’ € H' donc v/ € C°. Si de
plus f € C° | f —qu € CY donc (pu') € C° donc il est facile de voir que la version continue
de pu’ obtenu en intégrant est C! et donc de méme v’ € C' d’ott v € C?. Enfin on obtient pour
f € C°([0,1]) une solution classique en intégrant par partie en prenant la relation de solution faible
pour v = ¢ € C([a,b]) N H}(]0,1[), on a :fol(—(pu’)’—l—qu— f)¢ = 0 qui s’étend par densité a ¢ € C?
et donc par le lemme 25 on a (—(pu')’' + qu — f) = 0 p.p. puis partout par continuité.
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Chapitre 5

Espaces de Banach

On a déja défini et donné des exemples d’espaces de Banach, c’est-a-dire d’espaces vectoriels
normés complets, aux chapitres 2 et 3. Le but de ce chapitre est d’étudier leurs propriétés générales
pour mieux comprendre les applications linéaires continues et la dualité.

1 Dual et Bidual

1.1 Espace dual

Définition 34. L’espace E' := L(E,IK) des formes linéaires continues sur un e.v.n. F est munie de
la norme d’opérateur

Ifller = sup |f(z)].

2€E,|[a]|<1

On a vu au chapitre 2 que c’est toujours un espace de Banach.
Ezxzemple 28. On a vu en TD que (¢?(IN)) = ¢4(IN) pour 1 < p < oo, 1/p+1/qg=1.

On étudiera la dualité des espaces LP dans le dernier chapitre. Le résultat suivant donne un
exemple de calcul de dual :

Proposition 75. Le dual de co(I) est isométrique a
(1) ~ (co(I))"

Démonstration. On définit T : £*(I) — (co(I)) par :
T((ui))[(vi)] = Zuzvz

Bien stir, on a I'inégalité montrant que 7" est bien défini et contractant :

() [l <> ] [oi] < [lelloo Y uil.

icl icl

Montrons que T est isométrique. Comme les suites a support fini sont denses dans ¢'(7) il suffit

de montrer 'égalité dans ce cas, et cela vient en posant (v;) = 1{1,1,7,50}% € ¢o([) si (u;) a support fini

de T'((u;))(v;) = ||(u;)]|pr. Done comme ||(v;)||e, < 1 on a I'inégalité manquante :

1T (i)l eoy = [(u)[er-
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Montrons que T" est surjectif. Soit f € (co(I))" et e; la suite valant 1 en i et 0 ailleurs. Soit
u; = f(e;), montrons que (u;) € ¢*(IN). Or par I'isométrie

(uwilicp)|le <{IT((wilier))leoy = [IT((w)) 0 vrlleoy = |1f 0 vrlley < |1l

car vp((x;)) = (L;epx;) est une contraction sur ¢y pour F' fini (et par le calcul & support fini qui suit
qui implique f owvr =T((u;)) o vr). Donc pour tout F fini :
> sl < 11 f 1oy
i€F
ce qui donne la sommabilité u € ¢*(T).
Montrons enfin que f = T'((u;)).

En effet, si v est & support fini, f(v) = T((u;))(v) par linéarité mais comme les deux cotés sont
continus en v et que (par définition) les suites a support fini sont denses dans co(/), on obtient

f=T((ui)).
O

1.2 Bidual, Complété

Le dual du dual E” = (E’) est appelé bidual de E.

Définition 35. L’application J : E — E” qui envoie J(z)(f) = f(z) pour f € E’ est appelée
injection canonique de E dans E".

Proposition 76. L’injection canonique J : E— E" est une isométrie (c’est pour cela que c’est une
injection).

Démonstration. En appliquant la définition de la norme du dual puis la conséquence de Hahn-Banach
(proposition , on obtient :

@)z = sup [J(@)()] = sup |f(z)] = |Jz|e-

£l zr <1 1fll g <1

On donne un exemple :

Ezxemple 29. En combinant le résultat du chapitre 0 avec la section précédente :
(co(I))" 2= (1)) = £(1).

Définition 36. L'adhérence F := (E)E E dans E” est appelée complété de E.

Comme c’est un espace fermé d’un espace complet, c’est un espace de Banach muni d’une injection
i: E — E (quiestidsi F est déja n espace de Banach). Il est caractérisé par la propriété universelle
suivante :

Proposition 77. Soit F' un espace de Banach et u : E — F une application linéaire continue, il
existe une unique extension u : E — F telle que 4 oi = wu. D