
Université Claude Bernard Master 1 Général
Année universitaire 2017-2018 Analyse

Devoir Maison pour le mercredi 8 novembre

Fonctions à variation bornée et absolument continues.

On dé�nit l'espace des fonctions à variation bornée :

BV ([0, 1]) = {f ∈ Bb([0, 1]) : ∃C <∞∀n, 0 6 t0 < t1 < ... < tn 6 1
n∑
i=1

|f(ti)−f(ti−1)| 6 C}.

On appelle l'in�mum des constantes de la dé�nition :

||f ||BV = |f(0)|+ inf{C : ∀n, 0 6 t0 < t1 < ... < tn 6 1
n∑
i=1

|f(ti)− f(ti−1)| 6 C}

1. Montrons que BV ([0, 1]) est un espace vectoriel normé. On voit que c'est un
sous-espace vectoriel de Bb([0, 1]).

∑n
i=1 |λf(ti) − λf(ti−1)| = |λ|

∑n
i=1 |f(ti) −

f(ti−1)| <∞ et

||λf ||BV = |λf(0)|+inf{|λ|C : ∀n, 0 6 t0 < t1 < ... < tn 6 1
n∑
i=1

|f(ti)−f(ti−1)| 6 C} = |λ| ||f ||BV ,

donc BV ([0, 1]) est stable par multiplication par un scalaire. De plus il est stable
par somme car par l'inégalité triangulaire des nombres :

∑n
i=1 |(f + g)(ti) − (f +

g)(ti−1)| 6
∑n

i=1 |f(ti)− f(ti−1)|+ |
∑n

i=1 |g(ti)− g(ti−1)| 6 Cf +Cg <∞ si Cf , Cg
sont dans l'ensemble dont on prend l'inf, donc :

||f + g||BV 6 |(f + g)(0)|+ Cf + Cg 6 |f(0)|+ |g(0)|+ Cf + Cg,

soit en passant à l'in�mum ||f+g||BV 6 ||f ||BV +||g||BV soit l'inégalité triangulaire.
Pour voir la séparation noter en prenant la subdivision {0, s, 1} que |f(s)| 6 |f(0)|+
|f(s)− f(0)|+ |f(1)− f(s)| 6 ||f ||BV donc f = 0 si ||f ||BV = 0. En fait, on vient
de voir ||f ||∞ 6 ||f ||BV .
Voyons la complétude : On prend une suite de Cauchy fn dans BV , par l'inégalité
précédente, elle de Cauchy pour la convergence uniforme, donc comme on a vu en
cours que l'espace des fonctions bornées est complet, elle converge dans cet en-
semble, et la limite uniforme est alors Borélienne, d'où convergence dans Bb([0, 1]).
Il faut voir que la limite est dans BV et la convergence pour la norme BV .
Soit n, 0 6 t0 < t1 < ... < tn 6 1 on sait que pour k,m > N

|fk − fm|(0) +
n∑
i=1

|(fk − fm)(ti)− (fk − fm)(ti−1)| 6 ε

soit en faisant m→∞ en utilisant la limite uniforme

|fk − f |(0) +
n∑
i=1

|(fk − f)(ti)− (fk − f)(ti−1)| 6 ε

donc, comme la borne ne dépend pas de la suite des temps, on trouve à la fois
fk − f ∈ BV (donc f ∈ BV par linéarité) et ||fk − f ||BV 6 ε ce qui donne la
convergence voulue dans BV .
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2. On a vu au 1 que ||f ||∞ 6 ||f ||BV . Donc l'inclusion de BV dans Bb([0, 1]) qui est
clairement linéaire est bornée sur la boule unité donc continue.

3. Par le théorème d'approximation de Weierstrass, les polynÃ�mes sont denses dans
C0([0, 1]). IL su�t donc de voir qu'ils sont inclus dans BV pour obtenir la densité
voulue. Or un polynÃ�me P est C1 donc sa dérivée est bornée sur [0,1](par Heine
car continue sur un compact) disons par M , donc P est M -lipschitzien par l'inéga-
lité des accroissements �nies. POur une subdivision : 0 6 t0 < t1 < ... < tn 6 1
on borne :

∑n
i=1 |P (ti) − P (ti−1)| 6

∑n
i=1M |ti − ti−1| 6 M. Donc P ∈ BV et

||P ||BV 6M.

4. Soit δp : BV ([0, 1]) → IR, p ∈ X dé�ni par δp(f) = f(p). Montrons que δp est
linéaire continue et |||δp||| = 1. Déjà la linéarité vient de celle de l'évaluation sur
C0([0, 1]). On voit la bornitude sur la norme unité. |f(p)| 6 ||f ||BV par la question
2, ce qui conclut à la continuité et |||δp||| 6 1. En�n ||1||BV = 1 + 0 (car toutes
di�érences 1(t)− 1(s) = 0) et δp(f) = f(p) = 1 = ||1||BV donc le sup est atteint et
|||δp||| > 1.

5. Montrons d'abord que ∀n, 0 6 t0 < t1 < ... < tn 6 1

n∑
i=1

sup
s∈[ti−1,ti]

|f(s)− f(ti−1)| 6 ||f ||BV

D'abord notons que la somme vaut :

n∑
i=1

sup
si∈[ti−1,ti]

|f(si)− f(ti−1)| = sup
(s1,...sn):si∈[ti−1,ti]

n∑
i=1

|f(si)− f(ti−1)|

Or {0, t1, s1, t2, ..., sn−1, tn} est une subdivision donc

sup
(s1,...sn):si∈[ti−1,ti]

n∑
i=1

|f(si)−f(ti−1)| 6 sup
s:si∈[ti−1,ti]

n∑
i=1

|f(si)−f(ti)|+|f(si)−f(ti−1)| 6 ||f ||BV−|f(0)|.

Cela donne l'a�rmation En conséquence :

n∑
i=1

lim sup
ε→0+

|f(ti−1 + ε)− f(ti−1)| 6
n∑
i=1

sup
s∈[ti−1,ti]

|f(s)− f(ti−1)| 6 ||f ||BV

Soit An(f) = {x : |f(x) − lim supε→0+ f(x + ε)| > 1/n} On déduit en prenant
chaque ti dans An(f) que

CardAn(f)
1

n
6 ||f ||BV

donc CardAn(f) 6 n||f ||BV est bien �ni.
Les points de discontinuité peuvent Ãªtre à droite ou a gauche (point de disconti-
nuité de f(−·)) il peut aussi Ãªtre par dessus, ou par dessous (lim inf di�érente de
la valeur au point).
L'ensemble D des points de discontinuité s'écrit donc comme l'union :

D = ∪n>1

(
An(f) ∪ An(−f) ∪ An(f(−·)) ∪ An(−f(−·))

)
qui est donc dénombrable comme union dénombrable d'ensembles �nis (puisque
toutes les fonctions en questions sont dans BV).
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6. Soit g ∈ C1
b ([0, 1]), f ∈ BV ([0, 1]), on pose pour s 6 t :

Φs,t(g)(f) = f(t)g(t)− f(s)g(s)−
∫ t

s

g′(u)f(u)du.

C'est bien dé�nie car g′f est borélienne bornée (par produit car g′ est mÃªme
une fonction continue bornée) donc l'intégrale de Lebesgue existe et par Chasles
et somme télescopique :

Φ0,1(g)(f) =
n∑
i=1

Φti−1,ti(g)(f).

On fait une décomposition en somme sur une subdivision pour pouvoir exploité les
petits pas de subdivision.
Mais on peut borner chaque terme :

|Φs,t(g)(f)| 6 |f(t)g(t)− f(s)g(s)−
∫ t

s

g′(u)duf(s)|+
∫ t

s

|g′(u)||f(u)− f(s)|du

= |f(t)− f(s)||g(t)|+ ||g′||∞
∫ t

s

|f(u)− f(s)|du.

En prenant la somme et en notant i(u) = max{i, ti 6 u} :

|Φ0,1(g)(f)| 6 ||g||∞
n∑
i=1

|f(ti)− f(ti−1)|+
n∑
i=1

||g′||∞
∫ ti

ti−1

|f(u)− f(ti(u))|du

6 ||g||∞(||f ||BV − |f(0)|) + ||g′||∞
∫ 1

0

|f(u)− f(ti(u))|du.

On considère la subdivision i/n et on note in(u) = max{i, i/n 6 u}Alors in(u)/n→
u et en dehors de l'ensemble dénombrable de points de discontinuité de f , |f(u)−
f(in(u)/n)| → 0 donc par convergence dominée par 2||f ||∞,

∫ 1

0
|f(u)−f(in(u)/n)|du→n→∞

0 d'où

|Φ0,1(g)(f)| 6 |||g||∞(||f ||BV − |f(0)|) + ||g′||∞
∫ 1

0

|f(u)− f(in(u)/n)|du

→n→∞ ||g||∞(||f ||BV − |f(0)|).

d'où le résultat.

7. Montrons Φ1 : (C1
b ([0, 1])⊕∞IR)→ (BV ([0, 1]))′ dé�ni par Φ1(g, λ)(f) = Φ(g)(f)+

λf(0) est linéaire continue et s'étend en une unique application linéaire continue φ :
C0([0, 1])⊕∞ IR→ (BV ([0, 1]))′. (on rappelle que ||(x, y)||

E⊕∞IR = max(||x||, |y|))
et que la norme subordonnée véri�e : |||φ||| 6 1.

en e�et par question précédente :

|Φ1(g, λ)(f)| = |Φ(g)(f)+λf(0)| 6 ||g||∞(||f ||BV−|f(0)|)+|λ||f(0)| 6 max(||g||∞, |λ|)||f ||BV

Or ||g||∞ 6 ||g||C1 donc la première continuité est évidente car la linéarité l'est
aussi par linéarité de l'intégrale.
Mais en regardant la norme induite de C0([0, 1])⊕∞ IR on a mÃªme continuité de
Φ1 et ||Φ1(g, λ)||BV ′ 6 max(||g||∞, |λ|) donc |||Φ1||| 6 1 et comme C1

b ([0, 1]) est
dense (en conséquence du thm d'approximation de Weierstrass) et que BV ′ est
complet comme tout dual, on déduit par extension des applications uniformément
continue par densité (chap 0) que Φ1 s'étend en φ et que |||φ||| 6 1.
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8. On rappelle queW 1,1(]0, 1[) est l'espace de sobolev vu en cours. Montrer qu'il existe
I : f ∈ W 1,1(]0, 1[) → C0([0, 1]) injectif avec I(f)(x) = C(f) +

∫ x
0
f ′(t)dt tel que

I(f) = fp.p (c'est pareil que le cours pour H1 mais cela ne s'en déduit pas, cf cours
de l'an dernier qui faisait tous les W 1,p).
Montrons que AC([0, 1]) := ImI ⊂ BV ([0, 1]) est fermé et induit I : W 1,1(]0, 1[)→
BV ([0, 1]) continue. ON commence par l'inclusion et la continuité, en e�et pour
f ∈ Im(I) : n, 0 6 t0 < t1 < ... < tn 6 1 on a

n∑
i=1

|f(ti)− f(ti−1)| 6
n∑
i=1

∫ ti

ti−1

|f ′(s)|ds 6 ||f ||W 1,1

donc f est bien à variation borné et comme

|f(0)| 6
∫ 1

0

|f(s)|ds+
∫ 1

0

|f(s)−f(0)|ds 6
∫ 1

0

|f(s)|ds+
∫ 1

0

∫ s

0

|f ′(u)|duds 6 ||f ||W 1,1

on trouve ||I(f)||BV 6 2||f ||W 1,1 d'où la continuité de I.
On montre que la norme induite par W 1,1 sur ImI est équivalent à celle de BV , de
sorte que, comme W 1,1 est complet par le cours, Im(I) sera complet pour la topo-
logie induite de BV et donc fermé (on a rappellé au chap 0 que les complets d'un
espace mériques sont toujours fermés). Montrons donc :||f ||W 1,1 6 2||I(f)||BV ce
qui concluera à l'équivalence des normes. Il su�t de traiter le cas à f polynomiale,
car on a par Weierstrass et densité des fonctions continues dans L1, une suite Qn

de polynÃ�mes tels que ||Pn−f ′||1 → 0 et alors Qn(x) := C(f)+
∫ x
0
Pn(t)dt, donne

un polynÃ�me qui converge dans W 1,1 vers f car

||Qn − f ||W 1,1 6 ||Pn − f ′||1 +

∫ 1

0

dx

∫ x

0

dt||Pn(t)− f ′(t)| 6 2||Pn − f ′||1.

En�n, dans le cas f polynomiales, on peut prendre une subdivision ti tel que f ne
change pas de signe sur [ti, ti+1] vu que f a une nombre �ni de zéro.
Alors, en utilisant ce signe constant à la dernière égalité

n∑
i=1

|f(ti)− f(ti−1)| =
n∑
i=1

|
∫ ti

ti−1

f ′(s)| =
n∑
i=1

∫ ti

ti−1

|f ′(s)|

donc en utilisant Chastes
∫ 1

0
|f ′(s)|ds 6 ||f ||BV − |f(0)|, de plus

∫ 1

0
|f(s)|ds 6

|f(0)|+
∫ 1

0
|f ′(s)|ds donc :

||f ||W 1,1 6 |f(0)|+ 2(||I(f)||BV − |f(0)|) 6 2||I(f)||BV .

On aurait pas pu faire ce raisonnement avec une fonction continue car x2 sin(1/x)
est continue mais change un nombre in�ni de fois de signe sur [0, 1].

9. Montrer que pour (f, t) ∈ C1
b ([0, 1])⊕∞ IR, g ∈ C1

b ([0, 1]) d'où :

[I t ◦ φ(f, t)](g) = φ(f, t)(I(g)) = f(1)g(1)− f(0)g(0)−
∫ 1

0

f ′(u)g(u)du+ tI(g)(0)

=

∫ 1

0

g′(s)f(s)ds+ tC(g),

où on a utilisé la relation d'intégration par partie (car les fonctions sont C1, par
possible avec des fonctions dérivable p.p., et mÃªme avec des fonctions C1 par

4



morceau cela n'aurait pas la mÃªme forme) et la dé�nition de I. Prenons par
densité fn → f ∈ C0, gn → g ∈ W 1,1 (Weierstrass+ question précédente, pour
la densité des polynÃ�mes dans W 1,1) dans les topo respectives de ces espaces.
Comme les deux membres de l'égalité sont continues, la relation voulue s'obtient
à la limite. Noter que la continuité du membre de gauche vient de la dé�nition de
l'extension φ et la continuité de I t. La continuité du mebre de droite car g → g′

est continue de W 1,1 vers L1 par dé�nition et C0 ⊂ L∞ isométrique donc Holder
donne la continuité voulue du terme avec intégrale.

10. Pour voir que I t ◦ φ injective il su�t d'appliquer à [I t ◦ φ(f, t)] = 0 à g = 1 la
relation qui donne t = 0 puis pour tout g′ ∈ L1 venant de g(x) =

∫ x
0
g′(s)ds alors∫ 1

0
g′(s)f(s)ds = 0 donc (en regardant le sup sur la boule unité de L1 pour identi�er

la norme de L∞), ||f ||L∞([0,1]) = 0 soit f = 0 p.p. mais f continue donc f = 0.

11. Soit f ∈ L∞([0, 1], Leb) et ψf (g) =
∫ 1

0
g′(s)f(s)ds, montrons en utilisant le théo-

rème de prolongement de Hahn-Banach que ψf ∈ Im(I t).
D'abord montrons que ψf ∈ (W 1,1([0, 1]))′. En e�et, g′ ∈ L1, f ∈ L∞ donc
par Holder l'intégrale est bien dé�nie, linéaire en g et |ψf (g)| 6 ||g′||1||f ||∞ 6
||g||W 1,1||f ||∞. Donc ψf linéaire continue et ||ψf ||(W 1,1([0,1]))′ 6 ||f ||∞. On considère
ψf ◦I−1 sur Im(I) on a |ψf ◦I−1(g)| 6 ||f ||∞||I−1(g)||W 1,1 6 2||f ||∞||g||BV donc par
Hahn-Banach, s'étend en une application F ∈ (BV )′ de norme inférieur à 2||f ||∞.
Or I t(F ) = F ◦ I = ψf ◦ I−1 ◦ I = ψf d'où ψf ∈ Im(I t) Si φ était surjective., ψf
s'écrirait par le 9 :

ψf (g) =

∫ 1

0

g′(s)f(s)ds =

∫ 1

0

g′(s)f1(s)ds+ tC(g)

pour f1 continue. Or pour tout g′ ∈ L1 on trouve g avec C(g) = 0 ayant dérivée
g′ d'où

∫ 1

0
g′(s)(f(s) − f1(s))ds = 0 pour tout g′ ∈ L1 donc f − f1 = 0 p.p. une

contradiction car toute fonction mesurable bornée n'est pas p.p. égale à une fonc-
tion continue (ex : une indicatrice de segment n'a pas de prolongement continue,
bien qu'elle ait un prologement p.p. continue, noter la di�érence...).
POur montrer cela sans Hahn-Banach on peut utiliser le cas des indicatrices de
segments. POur p ∈]0, 1[, on a déjà vu δp ∈ BV ′ et il est facile de voir qu'elle
prolonge ψ1[0,p] . Le mÃªme raisonnement s'applique alors puisque 1[0,p] n'est pas
continue.

Remarque 1. φ(f, 0)(g) est noté
∫ 1

0
f(s)dg(s) s'appelle l'intégrale de Stieltjes d'une fonc-

tion continue par rapport à une fonction à variation bornée. Elle a des applications en
probabilité.

Remarque 2. comme on peut voir que u : BV ([0, 1])∩D([0, 1])→ (C0([0, 1])⊕∞ IR)′ dé�ni
par u(x)(y, t) = φ(y, t)(x) est une homéomorphisme linéaire avec D([0, 1]) ⊂ Bb([0, 1]) les
fonctions continues à droites sur ]0, 1] (pas forcément en 0), cela permet de voir que
(u−1)t ◦ φ = J : C0([0, 1]) ⊕∞ IR → (C0([0, 1]) ⊕∞ IR)′′ canonique n'est pas surjectif
donc, grâce au cours, cet espace et son dual BV ([0, 1]) ∩ D([0, 1]) ne sont pas ré�exifs.
Cela donne cependant un espace dual BV ([0, 1]) ∩D([0, 1]) contenant W 1,1(]0, 1[) et qui
a plus de compacts (pour la topologie préfaible du chapitre 5). Il permet de résoudre des
défauts de compacité dans W 1,1. f ∈ ImI =: AC([0, 1]) est dite absolument continue. La
construction de I donne qu'elle est p.p. dérivable et l'intégrale de sa dérivée p.p.

Montrons la remarque (en utilisant la �n du cours). Vu la borne du (7) u est bien dé�ni
et contractante. car|φ(y, t)(x)| 6 ||x||BV ||(y, t)|| donc ||u(x)|| 6 ||x||BV et la linéarité est
claire par dé�nition de l'extension φ. L'injectivité de u vient du fait que u(f, t) = 0

5



restreinte à toute fonction C1 implique par densité de C0 dans L1, f = 0 dans L∞ soit
f = 0 p.p. et en restreingant aux fonctions continue à droite cela implique par continuité
f = 0 d'où l'injectivité.

Il faut voir que u est surjectif. Par exercice 1 du TD 2 2015 (corrigé sur le site)
(C0([0, 1]) ⊕∞ IR)′ = (C0([0, 1]))′ ⊕1 IR Par le théorème de Radon Riesz, (C0([0, 1]))′ =
M([0, 1]) l'ensemble des mesures de Radon signée sur [0, 1].

Pour un pair (µ, λ) ∈M([0, 1])⊕1 IR, on considère la restriction à (g, t) ∈ C1
b ([0, 1])⊕∞

IR : auquel cas, par unicité de l'extension de φ on cherche f ∈ BV ∩D avec :

Φ1(g, t)(f) =

∫
gdµ+ tλ = f(1)g(1)− f(0)g(0)−

∫ 1

0

g′(s)f(s)ds+ tf(0)

Pour g = 0, cela force f(0) = λ, pour (g, t) = (1, 1), cela force : f(1) = µ([0, 1]) + λ. Vu
la contrainte de continuité à droite, cela suggère f(s) = µ([0, s]) + λ, si s > 0. En e�et
par convergence dominé (par une constante) pour les mesures signées limε→0 f(s + ε) =
µ([0, s])+λ = f(s) si s > 0. Voyons qu'en e�et, u(f) = (µ, λ). Or, il est simple d'égaler les
valeurs en (0, t), donc égalons les valeurs en (g, 0) en utilisant Fubini pour mesure signée
(à une fonction bornée)

f(1)g(1)− f(0)g(0)−
∫ 1

0

g′(s)f(s)ds

= λ(g(1)− g(0)−
∫ 1

0

g′(s)ds) + g(1)µ([0, 1])−
∫ 1

0

g′(s)

∫ s

0

dµ(t)ds

= g(1)µ([0, 1])−
∫ 1

0

dµ(t)

∫ 1

t

g′(s)ds

= g(1)µ([0, 1])−
∫ 1

0

dµ(t)(g(1)− g(t)) =

∫ 1

0

dµ(t)g(t)

Cela suggère que les fonctions BV sont des généralisations des fonctions absolument
continues (deW 1,1) où la dérivée intégrable est remplacée par une mesure. C'est l'intégrale
par rapport à cette mesure que construit l'intégrale de Stieltjes.
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