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Espaces vectoriels normés.

Exercice 1
Vérifier que la fonction (z,y) — maz(|z + 3y, |x — y|) définit une norme sur IR? .

Exercice 2 Normes sur les matrices
Pour tout élément A = (a;;) de M, (IR), on pose :

n
Al = s, el 1Al = o 3 sl

1. Montrer que si on identifie M, ;(IR) a IR™ :
[|Alloc = sup{||ABllo | B € Mp1(R) - [[B[ls < 1},

[[A[llse = sup{|[AB|| | B € Mn1(IR) : || Blo < 1}.
2. Montrer que 'on définit ainsi des normes sur M, (IR) vérifiant || AB||oc < n||Al|so ||B]]oo
et ||[[AB|[loe < [[Alllso [l Bll]oo-

Exercice 3
Prouver que E = C°(]0, 1], IR) est un espace vectoriel de dimension infinie. Est-ce que les

polynomes forment un ouvert dans £ 7 Un fermé ?

Exercice 4
Soit F un espace vectoriel normé (evn). Quels sont les sous-espaces vectoriels F' de E qui

contiennent une boule ?

Exercice 5
Soit E un espace vectoriel, et soit p : E — [0, 00| une fonction telle que

L. p(z)=0<=2=0
2. p(Az) = |Ap(z)Vz € X, X € R.
Prouver que p est une norme sur E ssi 'ensemble C' = {x € E : p(x) < 1} est convexe,
c’est-a-dire
Vi €]0,1,z,y € Citz + (1 —t)y € C.

Exercice 6 Soit A une forme linéaire (pas forcément continue) non nulle sur E evn.
Prouver que A(V) est ouvert dans IR quand V' est un ouvert dans F.

Exercice 7 Soit F un e.v.n., et soit L un sous-espace de E de dimension finie. Montrer
que L est fermé
Exercice 8 Soit 1 < p < ¢ < +oo. Montrer que ?(IN) C ¢(IN), et que I'injection est
continue.
Exercice 9 Soit 1 < p < ¢ < +o0.

1. Montrer que L%([0,1], Leb) est un sous-espace strict de LP([0, 1], Leb).

2. Peut-on comparer pour l'inclusion LI(IR, Leb) et LP(IR, Leb) (justifier) ?

3. Construire un sous-espace de LP([0, 1]) isométrique a ¢*(IN).



Exercice 10 Soit 'application S : ¢?(IN) — ¢?(IN) qui envoie (21, T2, T3...) & (T2, T3, T4, ...)
( le shift a gauche ).
1. Montrer que S appartient a L(¢?(IN), /?(IN)) , et trouver sa norme d’opérateur.
2. Soit 1 < p < o0, en identifiant (/P(IN)) a ¢9(IN) avec 1/p + 1/q = 1 calculer
St e L(¢1(IN), ¢7(IN)).
3. Montrer que S* est une isométrie. S est il une isométrie ?

Exercice 11 1l est clair que ¢y = ¢o(IN) est un sous-espace vectoriel £*°(IN) , ¢1(IN) est
un sous-espace de ¢g. Soit ¢ ;= {u € (*°(IN) : lim,,_, u, existe} C (*°(IN)
1. Est-ce que ce sont des sous-espaces fermés? denses ?

2. Soit pour u € ¢, l(u) = lim,_,+ u,. Montrer que [ est une forme linéaire continue
sur c.

3. En utilisant le théoreme de Hahn-Banach, obtenir une forme linéaire ¢ € (¢*°(IN))’
tel que ¢ & (*(IN).

4. Soit T : ¢ — ¢y lapplication telle que T'(f) = g avec ¢g(0) = I(f) et g(n) =
(f(n—1)—=1(f))/2 pour n > 1.
Montrer que ||T|| < 1, T est inversible et ||| < 3.

Exercice 12

Soit U un ouvert de IR" et et CF(U) l'ensemble des fonctions C* sur U dont les
k-premieres dérivées sont bornées. On note pour o € IN" |a| = a1 + ... + ap,al =
arl..ap!,0% = 0g)...03mu. On pose

1 (63
s = S = suplo®u(a).
n Q. peU
acIN Ja|<k
Montrer que c’est une norme rendant C¥(U) un espace de Banach. De plus montrer
que c’est une algebre de Banach :Vf, g € CF(U), fgllex < | fllex lgllex-

Exercice 13 Extension de Tietze-Urysohn

Soit K un compact de X espace métrique. Soit F = CY(X,IR) et p: E — C°(K,R)
I'application de restriction. On va montrer que p est surjective (et un peu mieux).

1. Soit g € C°(K) avec ||g]|s < 1. Soient K := g~ ([1/3,1]) et Ky := g~ ' ([-1,—1/3]).

Soit :
1d I,KQ —d I,Kl
o) = LR Al )
3d(z, Ks) + d(x, Ky)

Vérifier que f € E,|[flloc < 1/3 et ||[p(f) — glloc < o = 2/3. (on dit que p est
presque surjective)

2. En déduire, qu’il existe F' € E, |[|F|| < 1 telle que p(F) = g. (Indication :
construire une suite f, par récurrence a partir du résultat précédent)

d(z, K;) .= inf{d(z,y),y € K;}.

3. Montrer que p induit une isométrie E/Ker(p) ~ C°(K) (on dit que p est une
surjection métrique).

Exercice 14 On fixe 1 < p < o0.

Soit AC?([a,b]) I'ensemble des fonctions continues f : [a,b] — IR telle qu’il existe
g € LP([a,b], Leb) avec :f(t) = f(a) + f; g(u)du.

Le théoreme de dérivation de Lebesgue montre alors que g est unique p.p. On pose
alors

b
s = 1@ + / o(t) Pt

1. Soit T': f+ (f(a),g9) € R @y LP([a,b], Leb). Montrer que ||7°(.)|| est une norme
équivalente sur AC?([a, b]).

2. En déduire que ACP([a,b]) est un espace de Banach.



