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Correction de la feuille de TD 1
Espaces vectoriels normés.

Exercice 1

Vérifions que la fonction (x,y) — mazx(|x + 3y|, | — y|) = ||A(x, y)|| définit une norme
sur IR?. A(z,y) = (z+3y, x—y) est lindaire inversible car det(A) = —1—3 = —4 # 0. donc
par composition de ||.||o et A, ||A(.)||s est homogene et sous-additif (par linéarité de A)
et aussi séparé par invertibilité de A car si ||A(x,y)||oc = 0, A(z,y) = 0 donc (z,y) = 0.

Exercice 2 Normes sur les matrices
Pour tout élément A = (a;;) de M, (IR), on pose :

n
Al = s ool Al = o 3 sl
J:

1. Montrons que si on identifie M, ;(IR) a R™ :
[[Alloe = sup{[[ABl|o | B € M1 (IR) - ||B]|s <1},

[ Alflec = sup{[|AB||ec | B € Mp1(IR) : |[Blloo < 1}.

On montre d’abord > a partir des deux inégalités :

n n
|AB||oo = max| Y A; Byl < max [Ai;| Y |Bil = [|All||Blh
=1 1 1<t,5<n 1

n n
|ABllo = max| D AieBel <max D [Ai,| max |By| = [[|All ][ Blloc
X =1 =

k=1
En prenant B = e; on voit que max}.; |4;;| est inférieur au sup donc aussi le max
sur j ce qui donne la premiere égalité.
Soit i atteignant le max dans la definition de |||A|||. En prenant B = (e, ..., €,)
¢j € {£1} dusigne de A;; qui vérifie || B[ = 1, on voit que [|[AB||o = 77 [Ajj| =
||| A]|]oo qui est donc inférieur au supremum demandé.
2. ||.||s est la norme oo usuelle sur IR™ .

|(A+ B)Cl|oo < ||AC||so 4| BC||s0 donc en passant au sup |||A+ Bl||s < [||A]]|o0 +
1 B]|]oo- |I[AA]]loo = ||| A]]]oo est claire sur les deux définitions. Enfin si ||| A]|| =
max; |[(A;;);][1 = 0 pour tout 1, ||(A4;;);|/1 = 0 donc pour tout 7,5 A;; = 0.

Les deux inégalités sont simples avec les définitions comme sup (en utilisant ||C||; <
nl[Clle) -

|ABl|oc = sup [|ABC|lo < |[[Allle sup [[BCl < [[|Alllec sup nl[BC|lse < nl[Allo || Bl

Il <1 Il <1 IClh<1

et

[ABlloc = sup [|ABClloe < |[[Alllc sup [[BCloo < [|[Allloo [[[Bll]sc-

IIC]loo<1 [[Clles<1



Exercice 3

E = C°([0,1],IR) est un espace vectoriel de dimension infinie par exemple car il contient
les polynomes et que la famille {z",n € IN} est libre (un polynome qui s’annule sur [0, 1]
a une infinité de racines donc a tous ces coefficients nuls). Les polynomes ne sont pas
ouvert dans F car c¢’est un sous-espace vectoriel, si il contenait une boule il contiendrait
E par homogénéité (cf exo 4). Ce n’est pas un fermé car la limite de e” = Y77 | 7 est
une limite uniforme dont la limite n’est pas un polynome. (On sait méme par le théoreme
de Weierstrass que les polynomes sont denses).

Exercice 4

Soit E un espace vectoriel normé (evn). Le seul sous-espace vectoriel F' de E qui contient
une boule est E car si B(a,r) C F par somme B(0,r) = B(a,r) —a C F puis par
dilatation £ = U, B(0,rn) = U,nB(0,r) C F.

Exercice 5
Soit E' un espace vectoriel, et soit p : E — [0, oo[ une fonction telle que

L. p(z) =0<=2=0
2. p(Ax) = |Ap(x)vVx € X, X € R.

Prouvons que p est une norme sur E ssi I'ensemble C' = {z € F : p(z) < 1} est
convexe, c¢’est-a-dire
vt €]0,1[,z,y € Citx+ (1 — t)y € C.

Sip est une norme, t €]0, 1[, z,y € C alors p(tz+(1—t)y) < p(tz)+p((1—t)y) = tp(z)+
(1 — t)p(y) (c’est la preuve quune boule est convexe utilisant, 'inégalité triangulaire,
t,(1 —1t) > 0 et 'homogénéité.)

Réciproquement si C' est convexe, il faut vérifier I'inégalité triangulaire :

Si p(x) = 0 ou p(y) = 0 comme =z = 0,y = 0, I'inégalité triangulaire p(z + y) <
p(z) + p(y) est évidente.

On suppose donc p(z) # 0,p(y) # 0. Soit t = p(z)/(p(x) + p(y)) < 1 comme z/p(x) €
C,y/p(y) € C on déduit par convexité :

r+y T N Y
@) o) o T T €€

donc par homogénéité p(z +y)/(p(x) + p(y)) = p(z +y/(p(z) + p(y)) < L.

Exercice 6 Soit A une forme linéaire (pas forcément continue) non nulle sur E evn.
Prouvons que A(V') est ouvert dans IR quand V' est un ouvert dans FE.

SOit = = A(v) € A(V) il faut montrer que A(B(v,€)) est un ouvert pour B(v,e€) C A.

Comme B(v,€) est convexe, il faut montrer que c’est intervalle ouvert il suffit donc
de voir pour tout x € V, il existe € > 0 A(z) £ ¢ € A(V) (car alors par convexité tout
I'intervalle JA(z) — €, A(x) 4+ €[C A(V) ce qui montre que A(V') ouvert. Or il existe une
boule B(z,n) C V et si A était constante égale a A(z) elle serait nulle sur B(0,7) et
aussi sur F par dilatation. donc il existe y € B(z,n) telle que A(y) — A(z) = +e # 0 si
z=z—(y—x)onallz—z|| = ||y — || donc z € B(z,n) et A(z) — A(x) = Fe donc quel
que soit le signe on a montré A(z) £ e € A(V).

Exercice 7 Soit F un e.v.n., et soit L un sous-espace de E de dimension finie. L est
complet donc fermé (toute suite convergente est de Cauchy, donc converge dans L qui est
la limite dans E)

Exercice 8 Soit 1 < p < ¢ < +00.
Si x € P(IN), ||x||, < 1 alors soit y,, = M- Ona [yn| < 1 car sinon [|y|[b > [y,| > 1.

Or pour |z| < 1, |z|? = exp(qIn(|z|)) < exp(pln(|z])) = |z|P car In(]z|) < 0 donc

>yt <

k=1

lynl” =1

00
k=1

2



et donc ||z]|, < ||y||, d’olt la continuité de I'injection ¢#(IN) C ¢7(IN).
Exercice 9 Soit 1 < p < g < 4o00.

1. Montrons que L%([0,1], Leb) est un sous-espace strict de LP([0,1], Leb). Si f €
L9(]0, 1], Leb), par Holder, avec 1/g = 1/p + 1/r donc r € [1,00 car 1/r > 0 et
donc

F2 g < 1Al

Or ||1]|% fo 1 = 1. donc ||f]|4 < ||f]|, d’ott V'inclusion continue.
Par ailleurs, soit p < r < ¢ et f(x) = 2!/ de sorte que

! b xP/rtl r
/ f(x)pdx:/ ——dx = | 15 = < 00
0 o TP/ —p/r+1 r—p

car p/r < 1 et
' ' 1 —q/r+171
/Of(m)qda::/o de:[x YT = 00

donc f € LP(]0, 1], Leb) mais pas dans L4([0, 1], Leb).

2. On ne peut pas comparer pour l'inclusion L4(IR, Leb) et LP(IR, Leb). En restreignant
a [0,1) on a vu que LP(IR, Leb) ¢ L%(IR, Leb). Réciproquement T' : (an)n=0 —
> oo o Anljnns1) €st une isométrie de 7 — LP((IR, Leb) et donc si on avait 'autre
inclusion cela contredirait ¢ ¢ 7. ( car n~'/P € (9 mais pas dans 7 par les séries
de Riemann.)

3. Construisons un sous-espace de LP([0, 1]) isométrique a ¢*(IN).

On pose
T((an n>0 Z a 2(n+1)/p1]1/2n+1 1/27]
n=0

De sorte que 'on a la relation d’isométrie :
/2" o0
TGl = Z / dalan P2 = 3 ol = ol
on+1 n—0

Exercice 10 Soit 'application S : /7(IN) — ¢?(IN) qui envoie (zg, z1, 2...) & (21, T2, T3, ...)
( le shift & gauche ).

1. 11 est évident que

1S@)II; = Z EZIIES Z il = [zl

donc S € L(¢?(IN),¢P(IN)) , et |||S||| < 1. Enfin ||S(0, 22, x5...)||, = [|(0, 22, z3...)||,
ce qui donnel||S]|| = 1.

2. Soit 1 < p < oo, en identifiant (¢?(IN))" & ¢4(IN) avec 1/p + 1/q = 1 calculons
St e L(¢4(IN), ¢1(IN)).
Par définition pour z € (9(IN),y € ¢*(IN)

<St(x)7y> = <x75(y)> = Zxkyk+1 = <(0,(L’0,SE1, "'7)7y>

donc S*(xg, x1,...) = (0, 29, x1, ...)



3. St est évidemment une isométrie car :

15" (0, 21, - )IG = 07+ Y ] = ||(wo, a1, -..) 14
k=0
Mais S(1,0,...) = 0 donc ||S(1,0,...)||, =0 # 1 =|(1,0,...)||, donc S n’est pas une

isométrie.

Exercice 11 1l est clair que ¢y = co(IN) est un sous-espace vectoriel ¢*°(IN) , ¢!(IN)
est un sous-espace de ¢y (un série convergente tend vers 0). Soit ¢ := {u € (*(IN) :
lim,, o0 u,, existe} C £°°(IN)

1. Montrons que ¢y C ¢ C (> sont des sous espaces fermés et que ¢*(IN) C ¢y est
dense. Ce dernier est évident car les suites de supports finis sont denses. Si z(™ €
cet ||z — y|loo — 0. Donc ||2™]|, est borné. Donc aussi la suite des limites
™ = lim,,_ o0 ng) donc par compacité, ¢ a une sous-suite convergente c(™) — C.
Montrons que ¥, — c. Soit € > 0, SOit N telle que si k > N, |[2(™) — y|| < ¢/3
et [c™) — C| < ¢/3.

Enfin soit M telle que si m > M alors |x§§") — ™| < ¢e/3, on déduit que :

sup [y — ¢ < o™ = yllog + sup o) — |4 [l — O < e

m>=M m>
donc (y,,) € c et c est fermé. Le cas ou toutes les limites sont 0 dans la preuve
précédente montre que la limite de la suite limite doit étre 0.

2. Soit pour u € ¢, l[(u) = lim,, o uy. [ est une forme linéaire (évident) continue sur ¢
car

()] < ]u]]oo-

3. En utilisant le théoreme de Hahn-Banach, on obtient une forme linéaire ¢ € (¢>°(IN))’
qui étend [. avec ||¢|| < 1. Montrons que ¢ ¢ ¢}(IN). 11 suffit de voir que pour tout
u € (1(IN) avec ||ul]; < 1, il existe y € c telle que

|Zukyk| <y = |k11_>r(r>10yk|

k=0
Notons que
> wnl < e — )]+ lyl 1D unl < Hlellillyn = ylloo + lyl 1D usl
k=0 k=0 k=0 k=0

Si | > e uk| < 1, la solution est évidente, il suffit de prendre ||yx — yl|s < |y|(1 —
| > oo ukl). Si Y opeyur =1 (& un nombre complexe de module 1 prét)

Zukyk =y+ Zuk(yk —Y)
k=0 k=0

Comme u # 0 et (*(IN) = (¢o(IN)) il existe z € ¢ telle que u(z) = —y/2 (par
exemple on prend k tel que uy, # 0 et 2z, = —y/2u; et z; = 0 si i # k). On prend
(ye — y) = 21, pour que Y 7 upyy, = y/2.

4. Soit T : ¢ — ¢y V'application telle que T(f) = g avec ¢g(0) = I(f) et g(n) =
(f(n—1)—=1(f))/2 pour n > 1. D’abord g(n) — 0 car f(n) — I(f) donc g € co.
Comme [I(f)] < (|l et [(f(n —1) = 1(f))/2] < [f(n=D)/2+[1(5)]/2 < [fll,
on obtient, ||T(f)lec < |[f]loe
On a donc |||T]] < 1.

Construison l'inverse de T. T(f) = g implique f(n) = 2g(n+1)+g(0) =: [T (g)](n)
dott [|[T7H(g)llse < 3/g]lo0-



Exercice 12

Soit U un ouvert de IR" et et Cf(U) I'ensemble des fonctions C* sur U dont les
k-premieres dérivées sont bornées. On note pour « € IN"|a| := a3 + ... + a,,al =
arl..a,!,0% = 0g!...07"u. On pose

1
lulleg = > 1 sup [9%u(@)].

xzeU
ozE]Nn,|oz|<k

L’inégalité¢ triangulaire et 'homogénéité sont faciles (cf. TD.) et si |uf|cx = 0 alors
supgey|u(z)] =0 (cas a = (0, ...,0)) donc u = 0 d’ou la séparation.

Montrons que Cf(U) un espace de Banach. Si u,, est Cauchy on remarque que u® :=
d*u,, sont de Cauchy dans C(U). Donc, comme cet espace est complet (cf. cours) u® — u®
uniformément. Il reste a montrer que que 'on a existence des dérivées partielles et
0%u(x) = u® Or c’est un résultat classique que si toutes les dérivées d’ordre < k
convergent uniformément la fonction limite est C* et on peut intervertir limite et dérivée.
Ceci conclut.

Montrons que c’est une algebre de Banach :Vf, g € CF(U), fgllex < fllex llgllex-

On rappelle la formule de Leibniz :

=S L))

181
et alp!

d’out

falley = > —HZJB,GO‘ 9°(9))]|o

veN"jp<k © ath=y

< 2 X 1 OllO* @l < 17l Nl

Exercice 13 Extension de Tietze-Urysohn
Soit K un compact de X espace métrique. Soit £ = CP(X,R) et p: E — C°(K,IR)
I'application de restriction. On va montrer que p est surjective (et un peu mieux).
1. Soit g € CY(K) avec ||g]|o < 1. Soient K := g~ ([1/3,1]) et Ky := g~ *([-1,—1/3]).
Soit :
Ld(z, K3) — d(z, Ki)

fle) =3 d(z, Ky) + d(z, K1)

d(z, K;) := inf{d(x,y),y € K;}.

Vérifions que f € E,||fllec < 1/3 et ||p(f) — gllc < @ = 2/3. (on dit que p est
presque surjective)

f est continue car d(., K;) est continue et le dénominateur est non nul car K1NKy = ()
et d(., K;) > 0 sur K¢.

Or

donc f est bornée et |f]o < 1/3.

1 1
Ip(f) — gl = 1K1|(§ — gl + 1k, | — 3 =g+ (g —1g, — 1x,)|f — gl

1
Ioo + 1 11, (=5 = 9lloo + (Ix — 1x, — 1i,) (|| flloo + ||9(1x — 1k,

1
<1K1H1K1<__ 3

3

et tous les termes sont inférieurs & 2/3 par définition.

5
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2. Déduisons qu'il existe F' € E, ||F|| < 1 telle que p(F') = g. On construit construire
une suite f, par récurrence a partir du résultat précédent telle que f, = Fo+...+ F,

n

2
§£:||P%|kw X 1‘+ +_3n)

et
2n+l

Ip(F) = glle < 5o

On prend fy = Fy = f donné par 1 a partir de g. On prend F,/||p(fa-1) — 9l
donné par 1 a partir de —[p(fn—1) — g]/[|p(fn-1) — gl (si le dénominateur est 0 on
s’arréte et on prend la suite constante).
Donc on a les deux inégalités
1 127
F% x>< 5y n— o) 5 an
1Fullso < 31p(fa2) = gllo < 52

et
2n+1

2
[Ip(Fn) + p(fa-1) = 9l < §||p(fn—1) Il < 307

La deuxitme inégalité¢ donne ||p(fn) — g/l < 35 2 La premicre inégalité suit
par 'hypothese de récurrence. ) F), est donc absolument convergente dans E par
complétude, donc soit F =) ° ' F, = lim f,. En passant & la limite on obtient
1 1
1Flloe € 37572 =
31-2/3

et [|p(F) = glloo = 0.

3. Montrons que p induit une isométrie p : E/Ker(p) ~ C°(K) (on dit que p est une
surjection métrique). Comme p est une contraction, c’est aussi le cas de p (cf cours).
De plus si p(f) = g en prenant F par (2) avec ||F|| = ||g|| et p(F) =g =p(f) on a
h=F — f e Ker(p) donc

. = inf h < chw:: = oo = |IP : ()
sy =, 015+ Hlloe < 1Tl = gl = Il = [

d'ou [lz]| < [|p(x)]| pour z € E/Ker(p).

Exercice 14 On fixe 1 < p < o0.

Soit AC?([a,b]) I'ensemble des fonctions continues f : [a,b] — IR telle qu’il existe
g € LP([a,b], Leb) avec :f(t) = f(a) + f; g(u)du

Le théoreme de dérivation de Lebesgue montre alors que g est unique p.p. On pose
alors

b
wmmzuwwf/gmwt

|
1. Soit T : f — (f(a),g9) € R & LP(|a,b], Leb). Montrer que ||7°(.)|| est une norme
équivalente sur AC?([a, b]).
Explicitement comme pour a,b > 0, (a + b)? > a? + WP > max(a, b)P > (42)?

b
1 ace <T(HI = [f(a)] + (/ lg(®)Pdt) P < 27| f[[ acr-

2. Déduisons que AC?([a, b]) est un espace de Banach. On a dit en cours que la somme
@, d’espaces de Banach est un espace de Banach.
Si on veut le justifier directement, on prend f, de Cauchy dans AC?([a,b]) donc
T(fn) = (fula),gn). (fu(a)) est de Cauchy dans IR et donc converge disons vers A.
gn de Cauchy dans LP([a, b], Leb) qui est complet d’apres le cours, donc g, converge
vers g. On voit que f(t) = A+ fj g(u)du définit une fonction de AC,. De plus

1f = fallacr = | (@) = A" + [lgn — gl[} = 0.



