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Correction de la feuille de TD 1
Espaces vectoriels normés.

Exercice 1

Vérifions que la fonction (x,y) — max(|x + 3y|, |z — y|) = ||A(z, y)|| définit une norme
sur IR?. A(z,y) = (z+3y, z—y) est linéaire inversible car det(A) = —1—3 = —4 # 0. donc
par composition de ||.||oc €t A, ||A(.)||s est homogene et sous-additif (par linéarité de A)
et aussi séparé par invertibilité de A car si ||A(x,y)||ooc = 0, A(z,y) = 0 donc (z,y) = 0.

Exercice 2 Normes sur les matrices
Pour tout élément A = (a;;) de M, (IR), on pose :

n
1Al = max ag], [[[A]|loo = max >~ |ay].
j=1

1<i,5<n 1<i<n 4

1. Montrons que si on identifie M, ;(IR) a IR" :
[Alloe = sup{[[ABllo | B € My, 2 (IR) : [ Bl[s <1},

[ Allleo = sup{[|AB||ec | B € Mp1(IR) : |[Blloo < 1}.

On montre d’abord > a partir des deux inégalités :

n n
|AB||s = max | > A;By| < max [A;;| > [Bil = ||4]|«l|Blh
=1 P 1<e,5<n P

n n
AB| o = e | 3 As Byl < max 34| i By = [[[A]]| | | Bl
k=1 S =1 -

En prenant B = e; on voit que max]"; |A;;| est inférieur au sup donc aussi le max
sur j ce qui donne la premiere égalité.
Soit ¢ atteignant le max dans la definition de |||Al||. En prenant B = (e, ..., €,)
¢j € {£1} dusigne de A;; qui vérifie || B[ = 1, on voit que [|[AB||o = > 7, [Ajj| =
|| A]||s qui est donc inférieur au supremum demandé.

2. |||l est la norme oo usuelle sur IR™ .
||(A+B)C||e < ||AC||+ || BC||o done en passant au sup |||A+ Bl||o < |[[A]|oo+
1B||lso- [[[AA||loo = [A[I|A]]|o0 est claire sur les deux définitions. Enfin si |||Al||o =
max; ||(A4;;);|/1 = 0 pour tout 4, ||(A4;;);||1 = 0 donc pour tout i,j A; ; = 0.
Les deux inégalités sont simples avec les définitions comme sup (en utilisant ||C'||; <
[Cllso) -

|ABllo = sup [|ABC||e <|[|Alllec sup [IBC[l < |[[Alllec sup n[|BCle < nl[A]leo [IB][o

[ICllhi <t lIClli<1 IC]lhi<t

et

[ABlloc = sup [|ABClloe < |[[Alllc sup [[BCloo < [[[Allloo [[[Bll]oc-

[|Clleo<1 [|Clleo<1

Exercice 3
Soit E un espace vectoriel, et soit p : E — [0, 00| une fonction telle que
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L. pz)=0<=2=0
2. p(Az) = |A|p(x)Vz € X, X € IR.

Prouvons que p est une norme sur E ssi 'ensemble C' = {x € F : p(x) < 1} est
convexe, c¢’est-a-dire
vVt €]0,1,z,y € Citx + (1 —t)y € C.

Sip est une norme, t €]0, 1[, z,y € C alors p(tz+(1—t)y) < p(tx)+p((1—t)y) = tp(z)+
(1 — t)p(y) (c’est la preuve quune boule est convexe utilisant, 'inégalité triangulaire,
t,(1 —t) > 0 et 'homogénéité.)

Réciproquement si C' est convexe, il faut vérifier 'inégalité triangulaire :

Si p(x) = 0 ou p(y) = 0 comme =z = 0,y = 0, I'inégalité triangulaire p(z + y) <
p(z) + p(y) est évidente.

On suppose donc p(z) # 0,p(y) # 0. Soit t = p(z)/(p(x) +p(y)) < 1 comme z/p(x) €
C,y/p(y) € C on déduit par convexité :

r+vy x

) v
@) o) o T T €€

donc par homogénéité p(z +y)/(p(x) + p(y)) = p(z +y/(p(z) + p(y)) < L.

Exercice 4 Soit A une forme linéaire (pas forcément continue) non nulle sur E evn.
Prouvons que A(V') est ouvert dans IR quand V' est un ouvert dans FE.

SOit z = A(v) € A(V) il faut montrer que A(B(v,€)) est un ouvert pour B(v,e€) C A.

Comme B(v,€) est convexe, il faut montrer que c’est intervalle ouvert il suffit donc
de voir pour tout x € V, il existe € > 0 A(z) £ ¢ € A(V) (car alors par convexité tout
Iintervalle JA(z) — €, A(x) 4+ €[C A(V) ce qui montre que A(V') ouvert. Or il existe une
boule B(z,n) C V et si A était constante égale a A(z) elle serait nulle sur B(0,7) et
aussi sur F par dilatation. donc il existe y € B(z,n) telle que A(y) — A(z) = +e # 0 si
z=x—(y—x)ona l||lz—=z|| =|ly—z|| donc z € B(z,n) et A(z) — A(z) = Fe donc quel
que soit le signe on a montré A(z) £ e € A(V).

Exercice 5 Soit F un e.v.n., et soit L un sous-espace de E de dimension finie. L est
complet donc fermé (toute suite convergente est de Cauchy, donc converge dans L qui est
la limite dans E)

Exercice 6 Transformée de Fourier Soit f € L'(IR", Leb) une fonction intégrable.
On note (§,z) = Y1, &y le produit scalaire usuel.

1. Pour montrer que la fonction suivante est bien définie
fleor= [ e
Rn

Il suffit de noter que e~ continue donc mesurable donc par produit  +— e~“&) f(x)
timesurable et [e7¢) f(z)| < | f(z)| qui donne une domination montrant I'intégrabilité.

2. Montrons que f et continue sur IR”. par le théoréme de coontinuité avec condition
de domination obtenue au 1. comme & — e &%) f (x) est continue pour tout z, les
hypotheses sont vérifiées et le théoreme conclut.

3. Montrer que f tend vers 0 & l'infini, ce qui revient pour &, tel que ||&,]] — oo :
lim,, o f(&,) = 0. On commence par le cas f € C}(IR"). Fixons j tel que &, ; — 00
Par intégration par partie

(&) = 1 / 9 e it6n®) f(2)dz 1 /nei<§n,x>%f(x)dx’

~i&; JR" O iy
Donc ) 3
| f(&n)] < Leb(Supp(f)|| 5—f (2)||ccdT =100 0.
|€n,j| axj



Reste le cas general, soit par densité, g € C}(IR") tel que ||g — f||: < e,

limsup | f(&,)] < limsup |f — g(&)| +19(&)| < |lg — fll < e

n—o0 n—oo

et comme € > 0 arbitraire, la limite vaut 0.

Exercice 7

Montrons l'inégalité de Minkowski en utilisant celle de Holder, a savoir, si f,g €
LP(Q, 1, T), 1 <p <ooalors [|f+ gllp <[If]lp + lgllp-

On écrit par I'inégalité triangulaire

1f + gl = / 4 gllf gl tdn < / IS + gl tdu + / gl1f + g7 du

de plus par Holder, comme |f + g~ € LY(Q,u,T) avec ¢ = p/p—1 qui vérifie
1/g+1/p=p—1/p+1/p=1,0ona:

/|f||f+g|”‘1du <Al LF + gl g = WAIS + gl = 11l Lf + gl
En raisonnant de méme pour g, on obtient :

1S+ glly =< IApILf + gllp ™ + [lgllpllf + gllp™

Comme le résultat est évident si f +¢g = 0, on peut diviser par ||f +g|[>~" et conclure.

Exercice 8 Soit 1 < p < g < 4o0.
Si x € (P(IN), ||x||, < 1 alors soit y, = M- Ona [yn| < 1 car sinon [|y[[p > [yn| > 1.

Or pour |z| < 1, |z|? = exp(qIn(|z|)) < exp(pln(|z])) = |z|P car In(]z|) < 0 donc

Dl <

k=1

ynl” =1
k=1

et donc ||z||, < ||yl|, d’out la continuité de l'injection ¢7(IN) C ¢9(IN).
Exercice 9 Soit 1 < p < +00,1 < g < +c.

1. Soit o > 0, f(z) = (14 ||z||2)~® sur IR%. Pour quel p a-t-on f € LP(IRY, Leb)? en
passant en coordonnées polaires

0 1 .
/|f($)|pd$ = Cd/ ritdr(147)7% < Cd/ rdr + Cd/ rd=1=erg,
0 0 .

donc sid — 1 — ap < —1 soit ap > d, l'intégrale est convergente. Réciproquement,

00 B . 00 B Y rdfl 1 00 3
Jlr@rde=ca [ ety s Ca [ @t ) ' g > Crgg | o
0 1 2
dés que d — 1 — ap > —1 soit ap < d.
DOnc f € LP(IRY, Leb) si et seulement si p > d/a. En particulier pour a > d,
d/a < 1 et donc f est dans tous les LP,p > 1.

2. Soit © un ouvert de IR%. Montrer que L'(€, Leb) N L=(S), Leb) est dense dans
LP(2, Leb) pour p < 0o



Il suffit d’approcher f > 0 (en faisant une combinaison linéaire finie) dans LP(€2, Leb)

on prend f,(z) = Zf;o Qﬁnl[kz/2",(k+l)/2n[(f(l’)) < f. Par définition f, — f p.p.
| fullo < 2™ donc f,, € L*(€2, Leb) et

Ul €3 Leb(f1 (/27 ( + 1)/2°)

2n
k=0

Or (inégalité de Markov) Leb(f'([k/2™, (k + 1)/2") < Leb(f'([k/2", +o0[) <

f
W ff*l([k/Qn;i_ooD |f| X ku/gip < 00, donc ||fn||1 < Q.

DOnc f, € L'(Q, Leb) N L>(Q, Leb).
Il reste a voir que ||f, — f|[, = 0. Or on a vu que |f, — f|> — 0 p;p. et on
a la domination, |f, — f|? < (|fa] + [f))? < (2]f])? d’ou par TCD, on obtient
||fn - f||p — 0

3. Montrons que B = {f € LP(Q, Leb) : ||f||, < 1} est fermé dans LP(2, Leb).
SOit f, € B et f € LP(Q, Leb) tel que || f,, — f||, = 0. On veut montrer que f € B.
Cas p > q. Or LP(A, Leb) C Li(A, Leb) si p > ¢ car par Holder si 1/¢=1/p+ 1/r,
Mafn—1afllq < |1afn—1af|lpLeb(A)Y"™ — 0 donc |[14f||, < 1 et par convergence
monotone en prenant A,, avec UA, =, on a ||f||, < 1 donc f € B

Cas p < ¢ < 00. SOit p < r < g, alors par Holder comme r = tp+ (1—1t)q, 0 <t < 1

an—me: = / |fn_fm’tp‘fn_fm’(lit)q < H‘fn_fmltp’yl/tH|fn—fm’(17t)q“1/(1*t) = an_me;prn_

pour n,m — oo donc f, est de Cauchy dans L". Elle a donc une limie F' dans
L™ mais comme une sous-suite converge p.p. vers F' et une sous-sous-suite vers f,
f=F et |[falle = £l

Or par la m”éme borne || full < (sup, [|fallp)?|1fal [§ =" < (sup, || £2]],)" done en
passant a la limite || f]|, < (sup,, ||fx]]p)?-

En prenant ¢ — 0, la borne devient 1 il reste donc a voir que ||f||. — ||f||, pour
obtenir en passant a la limite que ||f]|, < 1. ON ne montre pas tout a fait cela.

En fait pour A de mesure de Lebesgue finie on obtient la méme borne pour ||14f||.
donc il suffit de montrer que ||14f||, =0 ||1af]]; pour avoir ||14f]|, < 1 et ensuite
par convergence dominée ||f||, < 1.

Or |1af]" = 14| f]" < Lamax(1,|f|") < 1amax(1,|f]|?) Donc par convergence mo-
notone [ 14max(1,[f|") = [1amax(1,|f]?) or [14max(1,]|f]") < Leb(A) + ||f]|}
borné donc [ 1,max(1,|f]?) < Leb(A) + 1. DOnc 14 max(1,|f|?) € L' qui donne
une domination pour |14f|" qui converge pour r — ¢ vers |14f|? donc par TCD
1af|lr —t=0 [[1af]l; ce qui conclut.

Autre méthode pour voir directement ||f||, — ||f]|, dans le cas ¢ < oo. Il suffit
de voir |[71l7 = II/1l3 on décompose (171 = fiyoy 11+ Jon L1 sur 1f] > 1
|f]” — |f|? en croissant avec r croissant vers g d’ou par convergence monotone
S 117 = Jippon [£19. Comme [fP1< € LY on domine |f["ljg< < |f[PLp<
pour 7 > p et on déduit par convergence dominée f|f|<1 lfI" —rog me |f|? donc
en sommant || f|[; — || f|[Z pour r croissant vers ¢. avec f € LP,p <.

Si ¢ = oo, On utilise qu'il existe f,, — f p.p. Si Leb(A) < 0o 1afn, — 1af p.p. et
1afoulle < | faillg < 1. Ona |f,,| < 1+ € p.p. comme le nombre de condition est
dénombrable on a ce résultat p.p. pour tout k et en passsant a la limite |f| < 1+
p.p., donc ||f||ec < 1+ € et en prenant € — 0,]|f||o < 1.

Exercice 10 Soit 1 < p < ¢ < +00.



1. Montrons que L9([0, 1], Leb) est un sous-espace strict de LP([0,1], Leb). Si f €
L4([0,1], Leb), par Holder, avec 1/q = 1/p+ 1/r donc r € [1,00 car 1/r > 0 et
donc

F2 g < (11l

Or ||1|[7 = [, 1 = 1. donc || f]|, < ||f][, d’olt Vinclusion continue.
Par ailleurs, soit p < r < ¢ et f(x) = 2!/ de sorte que

1 1 1 p/r+1 . r
pd = —d = = <
| rerie = [ rar = g - <

car p/r < 1 et
/ f(z qu—/ xq—/dx— _Q/T—H](l):OO

donc f € LP(]0, 1], Leb) mais pas dans L4([0, 1], Leb).

2. On ne peut pas comparer pour U'inclusion LY(IR, Leb) et LP(IR, Leb). En restreignant
a [0,1] on a vu que LP(IR, Leb) ¢ L%(IR, Leb). Réciproquement T' : (an)ns0 —
Y oo nljnnt1) est une isométrie de 7 — LP((IR, Leb) et donc si on avait 'autre
inclusion cela contredirait 7 ¢ ¢P. ( car n~'/P € (9 mais pas dans 7 par les séries
de Riemann.)

3. Construisons un sous-espace de LP([0, 1]) isométrique a ¢*(IN).
On pose

T((an n>0 Z a 2(n+1)/p1]1/2n+1 1/2n]
n=0

De sorte que 'on a la relation d’isométrie :

T (ay,) |p — Z/ dw|an|p2(”+1)p/” — Z la, P = ||a||§

1
on+ n—=0

Exercice 11 (cf TD)

Exercice 12

Soit U un ouvert de IR" et et CF(U) I'ensemble des fonctions C* sur U dont les
k-premieres dérivées sont bornées. On note pour o € IN" || = a1 + ... + ap,al =
arl..ap,!,0% = 0g)...03mu. On pose

1
lalleg = > —suplo*u(o)l

n - xelU
aclN Jal<k

L’inégalité triangulaire et 'homogénéité sont faciles (cf. TD.) et si |[uf|cx = 0 alors
supgey|u(z)] =0 (cas a = (0, ...,0)) donc u = 0 d’ou la séparation.

Montrons que Cf(U) un espace de Banach. Si u,, est Cauchy on remarque que u2 :=
0%u,, sont de Cauchy dans C2(U). Donc, comme cet espace est complet (cf. cours) u® — u®
uniformément. Il reste a montrer que que 'on a existence des dérivées partielles et
0% (x) = u® Or c’est un résultat classique que si toutes les dérivées d’ordre < k
convergent uniformément la fonction limite est C* et on peut intervertir limite et dérivée.
Ceci conclut.

Montrons que c’est une algebre de Banach :Vf, g € Cy(U), || fgllcp < || fllcp llgllcy-

On rappelle la formule de Leibniz :

; TB,aa 0
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d’ou

fallg = > —||Z 75,8a 9°(9))]1

~eIN"™, |y|<k atpB=y

< XY IOl @)l < 1l lislley

~eIN" |y|<k @+B=7

Exercice 13 Convolution Soit f € LY(Q,u,T),g € LP(Q,u, T),h € LY(Q, u, T) avec
1/p+1/g=1,
1. Soit f(x) = f(—x). Montrons que :

[Tean= [atin.

/dxdylf(x = llgWIh(@)] < [1f11lglll171]q

Si p=1 ou q=1, on a

de sorte que la fonctions sous l'intégrale est intégrable et par Fubini, on peut inter-
vertir les intégrales en z et y ci-dessous :

[ T g@mto) = [ do [ aie-pawits) = [ digt) [ defe-g) = [ digin

Dans le cas 1 < p < oo, on étend par densité de L' N L>®dans L et L? (exo 9). En
effet, les 2 cotés de I'égalités sont linéaires en g et h, donc les inégalités suivantes
montrent qu’ils sont aussi continues :

|/dfc(f*g)( h@)| < [1f * gllpl[Plla < [[f1111gllpl[A]l4;

\/dyg W) < Ngllpll f * hllg < 11 £11llgllp 1Rl

2. Montrer que si p = 1, f « g = f¢. Comme la fonction (z,y) — f(z—1)g(y) est dans
L' (de norme inférleur allfll1llgll1), on applique Fubini a la deuxieme intégrale :

_ /dx/dyei<x_y+y’5>f(x —y)g(y)
= / dyg(y)e' / dwe’08) f(z - y)
_ / dyg(y)e™9 f(€) = f(©)§(¢)

avec I'avant derniere égalité par invariance de la mesure de Lebesgue par translation.

Exercice 14 Suites régularisantes Soit p, une suite régularisante et f € C°(IR") .

1. Montrer que pour tout compact K C IR" : On a

sup [ (oo ) (@)~ ()| < sup | | pul®) fa—y)—F(2)] < / o) s ey (@) s

zeK zeK z€K,yeB(0,1/n)

en utilisant, I'uniforme coninuité de f, pour avoir wy(1/n) = sup,c ye pp(o,1/m) 1f (T
y) = f(@)] =nse 0.



2. En déduire que C°(IR") est dense dans CY(IR™) pour la norme [|.|| induite par

CP(IR™).
On a vu en cours que (p, * ) € C°(IR"™) et son support est inclus dans supp(f) +
Br(0,1/n) C supp(f) + Br(0,1) = K qui est conpacte, donc

(o * F)(2) = flloo = iglgl(pn*f)(x) — f(@)] = 0.

Montrons que 1'adhérence de CO(IR™) dans CP(IR") est

Co(R") ={f € Cy(R") : lim |f(x)| =0}.

||z|| =00

MOntrons que C§(IR™) est fermé de sorte que comme C{(IR") D C?(IR"), on a aussi
CY(IR™) D COIR"). En effet si f,, € CY(R™), ||fn — fllee — 0, on prend € > 0 et n
tel que ||fn — fllo < €/2, M tel que si ||z|| = M, |f.(z)] < €/2 et on déduit pour
2]l = M, |f(@)] < [1fa = flloo + [fu(2)] < €/2+€/2 =€, donc f € CF(IR"), d'ott la
fermeture.

Réciproquement, on montre que C?(IR™) est dense dans CJ(IR"™) par troncation.
SOit xy € CY(IR™) avec x(z) = 1siz € B(0,1) x(z) =0si|lz]| 22,0< x < 1
(par exemple par le lemme d’'urysohn avec K = Br(0,1),V = B(0,2), on peut aussi
prendre la formule y(z) = max(0,1 — ||z — z/||z]||)), x(0) = 1).

ON pose x,(z) = x(z/n), x € C°(IR") et on prend f € CJ(IR") Montrons que
It — flle 0, or

Han_fHoo = sup |(an_f)($)| <2 sup |f(33)| _>n—>ooo

|||[>n |lz||=n

car f € C§(IR").

Exercice 15 Inégalité d’Young Soit f € LP(IR", Leb),g € LI(IR", Leb),1 < p <
00,1 <g<oo,1<r<ooavecl/r=1/p+1/g—12>0, p,q¢ les exposants conjugués,

1.

Montrer que pour presque tout z € IR", y — f(x—y)g(y) est intégrable (indication :
en éerivant | f(z — y)[P/7 |g(y)|"7 (| f(z = y)' 77 |g(y)["97) ).

. On pose (f *g)(z) = [Rrrdyf(z — y)g(y), montrer que f g € L"(IR", Leb) et

1 glle < 1 f11pll9llq-
Montrer que si r = oo alors f* g € CP(IR™) et si 1 < p < 00, (f * 9)(%) —|z/00 0.



