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Feuille de TD 2
Espaces de fonctions continues.

Exercice 1 Extension des fonctions C%*
Soit S C X un espace métrique. Soit f : S — IR, a-Holdérienne de constante M > 0
avec a €]0, 1].
Soit
g(x) = sup f(s) — Md(x,s)"

seS
1. Montrer que g(s) = f(s) pour tout s € S

2. Sis e Setaxe X, montrer que g est finie sur X en montrant que
lg(z) = f(s)] < Md(z, s)".
3. Montrer que g est a-Holdérienne de constante M > 0 sur X.

Exercice 2 Une topologie non normable Soit U un ouvert de IR" et C'(U, IR) 'en-
semble des fonctions continues sur U. Soit K C U compact on a la semi-norme (de
convergence uniforme sur K) : pr(f) = sup,cx |f(2)]-

1. Soit K,, = B(0,n) N {z € Ud(z,U°) > 1/n}. Montrer que K,, est compact avec
Une]NK" =U.
2. Montrer que d est une distance sur C(U, IR)

(e 9]

A(f.9) =Y 5o min(L o, (f ~ 9)).

n=1
3. Montrer que d(f,,g9) — 0 si et seulement si f, converge vers g uniformément sur
tout compact.

4. On cherche a montrer par ’absurde qu’aucune norme ne donne la méme topologie.
Supposons par 'absurde qu'une norme N définit la topologie de d. Prendre {f :
d(f,0) < e} C By(0,1) et trouver f # 0 tel que N(f) = 0.

Exercice 3 Prolongement des fonctions de W?(I)
Soit I un intervalle. On cherche a obtenir une application linéaire continue Pj :
Whe(I) — WP(IR) tel que la restriction de Pr(u) & I soit w.
1. SiI =|0, 0o, montrer que Pr(u) = u* définit par u*(z) = w@) R, (2)+u(—2)lR- (z)
convient.

2. Conclure dans le cas I non-borné.

3. Soit € C{(IR), nulle pour x > 3/4 et 1 pour x < 1/4. Soit I =]0, 1], u € WP(I),
montrer que nu € WH([0, col).

4. Montrer que B 1j(u) = Fo,co[(t) + B—0o1(((1 — n)u) convient.

5. conclure dans le cas I borné.

Exercice 4 Convolution avec W?(I)

1. Soit p € LY(IR),u € W'P(IR) pour 1 < p < oo, montrer que la convolution p * u €
WIP(IR) C LP(IR) et que (pxu) = p*u'
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2. Soit £ une fonction lisse a support dans [—2, 2] égale a 1 sur [—1, 1] et &, (x) = &(z/n).
Montrer que &,u — u dans LP.

3. Soit p, une suite régularisante. En déduire que u, = &,(p, * Pr(u)) converge vers
uw e WHP(I) dans WHP(I).

4. Conclure que la restriction a I de C°(IR) est dense dans WP (I).

5. En déduire que W'P(I) est une algebre (utiliser 'inclusion continue vue en cours
dans CY(1))

Exercice 5 L’espace W,”(I) = mw P(I)

1. Soit w € WHP(I),1 < p < 00,G € C'Y(IR) avec G(0) = 0. Montrer que G o u et
(G’ o u)u sont dans LP(I) et en déduire que G ou € WP(I). (indication utiliser la
densité de C°(IR))

2. Vérifier que les fonctions u dans adhérence de C}(I) vérifient u(a) = 0 si a fait
partie du bord de I.

3. Soit u € WP(I) avec u(a) = 0 si a fait partie du bord de I. Soit G € C'(IR)
nulle sur [—1,1] et égale a G(t) = t pour [t| > 2. Montrer que u, = G(nu)/n €
W2 (1) N CO(I). En déduire u,, € Wy (I) puis u € W, (I).

Exercice 6 Méthode de Schauder pour résoudre une équation différentielle
dans C%°(]0,1]). Soit « €]0,1], ¢, f € C**(]0,1]),q > 0.
On cherche & trouver u € C**(]0,1[) avec u(0) = u(1) = 0 et

—u"(x) + q(z)u(z) = f(z), =z €]0,1].

1. En considérant deux solutions ui, us, déduire I'unicité des solutions en montrant :

[ =2+ [ gt - wf =0
[0,1] [0,1]
2. Montrer que

0€A:={tecl0,1]:3ue C**(0,1]), —u" +tqu = f,u(0) = u(1) = 0}.

3. Soient £ = {u € C**(]0,1[),u(0) = u(1) = 0}, FF = C**(]0,1]) et P, = —d?/dx? +
tq: E — F. Montrer que A = {t € [0,1] : B, bijectif } est un ouvert.

4. Soit t,, € A, t,, — t, montrer qu'une suite de solution u,, de P; u, = f est bornée
dans C%*(]0, 1[).

5. Extraire une sous-suite et montrer que la limite u est solution et conclure que A
fermé.

6. Conclure que 1 € A.

Exercice 7 Extension de Tietze-Urysohn
Soit F' un fermé de X espace métrique. Soit £ = CP(X,IR) et p : £ — CP(F,IR)
I'application de restriction. On va montrer que p est surjective (et un peu mieux).
1. Soit g € CY(F,TR) avec ||g]|s < 1. Soient Ky := g~ '([1/3,1]) et Ky := g~ *([-1, —1/3]).
Soit :
. 1 d(ZL‘, KQ) - d(ZL‘, Kl)
1) = 3G ) T d K
(On comprend la valeur comme 0 si K; et Ks vides et sinon, —1/3 si K; vide, 1/3
si K3 vide). Vérifier que f € E, || f]loo < 1/3 €t |[p(f) — g||oo < o =2/3. (on dit que
p est presque surjective)
2. En déduire, qu’il existe F' € E, ||F||s < 1 telle que p(F) = ¢. (Indication : construire
une suite f, par récurrence a partir du résultat précédent)
3. Montrer que p induit une isométrie E/Ker(p) ~ CP(F,R) (on dit que p est une
surjection métrique).

d(z, K;) .= inf{d(z,y),y € K;}.




