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Feuille de TD 2 : Correction partielle
Espaces de fonctions continues.

Exercice 1 Extension des fonctions C%¢
(cf. TD)

Exercice 2 Une topologie non normable (cf TD)

Exercice 3 Prolongement des fonctions de W'?(T)

Soit I un intervalle. On cherche a obtenir une application linéaire continue P; :
Whe(I) — WP(IR) tel que la restriction de Pr(u) & I soit w.

1. SiI =]0, oo[, montrer que Py(u) = u* définit par u*(z) = u(z)1 g (v)+u(—2)1R- (z)

convient. Soit g(z) = u(@)lR, (¥) — v'(—2)1R_, (#). Clairement g € LP(IR) et
montrons que (u*)’ = g Soit donc ¢ € C(IR*) on doit calculer :

/IR dru*(x)¢'(x) = /IR+ dru(z)¢' (x) + /IR*_ dru(—z)¢' (z) = /IFL dru(z)(¢' (z) + ¢/ (—x))
. /R o (@)(9(2) = ol =2)) = = [ dag(a)oo)

Si on avait ce résultat pour u* € C}(IR*) on concluerait u* € WP(IR) et Hu*Hp Ry =

2[[ul[fy1.p(7)- Comme w = u” est clairement linéaire la borne < de I'égalité ci dessus
donne P continue.

IL reste a voir que le raisonnement s’applique pour ¢ € C}(IR).

SOit O,(x) =0siz < 1/2n, et 1siz > 1/net 0,(x )—Hl(nx) 0, ECO( ,[0,1]).
2?(% 'f;)comme au 3 n,(x) = nz/n). Soit ((z) = (¢(x) — = J( ¢/ ) +
On pose ¢y, (z) = [ On )+ ¢'(=1))dt et Cu(x) = Yp(z)mn(2).

(i) Montrons ||Cn — CHOO — 0.
En eﬂet? on a Cn - C = Cn - Cnn + (nn - 1)C
Or (Gn — Cma)(2) = (Y0 — O)(@) () et

@ z 1/n
(a0 (x) = / (Bu(6)—1) (& (1) (—))dt = / (B (D) 1) (& (1) 46/ (1))t

car 6,(t) = 1sit > 1/n

done ([, — Clloo < fy" [¢/(t) + &/ (—1)|dt < 2/|¢']|oc/m et si supp(¢) C [—a, ]
(7 — 1|0 < HgHoo SUP,<q | (M — 1)(2)] qui est 0 pour n/4 > a donc pour un
tel n :

ce qui conclut.

(ii) Montrons ||¢, — C||1 borné. Par inégalité triangulaire et ||n,||, <1

160 = ¢l < lvhn = CllsclImally + 1100 = D¢ < 2016 o] Inl]1 + [I¢]]1 < 00
car ||n.||1 = n||n||1 par changement de variable et le premier cas donne ||, —

Clloe < 2[[¢']|oo/m-



(i)

(v)

En conséquence si ¢ > 1 tel que 1/p+1/¢ =1, on a

donc par Holder :
/IR+ dl’u’(l’)gn(l’) — /]RJr d:m/(l’)((b(x) — ¢(—I))

De plus, on veut obtenir une limite nulle apres multiplication par v’ et intégration
de

C?lz - CI = %7}; + (% - C/>77n + C/<77n - 1)
Or 1), (x) = 1/nn/(x/n) donc par inégalité triangulaire et Holder :

_ 1
bl lg < 1 @a=C) a1 g < Tl oo /nAH (= IE ™ Iy 117 = 0

car ||[n.|l1 = ||7'||x par changement de variable et donc ||[¢,1),||, — 0 avec la
borne du (i) sur la norme infinie et donc par Holder [u*i,n,, — 0.

De plus, (¢, — ') = (0, — 1){'(x) —p—o0 0.p.p. sur |0, co[ par choix de 6,. De
m”éme ¢'(n, — 1) — 0 p;p. il manque juste une domination :

(W5 = ¢+ ¢ — 1)] < 2/C]
Or ¢’ e C?(IR) C LYIR) donc

(W5 = ¢+ ¢ — D u*] < 2[¢] ||

est une domination par une fonction intégrable donc par convergence dominée :

[ =+ =1 0

En combinant avec le résultat précédent, on obtient : [ lu* — [ ('u*.

Il reste & combiner les calculs :

zu*(x)d () = xu(x =) lim zu(z)( (x
| @)@ Ahd<>w<ww< 7)) = 1 dzu(z)(C) (%))

n—o0 R+

= lim — xu’ €T €T :(m) — xu' xT xTr) — —X
! A@d(>@(» Ahd<)W) o(—x)

n—o0

=—Agw@ww.

Au sens du chapitre 5, on a vu ¢, — ¢ dans L%t (/, — ¢’ préfaiblement dans L9.

2. Conclusion dans le cas I non-borné se fait par translation.

3. Soit n € C}(IR), nulle pour = > 3/4 et 1 pour x < 1/4. Soit I =0, 1[, u € W'(I),
montrons que nu € W2([0, oo]).

SOit g = nu' + n'u € LP(I) par Holder car n,n’ € L>=(IR) et pour ¢ € C}(IR*)

on a en utilisant n¢’ = [(ng) — n'¢] et (np) € CL(]0,1])) :

[ s = [ultwoy — o) =~ [ wno)+ wyuo =~ [ g0)

De plus HnquvLP(]R* < max({[n][&, [|7'[5% )CHUHWU’ 10,1

)

2



4. Montrons que P 1j(w) = P co[(Nt)+P—oo,1{((1—=n)u) convient. D’abord la linéarité
est évidente, ainsi que I'espace d’arrivée et la continuité en combinant les bornes de
1 et 2. Mais par restriction du membre de droite a ]0,1[ on obtient nu+(1—n)u) = u
ce qu’on voulait.

5. La conclusion dans le cas I borné se fait par translation et dilatation.

Exercice 4 Convolution avec W?(I)
1. Soit p € L*(IR),u € WH(IR) pour 1 < p <
pxu€ WH(IR) C LP(IR) et que (pxu) = p*u'.
Par le cours on sait déja que p xu € LP(IR), p * (') € LP(IR). On utilise le TD

(
1 ex 12 pour calculer pour ¢ € CHIR),p € CY(IR) et le calcul de la dérivée de

c
la convolution du cours donnant Vp x (¢') = (Vp x ) € CO(IR) par le calcul du
support de la convolée vu en cours

/W(ﬂ*u)Z/ﬁ*so’u:/(ﬁ*w)’uz—/(ﬁ*sO)U’:—/G(p*(U’))-

comme ||pxul|, < ||p||1||u||, si on prend par densité, p, € CY(IR) avec p, — p € L'.
On déduit ||p, *u—p=*ul|, < ||pn — pl|1]|ul|, = 0 Donc en passant a la limite dans
I'identité ci-dessus, on obtient pour p € L'(IR) :

[Fwru) == [wox ).

Comme p * (v/) € LP(IR) comme déja remarqué, cela implique p x u € WP(IR) C
LP(IR) et par définition de la dérivée (faible) et son unicité (p*xu) = p*u'.

oo, montrons que la convolution

2. Soit ¢ une fonction lisse a support dans [—2,2] égale a 1 sur [—1,1] et &,(z) =
&(xz/n). Montrons que &,u — u dans LP.

IL suffit de remarquer que &, — 1 p.p. et [[&u]leo < 1 done §u — w p.p. et
|€nu| < Jul est une domination par une fonction dans LP donc par TCD version L?
on déduit que ||, u — ull, — 0.

3. Soit p, une suite régularisante. Déduisons que u,, = &,(p, * Pr(u)) converge vers
u € WHP(I) dans WhP(I).
D’abord, Il est facile de voir comme a I'exercice précédent que u, € WHP(IR) et

U = &n(pn % Pr(u)) + &, (pn % Pr(u)) = & (pn * (Pr(u))’) + &, (pn * Pr(u))

Il suffit de voir ||u,, — Pr(u)||, = 0 et ||u;, — u'||, = 0
Or en utilisant I'inégalité trigngulaire et Holder (vu ||zi,|/e < 1) on a :

[un = ullp < [[n(pn * Pr(u) — Pr(u))llp + [|€n Pr(u) — Pr(u)ll,
< |l(pn # Pr(u) = Pr(u))llp + [1€n Pr(w) — Pr(u)ll,

Or le deuxieme terme tend vers 0 par la question précédente et le premier par le
cours (propriété des suites régularisantes).

De plus, & () = &' (z/n)/n d'ou ||€, ||l < |€'||o/n donc de méme :

[y, = Pr(w)]lp <
<

comme précédemment.

16 (on % Pr(w)" = Pr(u))lp + (1€ Pr(w)" = Pr(u)|lp + 1€l oollon  Pr(w)l]
[1(on * Pr(u)" = Pr(u))lp + [[6n Pr(u) — Pr(u)'[l, + 1]l | Pr(w)] |, = 0



4. On conclut que la restriction & I de C2°(IR) est dense dans W'P(T) car u,, € C°(IR)
par le cours vu &, a support compact et p, *x u € C*°(IR). De plus la norme de
la restriction est plus petite que la norme totale (avec la méme dérivée) : donc
(un)lr = wllwrey < [lun = Pr(u)lly Ry = 0-

5. Montrons W?(I) est une algebre (en utiliser I'inclusion continue vue en cours dans
Cy(1))

Soit u,v € WP(I) et u,, — u,v, — v des suites dans C>°(IR)|; convergeant dans
WHP(I). En particulier par I'injection continue ||u, — u||oo = 0, ||ty — v||oe — 0
Or u,v, € CX(R)|; ¢ W'(I) 1l suffit donc de voir que [|u,v, — uv||, —
0[|(unvn) — (u'v +uv’)||, = 0 pour montrer que uv € WHP(I) et (uv)’ = u'v +uv'.
(cf lemme du cours montrant que la convergeance LP d’une suite et sa dérivée
implique la limite est dnas W' avec dérivée la limite des dérivées).

Or vu les limites en norme infini (qui ne serve ici que pour la bornitude en norme
infini) : [|upvn — wvlly < Junllcol|vn = v[lp + [Jun — ullp]|v]]ec — 0O

Et de plus de méme par inégalité triangulaire et Holder :

[lupon = w'olly < {lup, = ullpl[nlloo + [0/ lp][on = vllo

[lunvy, = !l < [lvn, = vllpllunlloo + [10[]pl[tn = ulls-

(Noter qu’ici on utilise la limite en norme infini car les dérivées sont seulement
connues bornées dans LP.)

—  _whlr
Exercice 5 L’espace W,"(I) = C’cl(I)W W

1. Soit u € WP(I),;1 < p < 00,G € CY(IR) avec G(0) = 0.
Montrons que G o u et (G’ o u)u’ sont dans LP([).
Comme par le cours on a une injection continue dans Cp (IR). Soit donc K = ||u||oo+
1 et comme G, G’ continue sur le compact [~ K, K| soit , S = sup,c(_g i |G’ (z)| <
oo Donc G est S Lipschitz et |G(u(x))| = |G(u(z))—G(0)| < S|u(x)| En particulier
1G o ull, < Slfullp-
De plus [[(G" o u)lo < S donc par Holder [[(G" o u)u'[[, < [|[(G" o u)lfo||v/[lp <
S
On Conclut au résultat en raisonnant par densité.
Par densité soit u,, € C°(IR) avec u, — u dans W'?(I). Comme G(0) = 0, Gou,
a un support inclus dans celui de w,, donc G ou, € C°(IR) et par composition
(Gowuy,) = (G ouy)ul,.
Comme par le cours on a une injection continue dans C¢ (IR) et que u,, bornée dans
WLP(I) c’est aussi le cas dans CP(IR). On peut donc augmenter K = sup,, ||t ||+
1 > [|u[|oo+1 et comme G’ continue sur le compact [~ K, K] s0it S = sup,¢(_r g1 |G'(7)] <
00

|G o un — Goulff = / |G (un(z)) — Gu(2))[” < S”jun — ullj =0
et par inégalité triangulaire et Holder, on obtient :
|[(Gouy)'—(G'ou)u|[, < (G oun)| ool [ug =t ||+ < Sup—t|[p+] (G oun— G ou)u| .

Pour voir que le dernier terme tend vers 0, On raisonne par convergence dominée.
(G o uy)u'| < S|u'| € LP est la domination et quitte a extraire, on a vu en cours
qu’on peut supposer u,, — u p.p. d’ou (G’ ou,, — G' ou)u’ — 0 p.p. par continuité
de G’ et le TCD veersion LP conclut a ||(G’ o u,, — G’ o u)u’||, — 0.

Donc ||Gou, —Goull, = 0,||(Gou,) — (G ou)||, =0

on déduit donc Gou € WP(I) et (Gou) = (G ou)u'.
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2. Vérifions que les fonctions u dans Padhérence de C}(I) vérifient u(a) = 0 si a fait
partie du bord de 1.
On rapelle qu’on a vu que u s’étend en une fonction continue sur 1.
Par exemple si ¢ € I 'extension continue peut s'écrire u(x) = u(c)+ [ u/(t)dt p.p.
Donc on a u +— u(a) linéaire par linéarité de 'intégrale et par Holder et I'injection
continue du cours

|u(a)] = [u(c) +/ o' (t)dt] < lulloo + [[/][pla = c|" < (C + la = ) ullwrop)-

Donc u +— u(a) est linéaire continue. Et pour u, € C}(I) on a u,(a) = 0 donc en
passant a la limite, pour tout u dans l’adhérence on a u(a) = 0.

3. Soit u € WP(I) avec u(a) = 0 si a fait partie du bord de I. On cherche & montrer
la réciproque de ce qui précede a savoir u € VVO1 P(I).
Soit G € C'(IR) nulle sur [—1,1] et égale & G(t) = t pour [t| > 2. Comme la
question 1 s’applique on pose u,(z) = G(nu(x))/n on a u, € WHP(I). De plus,
comme u continue sur I si # € I proche de a disons |z — a| < € alors |u(z)| =
|u(z) —u(a)| < 1/n et donc |nu(z)| < 1 et u,(z) = 0 donc u, € C%(I). Remarquer
que cela s’applique si a = 00 pensé comme point du bord.
Montrons ensuite u,, € VVO1 P(I) ¢’est a dire qu’on veut approcher u, par des fonc-
tions dans C!(I). On utilise bien sir la convolution soit p,, une suite régularisante.
si supp(uy,) C [¢,d] Cla, b[ on prend m tel que [c—1/m,d+1/m] Cla, b] et on étend
u, env, € WIP(IR) par 0 en dehors de I et on regarde p,, *v, qui est dans WP(IR)
par I'exercice précédent. De plus le support est dans [c—1/m, d+1/m] Cla, b[ donc
la restriction (p,, * v,)|; € WHP(I). Enfin par la forme du prolongement par 0 =et
le cours

[ (pm * Un)‘funuwlvp(l) = ||pm * vn) — Un”wlyp(IR) —m—roo 0

Mais (pn * v,)]; € C°(I) ce qui conclut & u,, € Wy (I).

Montrons enfin que ||u, — u||wis(r) — O ce qui implique u € Wy(I). On montre
d’abord ||u, — u||, — 0 par convergence dominée. En effet Comme G’ continue,
si C'= sup,e_34 |G'(7)| > 1 alors vu [G'(z)] = 1 en dehors de l'intervalle, C' =
sup, R |G'(z)] et G est C-lipschitz donc |G(z)| = |G(z) — G(0)| < Clz| donc
|un| < |u| est une domination dans LP.

De plus G(nx)/n —p—e0 @ car si & # 0 pour n grand |nz| > 2 et G(nx) = nx, et
six=0G(nz)/n=0.

DOnc p.p. u, — u et donc le TCD version L? donne ||u, — u||, — 0.

On Applique le méme principe pour voir ||u), — u'||, = 0 ce qui conclura. On sait
du 1. que u), (z) = (G'(nu(z))u'(z) Or |u,| < C|u'| donne une domination dans L?
et G'(nx) = 1sixz # 0 et G'(n0) = 0 donc u,(x) = Lyt (x) p.p.; Il reste donc
a voir que cela vaut u'(x) p.p.

SOit autrement dit on doit montrer que {z : u(z) = 0,u/(x) # 0} a une mesure de
Lebesgue nulle.

Cela va utiliser fortement u € W'? via le théoréme de différentiation de Lebesgue.
D’abord sur tout [¢,d] p.p. on a u est I'intégrale d’une fonction intégrable ', donc
d’apres le théoreme de différentiation de Lebesgue, u est p.p. dérivable de dérivée
u'. 11 suffit donc de voir

A={x:u(zx) =0,u(x) #0,u dérivable en = de dérivée u'(x)}

a une mesure de Lebesgue nulle.

On écrit A = U,A, a une mesure de Lebesgue nulle avec A, = {z : u(z) =
0,|u(z)] 2 1/n}NA=B,UC, et B, ={x:ulx) =0,u(x) >1/n}NAC, =
{z:u(x)=0,u(x) < —1/n}NA.



Siz e B, uly) = u(x) + v (z)(x —y) + o(r — y) donc il existe € > 0 tel que si
ly —z| < e,x #y (le o(x —y) est plus petit que (z —y)/2n et) alors u(y) # 0 donc
y € A. Le méme résultat s’applique a C,, Donc A est discret pour tout = € A, la
distance d(z, A—{x}) > 0. C’est un fait général que forcément A est dénombrable.
Remontrons le. Donc on écrit A = U, D,, avec D, = {z € A : d(z, A—{z}) > 1/n}.
Les points de D,, sont 2 & 2 a distance au moins 1/n il y en a donc au plus |c—d|/n
dans [c,d] et donc en faisant 1'union sur ¢,d € Q D,, est dénombrable et donc A
dénombrable. Donc Leb(A) = 0 ce qui conclut.

Remarquons que la méthode suivante ne marche pas.

u est continue et donc K = {z : u(z) = 0} est un fermé. Sur l'intérieur Int(K)
u(z) = 0 sur un ouvert donc u/(z) = 0 (en prenant une fonction ¢ lisse a support
dans 'ouvert on a vu ¢pu € WP et 0 = (¢u)’ = ¢'u+ ¢u’ = ¢u’ vaut 0 sur 'ouvert
donc u/(z) = 0 sur si ¢(z) # 0). Donc A C K = K — Int(K) Le probléeme c’est
qu’il y a des fermés d’intérieurs vide de mesure non-nulle donc on ne peut PAS
conclure que Leb(OK) est nulle alors qu’on a pu conclure que Leb(A) = 0.

Exercice 6 Méthode de Schauder pour résoudre une équation différentielle
dans C%%(]0,1]). (cf TD)

Exercice 7 Extension de Tietze-Urysohn
Soit F' un fermé de X espace métrique. Soit F = C)(X,R) et p : E — CY(F,R)
I'application de restriction. On va montrer que p est surjective (et un peu mieux).

. 1d(ZE, KQ) — d(ZE, Kl)
f(@) = 3d(z, Ks) + d(z, K1)’

1. Soit g € C°(K) avec ||g||o < 1. Soient K := g~ '([1/3,1]) et Ky := g~ *([-1, —1/3]).
Soit :

d(z, K;) .= inf{d(z,y),y € K;}.

_ ld(z, K») — d(z, K1)
- 3d(w, Ky) 4 d(x, Ky)

Vérifions que f € E,||f|looc < 1/3 et ||p(f) — glloc < a = 2/3. (on dit que p est
presque surjective)

f(x) d(z, K;) == inf{d(z,y),y € K;}.

f est continue car d(., K;) est continue et le dénominateur est non nul car K1NKy =
0 et d(., K;) >0 sur Kf.
Or

donc f est bornée et |f||o < 1/3.

1 1
Ip(f) — gl = 1K1|(§ — gl + 1| — 3 —gl+ (g — 1g, — 1i,)|f — ¢

1 1
< 1K1||1K1(§ — oo + 1K2\|1K1(—§ — oo + (Ix = 1ry — 1) (|| flloo + 1l9(1x — 1, — 1x,)]]|

et tous les termes sont inférieurs a 2/3 par définition.

2. Déduisons qu'il existe F' € E, ||F||lx < 1 telle que p(F) = g¢. On construit
construire une suite f, par récurrence a partir du résultat précédent telle que

fn:FO++Fn
n 2n
D 1 Flle < (14 .+ )
k=0

3n

Wl =

et
2n+1

lp(fn) = gll < PYEsE
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On prend fo = Fy = f donné par 1 a partir de g. On prend F,/||p(fa-1) — 9|
donné par 1 & partir de —[p(fn—1) — gl/[[P(fn-1) — gllso (si le dénominateur est 0
on s’arréte et on prend la suite constante).

Donc on a les deux inégalités

127

1
Fn oog_ n— - oog__
1Fullee < 5lp(fa-1) = gl < 55

et
2n+1

2
Hp(Fn) +p<fn—1) - gHoo g g”p(fn—l) - gHoo < 3n+1

La deuxieme inégalité donne ||p(fn) — 9llec < g:—i La premiere inégalité suit
par I'hypothese de récurrence. ) F), est donc absolument convergente dans F par
complétude, donc soit F' =Y 2  F, =lim f,. En passant a la limite on obtient

IR B
31-2/3

[1Floe < 1

et [[p(F) = gllec = 0.

. Montrons que p induit une isométrie p : E/Ker(p) ~ C*(K) (on dit que p est une
surjection métrique). Comme p est une contraction, c’est aussi le cas de p (cf cours).
De plus si p(f) = g en prenant F' par (2) avec ||F|| = ||g|| et p(F) = g = p(f) on
ah=F— f¢e Ker(p) donc

. er = inf h o S F oo — = s = ||P . 0o
/1 /Kerp) he;per(p)Her oo < [IFlloo = [lgll = lIP(H)llsc = [IP(S)]]

d'ou |[z]| < [|p(z)| pour z € E/Ker(p).



