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Feuille de TD 3
Autour des théorémes de Hahn-Banach. Ensembles convexes.

Exercice 1
Soit £ = {u € C°([0,1],IR) : u(0) = 0} avec la norme ||.||

1.

Montrer que FF = evy 1({0}) est fermé comme image réciproque d’un fermé par I’ap-
plication linéaire continue evg(u) = u(0), inclus dans 'espace de Banach C°([0, 1], IR)
donc c’est un espace de Banach.

. Montrons que f fo t)dt définit f € E’. f est linéaire par linéarité de
Iintégrale et |f(u fo lu(t)|dt < fo ||u||oodt = ||u||oe donc f est continue et
1]l < 1.

. Montrons que |f||zr = 1. Il suffit de noter que u, = x'/" vérifie ||u,||p < 1 et
flup) =25 = 1.

. Montrons qu'’il n’existe pas u € E avec f(u) =1 et ||u|| < 1. En effet, comme u
est continue en 0 il existe n tel que pour |z| < 1/n, |u(z)| = |u(0) — u(z)| < 1/2
donc

f@I< [ e+ [ lede < -4 (0= 5) <1
0 1/n n

n
donc f(u) # 1.
Comme en cours il existe u € E” tel que u(f) = ||f||lzr = 1 et ||ullgr = 1. 1l
suffit de prolonger u(Af) = A de G = Rf C E' qui vérifie [u(Af) = || < ||Aflle
a F' par Hahn-Banach. Comme la forme sur G est de norme 1, on peut trouver
lulln = 1.

. MOntrons par I'absurde que J(E) # E” (E n’est pas réflexif). En effet, si on avait

J(E) = E" le u de la question précédente serait un u = J(v)

Oru(f) = f(v) = 1 et comme J est isométrique ||v||g = ||u||g» = 1 ce qui contredit
le point 4.

COmme indiqué en TD on considere
T:C=(C%0,1],R).[||) » R&*E

Par définition, de la somme directe ||T(u)|| = max(|u(0)], ||u —u(0)||s0) < ||t|]oo +

[u(0)] < 2|fu|oo-

De plus il est facile de voir que T7}(\,v) = A + v (noter que comme v € F |
(A 0)(0) =X +v(0)=)\) Or on a

1772\ 0)loo < A+ [[o]]oo < 2max([A], [|v]|c)

DOnc finalement pour tout v € C' :
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8. Montrons que
I\ uw)(p, f) = A+ ul(f)

définit (formellement par la méme formule) des isométries I : R®'E’ — (RO E)’
et [ :Re™E" — (Ra!E)
D’abord dans le premier cas :

1L w) (s F)F < max(|pl, (L) A+ ulle) Rer g = T ORe 5 (0 DI Re 5

et dans le second cas

(L w) (s P < (el + ([ |r) max((A] [l 27) = A W) IR e po || (1 IR 1 2

d’out I bien défini et dans chaque cas |||I||| < 1

Réciproquement, si (A, u) € R @' E', on pose = |A|/A1 4 et on fixe € > 0 et on
prend f avec ||f|[g <1 tel que u(f) = [u(f)| = [|ul|r — €

Donc

(LA, w) (s F)] = (A4 ()] Z [ )[R — €
et comme [|(1, f)|[[Rgee s < 1, 00 trouve :

HA W[ Rewpy Z I WlIRe1 s — € 2es0 [ Wl Re1 5 -
La deuxiéme propriété d’isométrie est similaire. Si (A, u) € IR®>* E” avec le méme
w, avec on a ||(u,0)]| < 1 et
100 u)(,0) = A

et on peut prendre f € E' avec ||f||z = 1 et u(f) = ||u||g~(cf cours et question
5).

LA, u) (0, f)] = [u(f)] = [lulle
donc
A W Ry 2 max([A]L [|ul[) = [[(A, W] Rge -
POur la surjectivité, on a la formule explicite disons pour F' € (IR &> E)’

I7Y(F) = (F(1,0),F(0,.)) e Ra' E'.

Remarquons que comme 7' : C' — IR &> E est un isomorphisme (c’est a dire T’
et 7! sont des applications linéaires continues, pas forcément isométriques. Alors
T" est aussi un isomorphisme (car (7o S)! = S* o T" et Id" = Id donc (T )" est
I'inverse de T") et donc T™ est aussi un isomorphisme.

Vérifions enfin que si T : C' — D est un isomorphisme : C' est réflexif si et seulement
si D est réflexif (on reverra cela en cours au chapitre 5). En effet, soit Jo : C' —
C",Jp : D — D" les applications canoniques.

pour f € D' ueC
(Jp o T)(w)(f) = f(T(w)) = [T"(f)(w) = [Je(][T'(f)] = T"[Je(w)(f)
donc (JpoT) =T" o Jodone si C réflexif Jo(C) = C”
D" =T"[C"] = T"[Jc(C)] = Jp(T(C)) = Jp(D)

donc D réflexif et réciproquement par symétrie (on a utilisé la surjectivité de T%).
On déduit donc dans notre cas que si C' était réflexif, alors D = IR &> F serait
réflexif, mais un calcul utilisant seulement la définition et le calcul des duaux
donneJp(A,u) = (A, Jg(u)) d’ou si D était réflexif R &> Jg(F) = R &> E”
impliquant Jg(E) = E”, en contradiction avec la question (6).
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Exercice 2 (cf TD)

Exercice 3

Soient E un IR-espace vectoriel et fy, fi1,..., f, des formes linéaires sur E. Utiliser le
théoreme de séparation de Hahn-Banach pour montrer I’equivalence des trois assertions
suivantes :

1. El()\l, ey )\n) € R" tel que f() = Z?:l )\zfz;
2. 3M € [0, 00| tel que
Vo € E,|fo(z)] < Mm%g’ﬁ(@%

3. N Ker(fi) C Ker(fo)

On ne détaille que (3) implique (1).

Im(fo,.... f,) € IR™™ est un s.e.v. de dimension fini donc complet donc fermé et
(1,0,...,0) est un convexe compact. Ils sont disjoints si on suppose (3) car si fi(z) = ... =
fn(x) =0, (3) force fo(z) =0 # 1.

On peut donc appliquer la deuxieme forme géométrique de Hahn-Banach pour obtenir
(Ao, s An) € (IR™™1) et ¢ € IR telle que

Vx € E,Z)\Zfz([)’}) <c< /\0
=0

En prenant x = 0 on obtient A\g > 0 en remplagant x, par x/e € E on obtient
YoroNifi(x) < ce =00
donc

n
Vo € B, Nfi(x) <0
i=0
et en remplacant x, par —x on obtient

Vo€ B, Nfilz) =0< X

i=0
En divisant par Ag on obtient la condition de dépendance linéaire du (1).
Exercice 4
On prend E = (?(IN) , et
Ky ={x = (zo,21,...) € E :Vi,x; >0}, Ky = Vect{e,,n € N}

On a vu en TD que ces deux parties dans F sont convexes et disjointes (car tout z € Ko
vérifie x,, = 0 pour n grand et ne peut donc avoir x; > 0). Montrons qu’il n’existe aucun
f € E' qui satisfait

Ve e Ky,y € Ky f(z) < f(y).

En effet un tel f vérifie pour € > 0 vu que ze € K;

f(x)e < f(y).

soit avec € — 0

Vye Ky 0< f(y).

Mais comme —y € Ks, f(—y) > 0 donc Ky C Ker(f). Or K, est dense dans E donc
f =0 ce qui contredit I'inégalité stricte.

Exercice 5 Montrer que Conv(A) est le plus petit convexe fermé contenant A. (cf TD)



Exercice 6 Soient F un e.v.n. et C' C E une partie.

1. Montrons en utilisant le théoreme de séparation de Hahn-Banach que x € Conv(C)
si et seulement si pour tout f € E’ :

f(x) <sup f(y).

yeC
Pour l'implication directe = Si on suppose =z = Y  N¢; € COnv(C) avec
Z?:l)‘i: ]-7/\1 >0et c; € C
on obtient en utilisant la linéarité et la positivité des \;

n

fla) =D Nif(es) < 3 Aisup f(y) = sup f(y).

i—1 yel yel

Si z € Conv(C) on prend z, — x x, € Conv(C) et on étend la relation par
continuité.

Pour la réciproque <, on raisonne par contraposé et on suppose z ¢ Conv(C).
On applique Hahn Banach au compact convexe non vide A = {z}, disjoint du
convexe fermé non vide Conv(C'). On obtient donc f € E’ avec la séparation
stricte contredisant 1'autre inégalité :

sup f(y) < c < f(x).

yeC
2. On définit le polaire et le bipolaire :

Co={fel :Vxel flx)<1}, C?”={rxeE :VeelC f(x)<1}.
Montrons que C° est convexe car pour A € [0,1],,f, g € C°

Vee C, AN+ (1=XN)glle) KA1+ (1=-XN1=1=Af+(1-XNgeC”
Si D C C alors la condition sur f € C° s’applique au élément de D C C donc
c°c De.
De plus C° est défini par des inéquation linéaire continue donc est fermé et convexe
comme pour C° (c’est l'intersection de (C°)° N J(E) dans le bidual.De plus par
définition C'U {0} C C° donc le plus petit convexe fermé contenant C' vérifie

Conv(C U{0}) C C.

Montrons 1’égalité

Conv(C' U{0}) =C*

donc l'autre inclusion (on a vule cas 0 € C'en TD), on prend donc x € C°°, on pose
D = C U {0} et on montre I'inégalité du 1. On note que sup,p f(y) = f(0) — 0.

Iy a deux cas, si A :=sup,cp f(y) > 0 par définition pour y € D :

f(y)
SUPyep f(y) s

donc f/A € D° = C°. Donc comme on suppose x € C° on obtient

f ()

SupyeD f(y)

soit 'inégalité voulu par positivité du dénominateur :

f(z) < sup f(y).

yeD



Si sup,ep f(y) = 0, alors tf(d) < 0 < 1 pour t > 0,d € D donc tf € C° donc
comme r € C% :

1

fla) <+

_>t—>oo 0

et donc

f(x) <0 =sup f(y).
yeD

Par le 1. on déduit donc que = € Conv(C U {0}).

Exercice 7 Application aux applications orthogonales On identifie (M, (IR), |||.|||) :
L((IR™,]].|]2), (IR"™,]|.]|2) avec la norme subordonnée a la norme euclidienne. Soit O(n) C
M, (IR) I'ensemble des applications orthogonales de IR". On rappelle la décomposition
polaire d’une matrice M. Il existe toujours O orthogonale (i.e. OO' = O'O = 1) et une
matrice symétrique positive P telle que M = OP. Alors on a vV M'M = P = P' (mais O
n’est pas unique).

1. En utilisant la décomposition polaire et en identifiant M, (IR) — (M, (IR),|||.|||)’
par M — tr(M.), montrons que

(O(n)]° € {M € M,(IR) : tr[vVMM)] < 1} =: A.

Soit M € [O(n)]°, on a donc pour tout O" € O(n), Tr(MO’) < 1 mais si M = OP
est sa décomposition polaire, il suffit de prendre O’ = O pour avoir Tr(MO') =
Tr(O40P) =Tr(P) < 1ldonc M € A

2. Montrons que A° = B := {M € M,(IR), |||M]|| < 1}.
On va utiliser que comme (IR", ||.|]2)" =~ (IR™, ||.]|2) :

M|} = sup |[Mzfl;=  sup [y, Mx)l|.

llz]l2<1 [lz]]2<1, ]|yl |2<1

D’abord, on remarque que si N = OP est la décomposition polaire et (eq, ..., e,)
est une base de diagonalisation de P de sorte que Pe; = \;e;, on a

n

Z(ei, MOPe;)

i=1

|Tr(MN)| =

= Xn: /\i<€¢, MO€1>

i=1

<D NN = tr(P)]]]M]]]
i=1

car ||O¢;lla = |lei]la < 1. Donc si N € A, M € B, tr(P) < 1,|||M]|| < 1 et donc
|Tr(MN)| < 1 donc comme c’est pour tout N € A, on déduit M € A° et donc
B cC A°.

Réciproquement, si M € A° soit z,y,||z|]2 < 1,||yl]la < 1, on pose la matrice
N;; = xy; de sorte que (N'N);; = yy,||x||3 pour lequel y est vecteur propre de
valeur propre (v.a.p) ||y||3]|z||3 et tout vecteur orthogonal & y est vecteur propre
de valeur propre 0. Les v.a.p. de vV N*N sont donc (||yl]2]|z]||2,0,...,0) d’on

Tr(VNIN) = |lyll]|z]lz < 1= N € A.
DOnc Tr(NM) < 1si M € A°, mais Tr(NM) = 37", = xy; My = (y, M)
et en changeant le signe de N on déduit donc |(y, Mz)| < 1 et comme z,y, sont
arbitraire dans la boule unité, en prenant le sup on obtient |||M]|] < 1, donc
A° C B.
3. En déduire que l'inclusion du 1 est une égalité et que B = Conv(O(n)). [Pour cela

montrer que tout élément de B est combinaison convexe d’au plus n? points de
O(n), ¢’est un théoreme de Carathéodory.] (cf TD.)



