Université Claude Bernard Master 1 Général
Année universitaire 2016-2017 Analyse

Feuille de TD 4
Ensembles convexes, espaces de Hilbert.

Exercice 1 Séparation de Hahn-Banach en dimension finie
Soit C un convexe d’un e.v.n E et soit x € C. On rappelle que le cone normal a C' en
x (au sens de 'analyse convexe) est I'ensemble

Ne(z) :={f € E' :VeeC, f(c—x) <0}.

1. Montrer que si C est un convexe d’intérieur non vide, alors N¢(z) # {0} pour tout
x € 0C (la frontiere de C).

2. On considere E = (*(IN) et C := {z € E : Vi, |z;| < 1/i}. Prouver que C est un
convexe fermé, que 0 € 9C, mais que N (0) = 0.

3. Soit C un convexe non vide de E e.v.n. de dimension fini tel que 0 € C. Soit (z,,)n>1
une suite dénombrable dense dans C. Trouver f,, € E’ tel que f,(Conv(zy,...z,)) C
[0, 00[. En déduire que l'on peut trouver f € E" avec ||f|| =1 et f(C) C [0, 0.

4. Soit C un convexe non vide de IR" tel que z € C. Montrer que = ¢ Int(C). En
déduire qu’en dimension finie, on a toujours Int(C) = Int(C) quand C est convexe.
Montrer comment 'existence d’une forme linéaire non continue fournit un contre-

exemple a cette assertion en dimension infinie.
5. Soit C un convexe de IR" , x € 9C. Montrer que N¢(z) # {0}.

6. Soient C et D deux convexes non vides disjoints de IR". Montrer qu’il existe f # 0
dans IR" tel que :
Vey) €Cx D (f) < (o).

Exercice 2
Soit E' e.v.n. Montrer que pour S une partie fermé non-vide de E alors la fonction
distance dg(z) := d(z,S) = infseg ||z — s|| est convexe si et seulement si S est convexe.

Exercice 3 Vérifier que si f est C? sur C C E = (%(I) un convexe ouvert et que pour
tout x € C.he E:
& f(x)(h, k) = a||h]f3

pour « > 0 alors f est strictement convexe.

Exercice 4 Transformée de Moreau-Yosida ou In f-convolution Soit H un espace
de Hilbert et g : H — IR une fonction bornée inférieurement. On pose pour € > 0 :

1
= inf — |y — z||?.
9e(w) = inf g(y) + o [ly — ]|

1. Montrer que g. < g et que g. est Lipschitzienne sur toute boule de H.

2. Montrer que g, est semiconcave, c’est a dire qu'il existe C' > 0 tel que g. — C||.||?
est concave (incidation : utiliser 'identité du paraléllogramme)

3. Montrer que si g est convexe alors g. est convexe. En déduire, qu’alors g. est dif-
frentiable au sens de Fréchet. (Indication : montrer d’abord en utilisant le 2 que
t — g.(x + th) est derivable en voyant que les dérivées a droite et a gauche coinci-
dent puis, utiliser le 2 et, en notant Dy,g.(x) la dérivée précédente, utiliser I'inégalité
suivante de convexité vue en cours et sa variante concave :

ge(ZL' + h) - QE(x) = Dhg€<x>')



4. Montrer que si g est uniformément continue alors g, converge uniformément vers g.
Exercice 5

Soient H un espace de Hilbert et u € B(H). Montrer I’équivalence entre

1. w est une isométrie, c’est a dire ||u(x)||s = ||x||2 pour tout = € H.

2. Pour tout x,y € H, (ux,uy) = (x,y)

3. u'u=1Id

(Indication :penser a 'identité de polarisation).

Exercice 6

Soient H un espace de Hilbert et v € B(H). Montrer I’équivalence entre

1. Pour tout z € Ker(v)*t, on [|[v(x)|]s = ||z]]2

2. vtovt ="

3. vw'v =0

4. Pour tout z € Ker(v*)*, on ||[v*(2)||2 = ||z]|2

On dit que v est une isométrie partielle si (1) est vérifié. (ce qui équivaut donc a v*
isométrie partielle)

Exercice 7

Soit H un espace de Hilbert et F' C H un sous-espace fermé. Soit P une projection
de H sur F'.

Montrer 1’équivalence entre

1. P est la projection orthogonale
2. [|Pl[ =1
3. [(P(x),z)| < ||z||* pour tout = € H.

Exercice 8 Polynomes de Laguerre
Soit p la mesure sur [0, 00 de densité e~ par rapport a la mesure de lebesgue c’est-

a-dire pu(A) = [, e *dx. Soit
e (d\", . .
=5 (5) e

Montrer que L, est une famille orthogonale de polynomes de L?([0, ool, u1).

Exercice 9 Montrer que la famille indicée par les parties finies de IN*, (wy) rep;(IN7)
définie par
wy(z) = Hwi<x>, avec wy,(x) = (_1)L2"IJ
i€l
est une base hilbertienne de L%([0, 1], Leb). (Elle est appelée base de Walsh).

Exercice 10 Deux Identités du parallélogramme généralisées Soit H un espace
de Hilbert et x4, ...,z, € H

1. Montrer que pour t €]0,1[, on a :
[ty + (1= t)aa||* + (1 = t)l|wr — w2 [* =tz |* + (1 = 1) |22 *.
2. Montrer que
1
5 > leamt el = flaall? 44 el
(€1, en)E{—1,1}"

3. Supposez par 'absurde qu’il existe T : ?(IN) — ¢*(IN) in isomorphisme (linéaire)
et considérer z; = T'(e;) et obtenir une contradiction si 1 < p < 2
4. Montrer que si p # 2, on a P(IN) % (*(IN).

Exercice 11 Soit H = L?*(, u,IR). Onpose C ={f € H: f >0 p.p.}.
Montrer que C' est un convexe fermé et que Po(f) = fl{s0-



