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Feuille de TD 6
Théorie spectrale.

En général, H sera un espace de Hilbert complexe, B(H) I'ensemble des applications
linéaires continues sur H et [ =1 € B(H) désigne 'application identité.

Exercice 1 Soit H un espace de Hilbert et T' € B(H) un opérateur positif.

1.

Montrer que pour a > 0, ((al +T).,.) est un produit scalaire sur H

2. Soit f € H montrer qu’il existe u € H tel que pour tout g € H :

3.

((al +T)u,g) = ([, 9)-

Utiliser Lax Milgram pour ca.
En déduire que (al + T') est inversible dans B(H ), donc | — 0o, 0[C p(T).

Exercice 2 Soit T'=T" € B(H)

1.

Vérifier que (T'—)*(T—14) = (T?+1) et en déduire (en utilisant I’exercice précédent)
que T' — 7 est inversible.

2. Montrer que o(T") C IR puis que si T est positif alors o(7") C [0, oo
3. SiT =T* et m = inf{(Tx,x),||z|| = 1}, M = sup{(Tx, ), ||z|| = 1}. Montrer que

o(T) C [m, M].

Exercice 3 (Probleme du CCF 2015-2016) Soit H = (*(7Z) I’espace de Hilbert des suites
complexes ¢ = (¢,), .77 indicés par les entiers relatifs et de modules au carré sommables.
Soit K = L3 (IR, \) I'espace de Hilbert des fonctions mesurables 27 périodiques sur IR &
valeur complexe de module au carré intégrables pour la mesure de Lebesgue A. On munit
ces espaces des normes usuelles :
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On pose e, (z) = exp(inx),n € Z de sorte que e, € K.
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Montrer que V' : H — K Dapplication linéaire tel que V(c) = Cnén est une
isométrie.

Soit U : H — H définie par U(c) = d la suite telle que d,,+1 = ¢,. Montrer que U
est une isométrie.

Calculer U* € B(H). En déduire que U est unitaire donc n’est pas un opérateur
compact.

Soit X = U 4+ U* € B(H). Montrer que la norme subordonnée (ou d’opérateur) est
11X = 2.

5. En déduire que X + 2 + €2 est inversible pour € € IR".

6. Vérifier que, pour V définie a la question 2 et pour tout h € H, pour tout = € IR,

[V(UR)](z) = e[V (h)] ().
Soit P € C[X,Y], comme U,U* commutent, on peut définir P(U,U*). Déduire de
la question précédente que
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1P(U UV (e0)]| = / " |P(e, ) PdA(x).



8. Montrer que pour € € IR*, (U + U* + i¢) est inversible et
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9. En déduire que ||(U + U* +ie) 'V (eg)|| =0 +00. Conclure que [—2,2] C o(X)
(commencer par 0 est dans le spectre de X).

10. Montrer que 0 n’est pas valeur propre de X.

Exercice 4 Soit T' € B(H). Montrer que T' est compact au sens T'(B(0,1)) compact si
et seulement si {7'(x), ||x|| < 1} compact.

Exercice 5 Soit (€2, yt) un espace mesuré o-fini. Soient 1 < p < oo, £ = (LP(2, ), ||-||p), F =
(L9501}, |lg) et g € L9(9 x O, i x ) avee 1/p+1/q = 1
On définit u : £ — F par :

[u(f))(s) = / o(s. 1) F(E)dt.

Montrer que u est une application linéaire continue avec |||ul|| < ||g||,- Montrer aussi
que u est compacte (On pourra utiliser la densité des fonctions étagées dans LI(€2 x Q, pu X

1r))-



