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Feuille de TD 6
Propriétés des espaces de Banach.
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Exercice 6 Soit E un espace de Banach uniformément convexe et C' un convexe fermé
(non vide).

1. Montrons que pour tout x € F, il existe un unique y = Po(x) € C avec

e = 1] = inf [l — ]|

Posons F(c) = ||z — ¢||. F est continue (donc s.c.i.) convexe et F(c) > ||c|| —
l|Z]| —*jj¢|s00 00 E est réflexif, donc en appliquant le théoreme du cours, on a
existence d’un minimum et tout suite minimisante a une sous-suite convergeant
faiblement vers un minimiseur.

Voyons que le minimiseur est unique. soit z,y atteignant le minimum, alors si
c#d|lc—d| =|[(x —¢c) = (x —d)|| = €L avec L = ||z — ¢|| = ||z — d||. alors
Iz —¢)/L = (& = d)/L|| = ¢ [|[(z = ¢)/LI|, ||(x = d)/L|| <1 donc par uniforme
convexité, on a 0 avec ||(z —¢) + (z — d)||/2L <1 -0

donc ||z — (¢ +d)/2|| < (1 —0)||z — ¢|| ce qui contredit la minimalité.

2. Montrons que toute suite minimisante y,, converge en norme vers Po(z).. ON com-
mence par montrer qu’elle converge faiblement, soit f € E’, f(y,) est une suite
bornée, et pour toute sous-suite y,, , on a une sous-sous-suite y,, ~congergeant fai-
blement vers Po(z), donc f(yn, ) convergent vers f(Fc(z)) donc la seule valeur
d’adhérence de f(y,) est f(Pc(z)) donc par compacité dans le corps des scalaires,
on a convergence f(y,) vers f(Pc(z)) et donc y, converge faiblement vers Po(x).
Montrons que la convergence est en fait normique. Soit X = x — Po(x) et f € F,
Al < Tavee | X(f)] = (1 —6/3)[[X]].

On regarde le voisinage V' = {y € E,|f(y — z)| < 26||X||/3} de la topologie
o(E,E’), Comme x — y, converge faiblement vers X, il existe N tel que ¥n > N

(X — (= y))(f)
2

(NI =X | = (1=6/3)I1X]| =6l X][/3-
En appliquant la contraposée de 'uniforme convexité du (1) a X/||X]||, (x—y,)/||x—

Ynl| (vu que ||z —yn|| = ||z — Pe(x)|| = || X]|| vu qu’on a pris une suite minimisante

donc pour n grand (1/||x — y,|| — 1/]|X]]) < 9/3)

X (x_yn)
[ N
X 2[lz — ynl]

X+ (x—yn)
2|11

-1 9l 3y = 1 | = (00,



on obtient
X (=)
XN Mz = yall

I<e

X = (& = ) Il < el X[+ (X /][ =yl | = /X Hz = wall-

Donc y,, = Po(z)
. Montrons que P¢ est uniformément continue sur les bornés de FE.

Par l'absurde, sinon il existe € > 0 et deux suites bornés disons ||z,||, ||yn|] < M
avec ||z, — yn|| = 0 et ||Po(x,) — Po(yn)|| = €o-
Comme C' est convexe

Pe(zn) + Po(yn) $n+yn_PC(xn)+PC(yn)

= Polall < lla E o))y _ 2ot L))
et
PC(xn)+PC<yn) xn+yn PC(xn)—i_PC(yn)
[y =P (yn)|| < [|yn— | = - |+lzn—ynll /2
2 2 2

Soit donc a,, = x,, — Po(xy,), by = yn — Po(yn), on a

an + by [lanl[* 4 [|bn] |?

| I? > — 0,
2 2

avec 0p, = ||Tn — ynll?/4 + |20 — yn||||%|| — 0. Et on a aussi ||a, — b,|| =
[[Pc(zn) — Po(yn)|| — || — yn|| = €0/2 pour n assez grand.

Quitte a extraire, on suppose ||a,|| — a, ||b,|| = b. Donc
a+b=1lm||a,|| + ||bn]| = limsup||a, — b,|| = €0/2

w2 +]onl]? ol b ] 2 P
ot de lanll ;rll I 5, < lla H-QHI 1° on déduit

a+b

(@ +19)/2< (55

)2

donc (252)? < 0 et donc a = b # 0.
DOnc, ||an/||an|| = bu/||ballll ~ |lan — ball/a = €/2a, et pour n assez grand
[an/lan|| = bn/|1ba]ll] = €0/3a
Par 'uniforme convexité appliqué a a,/||a,||; bn/||bn|| il existe 6 > 0 tel que si
[lan/llan|| = bu/[lbull[| = € = €o/3a alors |[an/2||an]| + bn/2[bu]|]| < (1 —0) donc
pour n grand

I(an +ba) /2l < (1 —6/2)%

|2

. TS - 24
ce qui contredit I'inégalité obtenu précédemment ||“’”2Lb” 2 > llanl ;” ~

implique que pour n grand

— 0, qui

n bn
1222 > 0 - 5,

avec 9/, — 0.



