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Durée : 1 heure.

Les documents et les calculatrices sont interdits.
On prendra soin a justifier les réponses aux exercices.

Exercice 1 (4 points) Indiquer (en justifiant) de quelle nature (convergente ou divergente) sont
les séries suivantes :

3

Ses() T X(-w) 0 Tt

-(1 pt) -5 — 0 donc cos 5 — cos(0) = 1 donc Y cos (-5) diverge grosaerement

-(1 pt) n6j-2 = o0 +52 78y 711 comme les séries sont & termes positifs, > —¢ n6_+2 est de méme nature
que Y + donc divergente (série harmonique).
n3 TL2
-(0.5 limite +0.5 pt régle ) Siu, = (1— %), u, = (1-%)" = exp(n’In(l — %). Or

n2

In(1 4 z) ~40 @ donc In(1 — 5) ~ —25 donc n?In(1 — & — —1 et u, — exp(—1) < 1 donc la
régle de Cauchy dit que ) u,, converge.

. R . () Vil (n+1)5 1
-(0.5 limite +0.5 pt régle )Si v, = Goiany lors il = GG G e e " wra < 1
donc la régle de d’Alembert dit que ) v, converge.
Exercice 2 (5 points)
1. (1pt) Comme |1n(n+1 \fl = n) 7 qui est le terme d’une série divergente (Bertrand f =1, =
1/2 < 1) donc Zn>1 ﬁf n’est pas absolument convergente.
(Ipt) a, = W décroit (produit de deux suites décroissantes a termes positifs) et tend

(="
N est convergente.

vers 0, donc par le critére spécial des séries alternées, > -, eS|

2. (1.5 pt) Le développement limité de sin(z) = z — 23/6 + o(x?) donne sin(z) — x ~, o /6

ﬁﬁ — 0 on déduit par composition, v, = <sin <1n($;rl1); \/ﬁ> — 1n(§;+11))n \/ﬁ) ~

donc comme

l (71)371

6 In(n+1)3n3/2
3. (1.5 pt) Comme v,, n’est pas positif, on ne peut pas appliquer la régle des équivalents (ATTEN-

TION) mais I’équivalent implique v,, = O(W} qui est le terme d’une série absolument

In(n+1)3
convergente (Série de Bertrand a = 3/2). Donc par la régle de comparaison, v, converge,

comme » ﬁf converge par (1),

> 5y sin <ln(§;+—1)n> du, + W converge par le critére de décomposition.

Exercice 3 (6 points) Soient les suites de fonctions suivantes définies sur [0, 00|

1—e™ () nxs
S n(1) = ————.
1+eza 7 nx? 4 1

fn(x) =



. (1 pt :0,5 par limite) f,(0) =0—=0,siz #0e® <1donce ™ — 0et f,(z) > 1
La limite simple de f, est donc la fonction définie par f(0) =0 et f(x) =1, si z > 0.

(0,5 pt )gn(x) = n;‘;”il ~ g—gi = z donc g,, converge simplement vers la fonction g(z) = x.

. (1 pt) Les f, sont continues et f n’est pas continue en 0 donc la limite des f,, n’est pas uniforme
sur [0, 00| .

(1 pt) gulz) — 2 = W{Trﬁ_fc donc [lgn — gl| = sup,cooof pazg7 St b(2) = 57, W) =
2 2

%, qui s’annule en x = 1/y/n, h est d’abord croissante puis décroissante donc, on a

trouvé le maximum et ||g, — g|| = h(1/y/n) = 1/2y/n — 0 donc g,, converge uniformément vers

g sur [0, ool.

. (0,5 pt) Comme [1, 00[C [0, 00[, g, converge uniformément vers g sur [1, col.

(1 pt) fulz)—1= % donc ||f, — fllpeef < 7" 4+ e — 0 (on majore le numérateur
en 1 par décroissance, et minore le dénominateur par 1) donc f, converge uniformément vers
f sur [1,00].

2 3 . . .

. (I pt) g(x) = ni’éil - (Zigi% ~ 3% /2% — 22 /2* = 1 six # 0 et ¢, (0) = 0 donc la limite
simple n’est pas continue alors que g/, continue donc g/, ne converge pas uniformément sur [0, oo[
(ou alternativement il suffit ¢/,(0) = 0 ce n’est pas la dérivée ¢’(0) donc la limite de la dérivée
ne peut pas étre uniforme. Car si la suite des dérivées converge uniformément et la fonction

converge simplement, les dérivées convergent vers la dérivée de la limite simple.)




