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Exercice 1 (6 points) Soit f : IR — IR la fonction 27- périodique paire définie par f(t) = t* — =
site0,2], f(t) =5 — (t—7)?sit €], 7.

1. fest C' sur [0,%] et [2, 7] donc f est C'' par morceau et continue (car f(5—) = f(5+) =0,

la continuité en 0 et 7 sont évidentes par parité, cela donne la continuité a tous les points de

transition), donc sa série de Fourier converge normalement vers f.

2. Calculons la série de Fourier de f.

f est paire donc b,(f) =0 f est C! (cf plus loin pour la continuité des dérivées) donc b, (f') =
—na,(f). Ici f'(t) =2t sit € [0,3], f'(t) = 2(m — 1) sit € [§,7] et est impaire comme dérivée
d’une fonction paire. Comme f’( ) =isz=m = f(3), f est de nouveau C" par morceau et
continue, donc a,(f”) = nb,(f") et donc a,(f") = —n’a,(f).

Iei f"(t) =2site0,5], f'(t) = —2sit€]f, 7], et f” est paire, donc on calcule pour n # 0

") = %/Oﬂ f"(t) cos(nt)dt = % (/og cos(nt)dt — /:r cos(nt)dt)

G 2 ) = S,

sin(nt)
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Il reste a calculer ao(f) = % ( OW/ 2 ft)dt + f /2 dt) = 0 par symétrie par rapport a 7 /2

La série de Fourier de f est donc :
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3. En évaluant en x = 0 on obtient

10) = ZW?k—i—l

k=0

d’ou le résultat :
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Il reste a appliquer 1'égalité de Parseval pour la deuxiéme somme
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On déduit done :
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Exercice 2 (6 points)
1. Calculons le rayon de convergence des séries entiéres :
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On considere la variable = 2%, La série Y - 2"z™ a rayon de convergence 5 (série géo-
métrique) donc converge pour |z| < 1/2 et diverge pour |z| > 1/2 donc de méme pour la
série initiale converge pour |2]2 < 1/2 et diverge si |z|? > 1/2 donc le rayon de convergence de

S 2na2ntl et R = 7 Pour la deuxiéme série >~ 2;“),, an/anr1 = (2n+3)(2n+2) — o0
donlcg d’Alembert indique que R = oo donc de méme le rayon de convergence de »_° %
est R = oo.

z

2. Par le cours S(z) = sh(z) = €=

2
3. Déduisons la série de Fourier de g(z sh(cos(x)) cos(sin(x)). Par les identités trigonomé-

) =
triques sh(a + b) = sh(a)ch(b) + ch(a)sh(b) on a
Re(sh(e™)) = Re(sh(cos(z) + isin(z))) = Re(sh(cos(z))ch(isin(x) + ch(cos(z))sh(isin(x))

= Re(sh(cos(z))cos(sin(z)) + ch(cos(z))isin(sin(x))) = sh(cos(x)) cos(sin(x)) = g(z).
Comme la deuxiéme série a rayon de convergence infinie, on déduit :
eix(2n+1) oo cos((2n+1)x 5 s .
g(z) =Re(>>,2, W) => "0 % C’est la série de Fourier de g.
4. La premiére série entiére converge normalement sur z € [0,1/2] C] — R, R| donc la série de
fonction > 07 e~2n+t17 correspondant & z = e~ converge normalement sur 'intervalle image

[In(2), oof donc aussi simplement.

Exercice 3 (5 points)

1. On peut construire de 26'° mots de passe en utilisant exactement 10 lettres majuscules (parmi
les 26 lettres).

2. On peut construire 26* x 10 x C%, mots de passe en utilisant exactement 4 lettres majuscules
(parmi les 26 lettres) et 6 chiffres (parmi les 10 chiffres de bases). Le C, correspondant au
choix de la position des chiffres ou des lettres.

3. Le nombre de mots que 'on peut fabriquer avec les lettres du mot CONSTITUTION est
celui d’arrangements avec répétition d’ordre (1,2,2,3,1,2,1) (pour (1C,20,2N,3T, 1S,21,1U))

: 12!
solt W

S k(k — )Gkt = (4237 Ol = (P4 ) = nln— 114+ 0)

x
— k=0
En évaluant en # = 1 on obtient Y ,_, k(k — 1)C* = n(n — 1)2"2.



