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Question de Cours ( 5 points) :

1. Donner la formule du nombre de combinaisons de longueur p AVEC répétition de n objets.

_ (ptn—-1)!
K = (n—1)!p!
2. Donner la formule du nombre d’arrangements de longueur p AVEC répétition de n objets
{ai,....;a,} dordre (rq,....,1,) avec ry + ... + 1, = p. Tl!.’f.!m!

3. Donner la formule du nombre d’applications d’un ensemble & p éléments vers un ensemble a n
éléments : n?

4. Enoncer la formule du binome de Newton. (z +y)" =3 ,_, k,(n ) Tty

Exercice 1 (4 points) Les 3 séries suivantes sont elles absolument convergentes? convergentes ?
(justifier en utilisant des critéres de cours)
—\# ~a, @ = 2> 1 donc par critére de Riemann, la série 3 -, % est absolument convergente
n n n TL

donc convergente.

J(=D)"(Vn+3—n)|=a,=(Vn+3—/n)= \/th \F—>OCommea—1/2<1pa1‘
le critére de Riemann Zn>1(— )”(W — y/n) n’est pas absolument convergente.

Mais a,, — 0 et a, décroissante car n — Vn 4 3+ V/n est croissante, donc par le critére des séries
alternées s’applique & (—1)"a, donc Y, o, (—=1)"(v/n+ 3 — /n) est convergente.

-|In (1 + %) | ~ % qui diverge (série harmonique ou Riemann « = 1), donc par le critére

des équivalents (appliqué & une série a terme POSITIF), donc }_, -, (ln (1 - %)) n’est PAS

absolument convergente.
Mais on fait un DL de in(1 + x) = = — 22/2 + o(z?) pour z = 2 — 0, donc on a

(10 E) B0,

n 2n2

> (_i)n est une série alternée avec 1/n — 0 en décroissant donc convergente. v, = In (1 + ﬂ) —

(7n1)n ~ o —L . donc Y v, est absolument convergente par le critére de Riemann. Par le critére de

décomposition, anz <ln <1 + %)) est donc convergente comme somme de séries convergentes.

Exercice 2 (6 points)

n?43
n3+1 3

Z" est

1. Calculons (en justifiant) le rayon de convergence des séries entiéres suivantes : -Si a,, =
n?+3
0 n3+1

a:ﬁ ~ Z—; — 1 donc par la régle de d’Alembert, le rayon de convergence de Y -

n! an_ _ (2n43)(2n+2)
2n+1)17 apt1 n+1

200(2 +1),z est R = oo.

~ 1 donc le rayon de convergence de > ° jnz", est R = 1.

-Sia,, = ~ 4n —, .., oo donc par la régle de d’Alembert, le rayon
de convergence de >

an
’ an41

-Pour a,, = n



-Pour Y7 8"2%"*! on pose x = 2% pour lasérie Y - 8"z", /n8" — 8 la formule d’'Hadamard
donne rayon de convergence 1/8 donc la série converge pour |z| < 1/8 et diverge pou |z| > 1/8
donc pour |z| < 1/2 la série z )2 8"2°" converge et elle diverge pour |z| > 1/2. Son rayon de
convergence est donc R = 1/2.
-C’est du cours R = oo pour la série)y (2 - du cosinus hyperbolique.

2. Calculons les sommes des tr01s séries ci- dessous ? (dont on a déja calculé le rayon de convergence
avant.) on a U(z) = >, i = ch(z) cf cours.

POur S on dérive la série geometrlque sur son rayon de convergence :

= d 1 z
an —z—goz —ZEl_Z—(l_Z)Qa

Pour T aprés le méme changement de variable qu’a la question précédente, c’est la série
géométrique :

o0

T(z) = 28”23”+1 zz (82?) =1 823

n=0

Exercice 3 (5 points) Soit f: IR — IR la fonction 27- périodique paire définie par

fy=1sitelo, g],

1. f est dérivable par morceau, donc par le Thm de Dirichlet la série de Fourier de F' converge
vers sa réularisée f(x) = w elle est égale a f sauf f(7/2) = 0.

2. Calculons la série de Fourier de f. Comme f est paire b,(f) = 0 et ao(f) = 0 car f(t — 7/2)
est impaire donc d’intégrale nulle, et pour n # 0,

ft)=—-1 sit E]g,ﬂ.

™ T T/ ™
an(f) = %/w f(t) cos(nt)dt = %/0 f(t) cos(wnt)dt = %/0 2 cos(wnt)dt — %/n/z cos(wnt)dt
2 sin(nt) .o 2 sin(nt)

= e 2

™ n ™ n

4 sin(nm/2)

(e n

]2/2 =

car sin(nm) = 0. De plus on a sin((2k + 1)7/2) = (—1)* d’on la série de Fourier

éi *cos((2k + 1)z)
T

= 2k +1

3. Formule de Parseval cf cours.

4. En évaluant en 0, la série donne f(0) =1=2%"7 0 C;ZﬁkJrl)O) dou 377, % = 2. Par
Parseval, on a :

[e.e]

42 1 1 /2”
e Y ———— F(O))Pdt = 1.
2m? = (2k+ 1) 27 Jg ol

2

[N o0 1 __ @
d’ou szo (2pt1)2 — 87
Enfin en séparant termes pairs et impairs :

N 1 S 3«
5= Gt i T IS G e

n=1 p=



