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Question de Cours ( 5 points) :

1. Donner la formule du nombre de combinaisons de longueur p AVEC répétition de n objets.
Kp
n = (p+n−1)!

(n−1)!p!

2. Donner la formule du nombre d'arrangements de longueur p AVEC répétition de n objets
{a1, ...., an} d'ordre (r1, ...., rn) avec r1 + ...+ rn = p. p!

r1!...rn!

3. Donner la formule du nombre d'applications d'un ensemble à p éléments vers un ensemble à n
éléments : np

4. Enoncer la formule du binôme de Newton. (x+ y)n =
∑n

k=0
n!

k!(n−k)!x
kyn−k

Exercice 1 (4 points) Les 3 séries suivantes sont elles absolument convergentes ? convergentes ?
(justi�er en utilisant des critères de cours)

-| (−1)
n

n2 | 1nα , α = 2 > 1 donc par critère de Riemann, la série
∑

n≥1
(−1)n
n2 est absolument convergente

donc convergente.
-|(−1)n(

√
n+ 3−

√
n)| = an = (

√
n+ 3−

√
n) = 3√

n+3+
√
n
∼ 3

2
√
n
→ 0 Comme α = 1/2 < 1, par

le critère de Riemann
∑

n≥1(−1)n(
√
n+ 3−

√
n) n'est pas absolument convergente.

Mais an → 0 et an décroissante car n 7→
√
n+ 3+

√
n est croissante, donc par le critère des séries

alternées s'applique à (−1)nan donc
∑

n≥1(−1)n(
√
n+ 3−

√
n) est convergente.

-| ln
(
1 + (−1)n

n

)
| ∼ 1

n
qui diverge (série harmonique ou Riemann α = 1), donc par le critère

des équivalents (appliqué à une série à terme POSITIF), donc
∑

n≥2

(
ln
(
1 + (−1)n

n

))
n'est PAS

absolument convergente.
Mais on fait un DL de ln(1 + x) = x− x2/2 + o(x2) pour x = (−1)n

n
→ 0, donc on a

ln

(
1 +

(−1)n

n

)
=

(−1)n

n
− 1

2n2
+ o(

1

n2
)

∑ (−1)n
n

est une série alternée avec 1/n→ 0 en décroissant donc convergente. vn = ln
(
1 + (−1)n

n

)
−

(−1)n
n
∼ −1

2n2 , donc
∑
vn est absolument convergente par le critère de Riemann. Par le critère de

décomposition,
∑

n≥2

(
ln
(
1 + (−1)n

n

))
est donc convergente comme somme de séries convergentes.

Exercice 2 (6 points)

1. Calculons (en justi�ant) le rayon de convergence des séries entières suivantes : -Si an = n2+3
n3+1

,
an
an+1

∼ n5

n5 → 1 donc par la règle de d'Alembert, le rayon de convergence de
∑∞

n=0
n2+3
n3+1

zn est
R = 1.

-Si an = n!
(2n+1)!

, an
an+1

= (2n+3)(2n+2)
n+1

∼ 4n →n→∞ ∞ donc par la règle de d'Alembert, le rayon

de convergence de
∑∞

n=0
n!

(2n+1)!
zn est R =∞.

-Pour an = n, an
an+1
∼ 1 donc le rayon de convergence de

∑∞
n=0 nz

n, est R = 1.
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-Pour
∑∞

n=0 8
nz3n+1, on pose x = z3 pour la série

∑∞
n=0 8

nxn,
√
n8n → 8 la formule d'Hadamard

donne rayon de convergence 1/8 donc la série converge pour |x| < 1/8 et diverge pou |x| > 1/8
donc pour |z| < 1/2 la série z

∑∞
n=0 8

nz3n converge et elle diverge pour |z| > 1/2. Son rayon de
convergence est donc R = 1/2.

-C'est du cours R =∞ pour la série
∑∞

n=0
z2n

(2n)!
du cosinus hyperbolique.

2. Calculons les sommes des trois séries ci-dessous ? (dont on a déjà calculé le rayon de convergence
avant.) on a U(z) =

∑∞
n=0

z2n

(2n)!
= ch(z) cf cours.

POur S on dérive la série géométrique sur son rayon de convergence :

S(z) =
∞∑
n=0

nzn = z
d

dz

∞∑
n=0

zn = z
d

dz

1

1− z
=

z

(1− z)2
,

Pour T après le même changement de variable qu'à la question précédente, c'est la série
géométrique :

T (z) =
∞∑
n=0

8nz3n+1 = z
∞∑
n=0

(8z3)n =
z

1− 8z3
.

Exercice 3 (5 points) Soit f : IR→ IR la fonction 2π- périodique paire dé�nie par

f(t) = 1 si t ∈ [0,
π

2
], f(t) = −1 si t ∈]π

2
, π].

1. f est dérivable par morceau, donc par le Thm de Dirichlet la série de Fourier de F converge
vers sa réularisée f̃(x) = f(x−)+f(x+)

2
elle est égale à f sauf f̃(π/2) = 0.

2. Calculons la série de Fourier de f . Comme f est paire bn(f) = 0 et a0(f) = 0 car f(t − π/2)
est impaire donc d'intégrale nulle, et pour n 6= 0,

an(f) =
1

π

∫ π

−π
f(t) cos(nt)dt =

2

π

∫ π

0

f(t) cos(ωnt)dt =
2

π

∫ π/2

0

cos(ωnt)dt− 2

π

∫ π

π/2

cos(ωnt)dt

=
2

π
[
sin(nt)

n
]
π/2
0 − 2

π
[
sin(nt)

n
]ππ/2 =

4

π

sin(nπ/2)

n

car sin(nπ) = 0. De plus on a sin((2k + 1)π/2) = (−1)k d'où la série de Fourier

S(f) :
4

π

∞∑
k=0

(−1)k cos((2k + 1)x)

2k + 1
,

3. Formule de Parseval cf cours.

4. En évaluant en 0, la série donne f(0) = 1 = 4
π

∑∞
k=0

(−1)k cos((2k+1)0)
2k+1

d'où
∑∞

p=0
(−1)p
(2p+1)

= π
4
. Par

Parseval, on a :
42

2π2

∞∑
k=0

1

(2k + 1)2
=

1

2π

∫ 2π

0

|f(t)|2dt = 1.

d'où
∑∞

p=0
1

(2p+1)2
= π2

8
,

En�n en séparant termes pairs et impairs :

S =
∞∑
n=1

1

n
=
∞∑
p=0

1

(2p+ 1)2
+
S

4
=

3

4

∞∑
p=0

1

(2p+ 1)2
=
π2

6
.
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