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Chapitre 1

Suites et séries numériques

1 Suites numériques

1.1 Définitions

Définition 1. Une suite numérique est une application v : I — IK ou [ est une partie de 7 et
IK =R ou IK = C. Pour i € I, le nombre u(i) est plutot noté u; et s’appelle terme général de la
suite. La suite u elle-méme est le plus souvent notée (u;);e; . Quand il est nécessaire de préciser, on
dit que (u;);es est une suite réelle ou une suite de réels lorsque IK = IR et on dit que (u;);e; est une
suite complexe ou une suite de complexes lorsque IK = C.

On dit que (u;);er est une suite finie lorsque I est finie. Dans ce chapitre, on s’intéresse essentiel-
lement a ’étude des suites ou I est infinie. Par défaut, on prendra I = IN ou I = IN* . On utilisera
alors la notation (u,)n>0 ou (Up)n>1-

Définition 2. Soit (u,),>o une suite numérique. On appelle sous-suite de u (ou suite extraite de
u ) toute suite (v,)n>0 telle que, pour tout n € IN,v,, = Uy ot ¢ : IN = IN est une application
strictement croissante.

Définition 3. Une suite numérique est dite constante si tous ses termes sont égaux et elle est dite
stationnaire s’il existe un rang a partir duquel tous les termes sont égaux.

Définition 4. Soit (u,),>0 une suite numeérique. On dit que (uy),>0 est bornée s’il existe un nombre
M >0 tel que, pour tout n > 0, |u,| < M. Lorsque (u,),>0 est réelle, on dit qu’elle est majorée s’il
existe un nombre M € IR tel que, pour tout n ’ 0, u,, < M et on dit qu’elle est minorée s’il existe un
nombre m € IR tel que, pour tout n > 0, u,, > m.

Une suite réelle est bornée si et seulement si elle est a la fois minorée et majorée.

Définition 5. Soit (uy,),>0 une suite réelle. On dit que (u,),>0 est croissante (resp. décroissante) si
pour tout n > 0;k > 0, u, < Upyg (r€SP. Uy > Upyg ). Dans un cas comme dans lautre, on dit que
(tn)n>0 est monotone.

1.2 Convergence

Définition 6. Une suite numérique (uy,),>0 est convergente s’il existe un nombre [ € IK, appelé
limite de la suite et noté [ = lim,,_, u, ou u, — [, vérifiant la propriété suivante :

Ve >0,dN = N, :¥n > Nlu, — | <e.



Cette limite est alors unique et on dit que (u,),>o converge vers 1. Si la limite n’existe pas, on dit
que la suite est divergente.

Si la limite n’existe pas, on dit que la suite est divergente.
Proposition 1. Si (u,)n,>0 converge vers l, toute sous-suite de (up)n>o converge aussi vers .

On remarque que la suite (u,),>o converge vers | revient a dire que la suite (u, — [),>0 (ou la
suite (Ju, — {|)n>0) converge vers 0.

Proposition 2. Toute suite convergente est bornée et toute suite bornée admet une sous-suite conver-
gente.

Proposition 3. Une suite constante ou stationnaire est convergente.
Définition 7. Une suite numérique (u,),>0 est de Cauchy si elle vérifie la propriété suivante :
Ve > 0,dN = N, :Vp,q > Nlu, — uy| <e.
Proposition 4. Toute suite convergente est de Cauchy
Mais la propriété intéressante a noter est que
Proposition 5. Toute suite de Cauchy est convergente.
On peut ainsi établir la convergence d’une suite méme si on ne connait pas la valeur de la limite.

Définition 8. Une suite réelle (u,),>o diverge vers 400 (resp. —oo) si on a la propriété suivante :
VM > 0,dN = Ny; :Vn > N,u, > M.

(resp.
VM > 0,3N = Ny :Vn > N,u, < —M.)

On écrit alors lim,, oo 4, = +00 (resp. lim,, oo U, = —00)

Proposition 6. Une suite compleze (u,, = T, 41y, )n>0 converge si et seulement si la suite (x,,),>0 des
parties réelles et la suite (y,)n>0 des parties imaginaires convergent et alors limu,, = limx,, + ilimy,,.

1.3 Convergence et relation d’ordre dans IR

. Dans ce paragraphe, on considére uniquement des suites réelles.

Proposition 7. Toute suite croissante et majorée est convergente. Une suite croissante et non ma-
jorée diverge vers +00.

Toute suite décroissante et minorée est convergente. Une suite décroissante et non minorée diverge
vers —oo.

Toute suite monotone et bornée est convergente.

Proposition 8. Toute suite monotone admettant une sous-suite convergente est elle-méme conver-
gente.



Proposition 9 (Théoréme des gendarmes). 3. Soient (un)n>0, (Vn)n>0 €t (Wy)n>o trois suites telles
que, pour tout n, u, < w, < v, . Si les deux suites (Uy)n>0 €t (Vn)n>0 vers la méme limite [, il en est
de méme de la suite (Wy)n>0-

Proposition 10. Soient (un)n>0, (Un)n>0 deux suites convergentes. Si, pour tout n, u, < v, , alors
hmn%oo Up < hmnﬁ\oo Un,

Définition 9. 5. Deux suites (uy)n>0 €t (vUn)n>0 sont dites adjacentes si elles vérifient les trois
propriétés suivantes :

(1) (un)n>0 est croissante

(ii) (vn)n>o est décroissante

(ill) limp—eo(vy — uy) = 0 (et donc avec (i) et (ii)u, < v,.)

Proposition 11. Deux suites adjacentes sont convergentes et admettent la méme limite.

1.4 Opérations sur les limites

Proposition 12. Soient (uy)n>0, (Vn)n>0 deuz suites numériques convergentes. Alors les suites (u,+
Un)n>0, (UnUn)n>0 sSont convergentes. De plus, on a

lim (u, + v,) = (lim w,) + (lim v,)
n— o0 n—0o0 n—00

lim (u,v,) = (lim u,)( lim v,).
n—o0 n—o0 n—o00

Si A € IK est un scalaire, la suite (Auy,)n>o est convergente et lim,, . (Avy,) = A(limy, 00 vy).
Si de plus (limy, oo v,) # 0 alors a partir d’un certain rang k (Z—:) >k est bien définie, converge

et :

i U2 = (s )

n—=00 Up (hmn%oo Un)
Proposition 13 (Théoréme de Césaro). Soit (uy,)n>1 une suite numérique et (v,)n>1 la suite définie
par v, = 2570w Si (un)n>1 converge vers 1, il en est de méme de la suite (vy)n>1.

1.5 Relations de comparaison

Définition 10. Soient (uy)n>0, (Vn)n>0 deux suites numériques.

1. Domination. La suite (u,),>0 est dite dominée par la suite (vy,),>0 €t on note u, =, O(vy,)
ou simplement u, = O(v,) s’il existe un réel positif M tel que, au moins & partir d'un certain
vang, [un] < Mlvn.

2. Négligeabilité. La suite (u,),>o est dite négligeable devant la suite (v,,),>0 et on note u, =,
o(v,,) ou simplement u,, = o(v,,) s'il existe une suite (e,),>0 telle que lim, o €, = 0 et que, au
moins a partir d’'un certain rang, u,, = €,v,.

3. Equivalence. La suite (uy),>0 est dite équivalente a la suite (vy,)n>0 €t on note u, ~p oo Un
simplement w,, ~ v, s’il existe une suite (€,),>¢ telle que lim, o €, = 0 et que, au moins a
partir d’'un certain rang, u, = (1 + €,)v,.



Ces notions ont un intérét lorsque, a partir d’un certain rang, les termes de la suite (v,),>o sont
non nuls.

Proposition 14. u, ~ v, si et seulement si u, — v, = o(v,).

Proposition 15. On suppose que ANYn > Nuv,, # 0.

1.
2.
3.

U, = O(vy,) <= u, /v, est bornée.
Up, = 0(vy,) <= lim,, o =

Up ~ Uy > limy, o0 22 =1
n

Ezemple 1. n® = o(n) si et seulement si a < 3.
En effet n®/nf = 1/n~2 et cela tend vers 0 si et seulement si 3 — a > 0.

Les relations de bases suivantes doivent étre comprises et utilisées librement.

Proposition 16. Soient (un)n>0, (Un)n>0,(Wn)n>0, (2n)n>0 des suites numériques.

1.

Sl B N T

Up, = 0(vy) = Uy, = O(vy,).

U, = O(wy,) et v, = O(w,) = u, + v, = O(w,).
Uy, = O(wy) et v, = O(z,) = upv, = O(wpzy,).
u, = o(w
(w

U, = O(vy,) et v, = 0(wy,) = u, = O(wy,).

0
Uy = O

(wy) et v, = o(wy,) = up + v, = o(wy,).
n) €t v, = O(z,) = upv, = o(w,zy,).
)

up, = o(vy) et v, = O(wy,) = u, = o(wy,).

up = O(vy,) et v, = o(wy,) = u, = o(wy,).

Démonstration. Avant de commencer la preuve, remarquons que v, = O(z,) si et seulement si, a
partir d’un certain rang, v, = M, z, avec M,, une suite bornée. En effet, si z, = 0, |v,| < M|z,| donc
v, = 0 et on peut poser M, = 0, et si 2z, # 0 on pose M,, = v,/z,, dans tous les cas |M,| < M a
partir d'un certain rang donc elle est bornée. La réciproque est évidente.

1.

Si u, = o(vy,) alors u, = €,v, et € — 0, donc €, est bornée par M et |u,| = |e,]|v,| < M|v,| et
Uy, = O(vy).
Si u, = O(wy) et v, = O(w,), on a pour n grand |u,| < M|w,| et |v,| < N|w,| donc

[tun, + vp| < |tn] + o] < (M + N)|w,| donc u,, + v, = O(w,).

Si u, = O(wy,) et v, = O(z,), on a pour n grand |u,| < M|w,| et |v,| < N|z,| donc |u,v,| <
|tun||vn] < MN|wy||z,| donc u,v, = O(wy,zy,).

Si u, = o(w,) et v, = o(w,) alors pour n grand u,, = €,w, et u, = n,w, avec lime, = limn, =0
donc u, + v, = (€, + Np)w, et comme lim(e, +n,) = 0, u, + v, = o(w,).

.U, = o(wy,) et v, = O(z,) On a u, = €,w, et (par la remarque du début de la preuve)

v, = M, 2z, avec lime, = 0 et |M,| < M, donc u,v, = €, Myw,z, et |e,M,| < |e,|M — 0 donc
Un Uy = 0(Wy2p)-

un, = O(vy,) et v, = O(w,) on a pour n grand |u,| < M|uv,| et |v,| < N|w,| donc |u,| < MN|w,|
et donc u,, = O(wy,).

U, = o(vy,) et v, = O(w,) On aw, = €,v, et (par la remarque du début de la preuve) v,, = M,w,
avec lime, = 0 et |M,| < M u, = ¢, M,w, et |e,M,| < |e,|M — 0 donc u,, = o(w,,). Le dernier
cas est similaire.



Le résultat suivant doit étre connu :

Théoréme 17 (Formule de Stirling).
n! ~p oo V2rn 0t e

Nous rappelons ensuite les comparaisons de fonctions pour déduire des développements limités
usuels (cf L1) les équivalents usuels et les appliquer aux suites.

Définition 11. Soit D C IR, avec soit D =|a, b, soit D = [b, a[, soit D = [A, +00[ et alors a = +00,
soit D =] — 00, A] et alors a = —o0, f,¢: D — IR, deux fonctions.

1. Domination. La fonction f est dite dominée par la fonction ¢ au voisinage de a et on note
f(z) =424 O(p) §'il existe une fonction v : D — IR, bornée (au voisinage de a), telle que
I =pu.

2. Négligeabilité. La fonction f est dite négligeable devant la fonction ¢ au voisinage de a et on
note f(x) =4 o(p(z)) s'il existe une fonction u : D — IR telle que lim,,, u(z) = 0 et telle
que f = pu.

3. Equivalence. La fonction f est dite équivalente & la fonction ¢ au voisinage de a et on note
f(z) ~uma @(x) 8’1l existe une fonction v : D — IR telle que lim,,, u(z) = 1 et telle que
| = pu. Ceci équivaut a f(z) — ¢(z) =4 o(e(x)).

On a les mémes propriétés que pour les relations de comparaisons des suites. On obtient des

équivalents en utilisant les développements limités vus en L1.

Proposition 18 (Equivalents usuels en z — 0).

e’ —1 ~r—0 L, 111(1 + :E) ~z—0 L,
sin(z) ~yz0 x, arcsin(x) ~, 0 T,
tan(z) ~,0 T, arctan(z) ~,_0 ,
sh(x) ~z0 x, th(z) ~z0 x,
x? x?
cos(z) — 1~y 5 ch(z) — 1 ~, ox

(14 2)* =1~y ax, (o € IR).

Proposition 19. Si u, € D et lim,_,o u, = a et soient f,g: D — IR alors
1. Si f(x) =p—a O(g(x)) alors f(un) =n-oo O(g(un)).
2. Si f(x) =44 0(g(x)) alors f(un) =n—eo 0(g(uy)).
3. 81 f(x) ~usa g(x) alors f(un) ~n—oo 9(Un)-

Ezxemple 2. 1. Comme 1/n — 0 et In(1 + ) ~,0 x, on en déduit In(1 + 1/n) ~ 1/n donc
nin(l1+1/n) ~ 1 c’est-a-dire lim, oo nIn(1+1/n) = 1. Donc (14 )" = exp(nIn(1+1/n)) —
exp(l).

2. Comme 1/n — 0 et cos(x) — 1 ~, o —2?/2 on déduit cos(1/n) — 1 ~ —1/2n* donc cos(1/n) —
1 — 0 et In(cos(1/n)) = In(1 + (cos(1/n) — 1)) ~ (cos(1/n) — 1) ~ —1/2n2.



1.6 Suite définie par récurrence

C’est une suite (uy,),>o définie par la donnée de uy € D et la relation u,1 = f(u,) o D est
une partie de IK et f : D — D une application (récurrence d’ordre 1), ou par la donnée de uy € D,
u; € D et la relation u, 40 = g(upn, uyy1) ot D une partie de IK et g : D x D — D une application
( récurrence d’ordre 2). Lorsque la suite définie par u,1 = f(u,) est convergente et que sa limite [
appartient au domaine de continuité de f, on a nécessairement f(I) =1 ( [ est un point fixe de f).

2 Séries numériques

2.1 Définition

Définition 12. Soit (u,),>o une suite numérique et pour tout n, S, = >._,uy. La série de terme
général (uy,), notée > u, est définie par la suite (S,),>0 appelée suite des sommes partielles.

Si, pour tout n, u,, € IR, la série > u, est dite a termes positifs.

2.2 Convergence

Définition 13. La série Y u, est dite convergente si la suite des sommes partielles (.S,,)n>0 est
convergente et elle est dite divergente dans le cas contraire. Dans le cas de convergence, la limite S
des sommes partielles est appelée somme de la série et on note S = 7~ uy

Définition 14. Soit ) u, une série convergente et S =Y 7~ uy sa somme. On peut définir la suite
des restes (Rp)n>o par R, =5 — S, = > 77 up.

Il en résulte que la suite des restes (R,),>0 converge vers 0. Par convergence de la série, les suites
(Sn)n>0 €t (Sp—1)n>1 convergent vers S et, comme u,, = S, — S,_1, on voit que

Proposition 20. Pour une série convergente »  u,, la suite des termes générauz (u,) converge vers

0.

D’aprés ce qui précéde, on déduit que si le terme général u,, ne tend pas vers 0, la série > u,, est
nécessairement divergente.

Définition 15. Une série > u, telle que u, 4 0 est dite grossiérement divergente. (critére de la
divergence grossiére)

Ezemple 3 (Série géométrique). > R™ avec |R| > 1 est grossiérement divergente car R™ /4 0. Si

R < 1.5  RF= 1’1}37;;1 — 1= La série géométrique > R™ pour |R| < 1 est donc convergente de
1

somme S = TR

Le critére de Cauchy de convergence des suites s’écrit de la fagon suivante pour les séries :
Proposition 21. La série > u, est convergente si et seulement si elle vérifie le critére de Cauchy,
c’est-a-dire :

n—+p
Ve>0,3aNVn > N.Vp >0, [|Spp—Sal =] D w| <e.

k=n+1



Définition 16. La série Y u, est dite absolument convergente si la série Y |u,| de terme général |u,|
est convergente. Une série convergente et non absolument convergente est dite semi- convergente.

Proposition 22 (critére de convergence absolue). Toute série »  u, absolument convergente est

convergente. De plus,
[e.e] oo
Dl <D Jual
k=0 k=0

Démonstration. Soit € > 0, par le critére de Cauchy, soit N tel que pour n > N,p > 0 ZZZZH [, | <
€. Par I'inégalité triangulaire

n—+p n—+p
BDIEAES PRI ESS
k=n+1 k=n+1

Donc par le critére de Cauchy, > u, est convergente. En passant a la limite dans 'inégalité, on
obtient I'inégalité de ’énoncé. O

Ezemple 4. On verra plus loin que » % est convergente (critére spécial des séries alternées) mais
pas absolument convergente (régle de Riemann).

En général, pour une série qui n’est pas a terme positif, on commence par chercher si elle converge
absolument, en utilisant les critéres pour les séries a termes positifs.

Proposition 23. Une série complexe Y u, = > 2, + 1Yy, converge (resp. converge absolument)
si et seulement si la série Y x,, des parties réelles et la série Yy, des parties imaginaires convergent
(resp. convergent absolument) et alors Y ;o (Un =D pooTn T 19 peoYn-

2.3 Critéres de convergence (& connaitre parfaitement)
Séries a termes positifs (et critéres d’absolue convergence)

Proposition 24 (critére des séries a termes positifs). Une série > u, a termes positifs (u, > 0) est
convergente (donc absolument convergente) si et seulement si la suite (S,)n>0 des sommes partielles
est majorée. Dans ce cas ZZOZO Uy = SUp Sy,

Démonstration. S,, < S,4+1 car u, > 0 donc S,, est croissante, elle converge donc si et seulement si
elle est majorée (proposition @ O

Proposition 25 (critére de domination). Soient Y u, et > v, deux séries numériques.
Si u, = O(vy,) et Y v, est ABSOLUMENT CONVERGENTE, alors u,, est absolument conver-

gente.

Proposition 26 (régle des équivalents). Soient > u, et > v, deux séries réelles & TERMES PO-
SITIFS (u, > 0,v, > 0) telles que u, ~ v,. Alors les séries sont de méme nature (toutes deux
convergentes ou toutes deux divergentes).

Remarque 1. Ce critére est faux si le terme général n’est pas de signe constant & partir d’un certain
rang. Par exemple, nous verrons que (par le critére des séries alternées) (?/15) est convergente et
que > % est divergente alors que (?/1%” ~ \/75;(12)”

Proposition 27 (régle de Cauchy). Soit Y wu, une série numérique telle que p = lim, oo /|ty|
existe (ou bien p = limsup,,_,. ¥/|usl).



1. Sip <1, la série Y u, est absolument convergente,
2. Sip>1, la série Y u, est grossiérement divergente

3. St u=1, on ne peut pas conclure.

Ezemple 5. Soit a # 0 u, = (1 + Z—i)*"?’, Sim = (14 %)™ = exp(—n?In(1 + Z—z)) ~ e~ donc

n2

Sy — €% <1 (vua #0), done Y (1 + Z—Z)_”S converge.

Proposition 28 (régle de d’Alembert). Soit Y wu, une série numérique dont le terme général est

non nul a partir d’un certain rang et telle que k = limn%w% existe dans R, .

1. Si k <1, la série > u, est absolument convergente,
2. Sik>1, la série Y u, est grossierement divergente
3. Si k=1, on ne peut pas conclure.

(n!)3
(Bn)t”

L = (g?:i!l);(!?:!);g = Gn +3)g:i);;(3n 7 — 1/27 < 1. Lastrie Z , > est donc absolument convergente.

Ezxemple 6. La régle de d’Alembert est utile quand u,, est un produit Par exemple u, =

Remarque 2. Si lim,,_, ‘QT”—“‘ existe alors lim {/|u,| existe et a la méme valeur. On utilise donc la

Unp |
régle de Cauchy quand la régle de d’Alembert ne s’applique pas que si la suite [u "”ll' ne converge pas.

(Si elle converge vers 1 cela ne sert a rien).
Ezxemple 7. Soit u,, = 2% si n pair et u,, = 3% si n impair. uﬁé 1/2™ donc ) u,, converge. Mais la régle
de d’Alembert (assez faible) ne s’applique pas —22- = 30— = (3/2)%/3 — oo (donc v, = u,/u,

u2p—1 22p

ne converge pas Vs, — 00, Ugpr1 — 0).

La régle de d’Alembert est un cas particulier du critére de comparaison logarithmique :

Proposition 29 (Comparaison logarithmique). Soient > wu, et > v, des séries a termes positifs
telles que pour n > ng :

Un+1 Un+1
Un >0, v, >0, et L < 2

un /UTL
1. Si Y v, converge alors la série Y u, est convergente,

2. Si > u, diverge la série Y v, est divergente.

- . u

Démonstration. On a pour n > ny Z"i < in -, donc w, /v, est décroissante, donc u,, < Ly, le
n TLO

résultat suit du critére de domination. O

1.3.5..(2n+1) 1
2.46..2n  yn’ alors

Upp1  2n+3 n_o Unl
u,  2n+2\Vn+17" v,
1

pour n assez grand, si v, = 7 (On remarquera que le critére de d’Alembert ne s’applique pas).

Ezxemple 8. Soit u,, =

Comme ) v, diverge (critére de Riemann plus bas), > u, diverge par comparaison logarithmique.



Autres critéres

Proposition 30 (critére de décomposition). Soient Y un, Y v, et Y w,, trois séries telles que, pour
tout n, w, = u, + v,. St deux de ces séries convergent, la troisieme converge aussi. St l'une d’elles
est divergente, il y en a au moins une autre qui diverge.

Définition 17. Une série numérique »  u,, est dite téléscopique s'il existe une suite numérique (@, )n>1
telle que, pour tout n > 0, u, = anpr1 — ap.

Proposition 31 (critére des séries téléscopiques). La série téléscopique > u, est convergente si et
seulement si la suite (a,)n>1 est convergente. On a alors

E U, = lim a, — ao.
n—-+oo

Ezemple 9. Si u, =In(1 4 %) =1In(n + 1) — In(n). on voit que cette série est télescopique et comme
In(n) — oo, la série _ In(1 + +) est divergente. Par la régle des équivalents, comme In(1 + +) ~ 1,
on en déduit que la série harmonique Y- £ diverge.

Définition 18. Une série réelle > u, est dite alternée si on peut mettre le terme général u,, sous la
forme u, = (—1)"a, ou u, = (—1)"*ta,, ou (a,),>o est une suite positive.

Proposition 32 (critére spécial des séries alternées). Soit Y u, est dite alternée, u,, = £(—1)"a,.
Si la suite (a,)n>0 est décroissante de limite nulle, la série Y u, converge, sa somme est du signe de
ug et, pour tout n, |R,| < |un+1|

Ezemple 10. La série Z " est alternée et 1/4/n décroit vers 0, donc Z % est convergente.

2.4 Opérations sur les séries

Comme pour les suites, la convergence des séries se conserve par addition et multiplication par
un scalaire avec un résultat analogue pour les sommes.

Pour assurer la convergence par produit, on fait appel au produit de Cauchy de deux séries défini
comme suit :

Définition 19. Le produit de Cauchy des séries > u, et > v, est la série Y w,, dont le terme général
est défini par w, = D) _ UkUn—k.

On a alors le résultat suivant :

Proposition 33. Le produit de Cauchy de deuz séries absolument convergentes > w, ety v, est
une série absolument convergente Y wy, et Uon a Y oW = (D 7o Un) (O pep Un) -

Démonstration. Montrons que »;_ |w,| est majorée. En effet, on a

Z jwn| < Z > luplleg| < Z Iuplz [0g] < Z || Z [0g] < o0.

k=0 p+q=k

De plus on a
|an ZUPZU,A = |Z Z UpUq — Zupzvq| <Z Z |up|[vg] — 0,
k=0 p+q=k k=n p+q=k

(la convergence vers 0 vient de la convergence absolue de la série de Cauchy pour > |u,| et > |v,]
dont le reste tend vers 0) donc la somme de la série de Cauchy est le produit des sommes. [



2.5 Séries remarquables (4 connaitre parfaitement)

Proposition 34 (Série de Riemann). La série Y - (a € IR) converge si et seulement st ov > 1. 11
en résulte que si | u, est une série numérique telle que la suite (n*uy),>1 est bornée avec o > 1 (En
particulier si elle est convergente ou de limite nulle), alors cette série est absolument convergente.
(Critére de Riemann).

Démonstration. La cas a =1 a été vu a exemple[d Si o # 1, on a

1 1 | Lo )1 1
e (T S P ((1 ) 1> =T T Yy

donc )" (v—1)/n® a la méme convergence que la série télescopique > —b — W qui converge

si et seulement si o > 1. O

Exemple 11. u,, = arctan(m) comme u,, ~ # le critére de Riemann implique que ) u,, converge.
En fait u, = arctan(n + 1) — arctan(n) est télescopique et Y u,, converge avec pour somme /2.

Proposition 35 (Série de Bertrand). ) — h}(n)ﬁ, n > 2, (a,8) € IR®. Cette série converge si et
seulement si > 1 ou (v = letf > 1).

Proposition 36 (Série géométrique). . Soit (a,z) € € x €. La série géométrique de premier terme
a et de raison z est définie par Y az™ . Cette série converge si et seulement si |z| < 1. Elle est alors
absolument convergente et

oo

S -

n=0

Proposition 37 (Série exponentielle). . Cest la série numérique de la forme > = ou z € €. Cette
série est toujours absolument convergente et sa somme est la fonction exponentielle

o0 n

exp(z) = Z %

n=0

2.6 Quelques exemples plus avanceés

Ezemple 12. Montrons que » f + - diverge. Déja | f =
ment convergente. De plus :

e | O N | R O S I E O B
Vit oy ) T T PO T e oG

Le premier terme est celui d’une série convergente par le critére spécial des séries alternées (CSSA),
le deuxiéme terme diverge par la régle de Riemann, et le troisieme terme converge par comparaison
et régle de Riemann. Par le critére de décomposition, la série ) W diverge.

C’est une méthode générale, pour une série non-absolument convergente ot le CSSA ne s’applique
pas directement, on cherche un développement limité pour s’y ramener.

1.3.5..(2n—1) 1
2.4.6..2n \Fv

1)n\ ~ \/iﬁ donc la série n’est pas absolu-

(1+

alors

Upt1  2n+1 n
u,  2n+2\Vn+1

10

Ezxemple 13. Soit u,, =




Montrons que u,, ~ % (soit v, = %) (On remarquera que le critére de d’Alembert ou la comparaison
logarithmique directe ne s’appliquent pas). En effet

( _ﬁ)m%m(%) - 1—2(n—1+1)+%+0<%) = 140( )

Upt1Un 1
—— = (1—— /1
UpUpi1 ( 2(n + 1)) +

1
=
d’ou si w, = In(tng10n) — In(unns1) = In(1 4 O(55)) = 0(=7), Done Y- w, converge (critére de
Riemann) et donc la série télescopique > In(uy, /v, ) — In(ty1/vny1) converge done (critére des séries
télescopiques) la suite (u, /v,) converge (vers \) donc u,, ~ Av, mais comme »_ v, diverge (exemple
|§| ou critére de Riemann), Y u, diverge par la régle des équivalents.

11



Chapitre 2

Exemples de séries de fonctions

1 Séries de fonctions : généralités

1.1 Définition

Soit (f,)n>0 une suite de fonctions de D (en général ,.D = IR ou D = [a,b] ou D = C, ou
D ={z € C|z| < R} =: D(0, R)) dans IK. On peut pour chaque € D considérer la suite numérique
(fn(x))n>0 et pour tout n, la somme partielle de la série numérique

Su(@) =Y fr(x).
k=0

La série de terme général f,,, notée Y f,, est définie par la suite des fonctions (S, ),>¢ appelée suite
des sommes partielles.

1.2 Convergence

Soit (f)n>0 une suite de fonctions de D dans IK, A C D et f: A — IK une fonction. Pour tout
n, on pose || fn||la = sup,ea | fu(2)]-

Définition 20. On dit que la série Y f,, converge simplement vers f sur A si pour tout x € A, la
suite numeérique (S, (x)),>0 est convergente de limite f(x), c’est-a-dire si la série numérique > f,(z)
est convergente de somme f(x) = > -, fi(x). La fonction f est appelée somme de la série Y f, et
elle est notée Y, fr. Elle peut étre donnée a I’avance ou alors définie par la relation précédente.
Quand elle existe, cette fonction somme est unique.

Soit > f,, une série convergeant simplement sur A et f = > 77 f sa somme. On peut définir la
suite des restes (R, )n>0 par R, = f — S, = Zz';nﬂ fr pour n > 0. Il en résulte que (R,,),>0 est une
suite de fonctions de A dans IK, convergente simplement vers 0 sur A. Par convergence de la série,
les suites (Sp41)n>0 €t (Sn)n>0 convergent vers f et, comme f, = S, — S,—1, on voit que le terme
général d’une série simplement convergente converge simplement vers 0

Définition 21. On dit que la série > f,, converge absolument vers f sur A si pour tout x € A, la
série numeérique Y f,(z) est absolument convergente, donc convergente. On a alors

DAL
k=0 k=0
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Remarque 3. On introduit en général d’autres notions de convergence uniforme et normale que 1’'on
n’étudiera pas dans ce cours et qui sont a la base des résultats de régularité des exemples qui seront

abordés.
Exemple 14. Soit f,(x) = xze™™ sur D = [0, 00[. Pour tout z € A f,(x) = o(-5) donc f, converge

simplement (méme absolument) et sa limite est f définie par f(0) =0 et si x # 0

n 1 — efx(nJrl) T

=z li k= 2 1 = .
fo) = lim () =l = =

On remarque que lim, o+ f(x) = 1 donc la limite f peut ne pas étre continue méme si les f, le
sont.

Nous allons nous intéresser au cas ou f, sont des fonctions simples f,(z) = a,z" (sére entiére

généralisant les polynomes, z € C) ou f,(z) = a,cos(wnx) + b,sin(wnzx) (série trigonométrique
x € IR). Ce sont des exemples important dans les applications.

2 Séries entiéres

2.1 Définition

Une série entiére est une série de fonctions ) f,, dont le terme général f,, est une fonction définie
par f,(x) = a,z"™ ou a, € IK et x est une variable réelle ou complexe. Les termes de la suite (a,,)n>0
sont appelés coefficients de la série entiére. Une telle série est habituellement notée Y  a,z". On se
propose d’étudier le domaine de convergence de la > a,z™ c’est-a-dire 'ensemble des z € IK pour
lesquels cette série converge puis les propriétés de la somme f définie par f(z) = o, a,z"™

2.2 Rayon de convergence, disque de convergence, intervalle de conver-
gence

Définition 22. Soit > a,z" une série entiére. Le rayon de convergence de la série est ’élément
R € IR" U {oo} ( R est donc un réel positif ou +00) défini par

R = sup{r € IR, : |a,|r" bornée}.

Proposition 38. R est donc l'unique élément vérifiant la propriété suivante : Vz,|z| < R,> ap,z"™
converge (absolument) et Vz|z| > R, a,2" diverge (grossiérement).

Si R =0, la série > a,z™ ne converge que si x = 0. Si R = 400, la série ) a,z" converge pour
tout x.

Proposition 39. Soit > a,z™ une série entiére de la variable réelle © de rayon de convergence
R > 0. Pour tout x € I =| — R, R|, la série > a,z" est absolument convergente et sa somme
flx) = >7° jana™ est bien définie. L'intervalle ouvert I s’appelle intervalle de convergence de la
série entiere sur lequel la somme est bien définie.

Proposition 40. Soit Y a,2" une série entiére de la variable complexe z de rayon de convergence
R > 0. pour tout complexe z tel que |z| < R, la série Y a,z" est absolument convergente et sa somme
f(z) =" yanz" est bien définie. Le disque ouvert D(0, R) = {z,|z| < R} de centre 0 et de rayon
R s’appelle disque de convergence de la série entiére sur lequel la somme est bien définie.

13



Définition 23. Soit > a,z" une série entiére de la variable complexe z de rayon de convergence R.
Le cercle C = {z € C : |z| = R} s’appelle cercle de convergence. Si z € C, la série Y a,z" peut étre
convergente ou divergente.

2.3 Caractérisations du rayon de convergence

Proposition 41. Le rayon de convergence de > a,z" est donné par
R =sup{r € R, : nl—lgloo la,|r" =0} = sup{r € IR, : Z |la,|r™ < oo}

|‘1n|

Proposition 42 (régle de d’Alembert). Si les coefficients sont tous non nuls et si lim,, | ari1]

existe, alors le rayon de convergence de »_ a,z" est

R= lim 0]

n—-+oo |an+1| )

Ezemple 15. Y nlz™ a rayon de convergence R=0,)> j—% a rayon de convergence R = 0o, Y g—Z a

(2n+1)(2n+2) _ 4.

rayon de convergence R = 1. Z .r a rayon de convergence R = lim,, s, ()2

Proposition 43 (Formule d'Hadamard-régle de Cauchy). Le rayon de convergence de > a,z" est

— (limsup {/fan])”!

n—-+00

Par exemple, si L = lim,, o {/|a,| € IR, U {0} existe, alors R =1/L.

Ezemple 16. > (2 + (—1)")"2™ a rayon de convergence R = (limsup,_,, . ¥/[(2+ (=1)")*|)~t =
(hm Supn—>+oo(2 + (_1)71))—1 = %

Proposition 44. Si la série entic¢re est de la forme S a,29™ ou tous les coefficients a,, sont non

nuls, on essaie de déterminer l’ensemble A des r > 0 tels que lim,,_, |”‘Z+|1‘7“‘P(”+1) () < 1. Alors
R =sup A.

2.4 Propriétés de la somme d’une série entiére

Proposition 45. Soit > a,z™ une série entiére de la variable x € IR, de rayon de convergence R
> 0 et f sa somme définie dans Uintervalle de convergence I par f(z) = >  a,x™. Alors f est de
classe C*° sur I et ses dérivées s’obtiennent par dérivation terme a terme de la série. Ainsi, pour

tout k € IN* et tout x € D,
(o]
n! _
=2 T

n=~k

En particulier, Yk € IN, f*)(0) = klay. De plus f*) est somme de la série entiére Z ) ppx™ de
rayon de convergence R.

14



2.5 Séries entiéres usuelles, leur somme et leur rayon de convergence.

1.

[ee] n

=37

n=0
avec rayon de convergence R = +00. On en déduit les DSE des fonctions trigonométriques et
hyperboliques :

avec rayon de convergence R = 1.

ln(1+z)zzﬂ

n=1

avec rayon de convergence R = 1.

= —1)..(a—n+1
(1+:L‘)a:§ ala—1) (‘a nt )m”,a>0
n!
n=0

avec rayon de convergence R = 1. On remarquera que 1’on sous-entend la somme finie si o € IN.

2.6 Application : méthode des séries génératrices.

Souvent en probabilité, on est ramené a calculer une suite b, d’origine combinatoire satisfaisant
Y
une relation de récurrence.
Il s’agit de considérer la série entiére >~ b,z™ pour calculer b,.
Si on peut calculer la somme S(z) = >, b,a™, b, est obtenue par dérivation ou en utilisant les
séries entiéres classiques.

Exemple 17. Soit C,, le nombre de parenthésages a n parenthéses ouvrantes.
On expliquera dans le cours de probabilité (exo) que :

C, = CrCrp-1,Co = 1.

15



Si on pose T'(z) = Y 7o, Ca® cette série a rayon de convergence au moins 1/4 car C,, < 22" (le
nombre de parenthésage bien ou mal formé de 2n est C < 227.)
De plus la relation devient

T(x) =) Y CpCopra®a" ™ =1+2) Y CpCrpya’a™ " =1+ aT(z)?

n=0 k=0 m=0 k=0

n—1

(en prenant m = n — 1 et en regardant le produit de Cauchy de T" et lui méme).
En résolvant 1’équation du second degré, on obtient :

T(z) = 5
Xz
1 o 5(=9)(=3)--(7557)
= —— —4x)"
21;; n! (—4z)
1 o= (1.3...(2n — 3))
= 27)"
2InZ:(J n! (22)
= 2n-2)
=S
<l !
Done C” - n'((f:g'l)' - nL—i-l gn

3 Séries trigonométriques, séries de Fourier

3.1 Rappels

Définition 24. Soit f : [a,b] — IK une fonction. Pour k € IN (resp. k € IN* ), on dit que f est C*
(resp. D¥ ) par morceaux s'il existe une subdivision (a;)o<j<n, @ = ag < a1 < < a, = b de [a, ] telle
que, pour tout entier j € [0,n — 1], f coincide sur 'intervalle ouvert ]a;, a;11] avec une fonction h;
de classe C* (i.e, k fois dérivable avec k-iéme dérivée continue, resp. D i.e. k fois dérivable ) sur le
segment [a;, a;41]. Une telle fonction n’est pas nécessairement continue sur [a, b] et une fonction C°
par morceaux est plutot dite continue par morceaux.

Définition 25. Soit I un intervalle quelconque de IR et f : I — IK. On dit que f est C* (resp. D* )
par morceaux sur I si pour tout segment [a,b] C I, la restriction de f & [a, b] est C* (resp. D* ) par
morceaux.

Remarque 4. Soit T > 0 et g : IR — IK une fonction T - périodique et continue par morceaux. Pour
tout a € IR, l'intégrale f;” g(t)dt existe et sa valeur ne dépend pas de o On peut par exemple dire
que la

valeur commune est fOT g(t)dt.

Définition 26. Soit I un intervalle de R et f : I — IK une fonction continue par morceaux. On
appelle régularisée
de f la fonction f définie sur I par
; fla+) + flz—) (Hmysaese f(E) + limeaica f(2))

flay = BRI .
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3.2 Séries trigonométriques

Définition 27. On appelle série trigonométrique une série de fonctions

de la forme
Qo

5 + Z(an cos(wnt) + by, sin(wnt)) (2.1)

n>1

ou de la forme

+00
Z cpe’™ (2.2)

n=—oo

ottw € IRY, (@n)n>0, (bn)n>1 €t (cn), 77 sont des suites numériques appelées suites des coefficients
de la série trigonométrique. La forme ([2.1]) est I'écriture de la série dans la base (trigonométrique)
réelle et la forme (2.2) est son écriture dans la base (trigonométrique) complexe.

Le terme général de la série est la fonction u, définie par u,(t) = (a, cos(wnt) + b, sin(wnt))
sin>1

et ug(t) = % . La fonction ug est constante et, pour n > 1, la fonction u, est trigonométrique

T-périodique ou T' = 2;” On constate qu’il est inutile de définir le coefficient by qui serait celui de
la fonction nulle, mais on peut poser by = 0 si on considére que cette convention est commode.

La somme partielle d’ordre n de la série est la fonction S, définie par S,(t) = > ,_, ux(t).
Comme l'indice dans la forme parcourt 7ZZ, on considére que le terme général de la série
est la fonction v,, définie, pour n > 1, par v,(t) = c,e“™ +c_,e”“" et vy(t) = ¢y . La fonction vy est
constante et pour n > 1, la fonction v, est trigonométrique T - périodique (méme 7' /n- périodique)
ounT =27/w.

La somme partielle d’ordre n de la série est donc la fonction P, définie par P,(t) =
2o Uk(t) = 2Th__, cre™H.

Dans les deux écritures, les sommes partielles sont des polynémes trigonométriques.

Remarque 5. Pour que les deux formes ([2.1)) et (2.2]) désignent la méme série trigonométrique, il faut
et il suffit que le
terme général soit le méme dans les deux cas. On a donc ¢y = ag/2 et, pour n > 1,

(an - an) eiwnt ((ln + Zbﬂ) e—iwnt
2 2

cn€™ + c_,e ™™ = (a, cos(wnt) + by, sin(wnt)) =
d’ou
(a, — iby,) . (an + iby,)
2 2
Ainsi, les deux formes et désignent la méme série trigonométrique si et seulement si
on a les relations suivantes entre les coefficients :

Vnzo,cn:%ﬁnz e, =

Cnh =

(an + iby,)
2

On peut en déduire a,, et b,, en fonction des coefficients ¢, ag = 2¢y et, pourn > 1, a,, = ¢, +c_,, b, =
i(cn — C_p).
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Convergence

Le terme général d’une série trigonométrique est 1" - périodique. Il en résulte que les propriétés
de convergence sur IR découlent des propriétés de convergence sur un intervalle d’amplitude 7', par
exemple [0, 7.

Proposition 46. Si les séries des coefficients d’une série trigonométrique sont absolument conver-
gentes, la somme S(t) = %2 + > (a, cos(wnt) + b, sin(wnt)) = Y72 ¢ e est bien définie sur
IR c’est une fonction T- périodique et continue . De plus,

1. Pour tout x € IR,

n

/0r S(t)dt = . + l[z % i Z(an sin(wnx) — by, cos(wnx))]

n=1 n=1

2. -
Vn € IN, a, T/ S(t) cos(wnt)dt,
2 a+T
WEN@LT/ S(t) sin(wnt)dt,
et
1 a+T )
Vn € Z,c, = T S(t)e "™ dt.

3.3 Séries de Fourier

Définition 28. Soit 7" > 0, f : IR — IK une fonction T' - périodique continue par morceaux et
w = 2. La série de Fourier de f est la série trigonométrique S(f ) :aOT(f) + > (an(f) cos(wnt) +
b (f)sin(wnt)) = S°F° ¢, (f)e™™ dont les coefficients sont définis par les relations

n=—oo N

Vn € IN,a,(f) = %/Q+Tf(t) cos(wnt)dt,
Vn € IN*, b, (f) = %/CHTf(t) sin(wnt)dt,

et

1 a+T )
WGm%m:?/ F(t)e "t

Les sommes partielles de la série de Fourier de f sont donc définies par

aogf) + Z(an(f) cos(wnt) + b, (f) sin(wnt)) = Z cn(f)em

n=1 n=—k

Sk(f7 [L’) =

Quand il n’ y a pas de confusion, les quantités précédentes sont notées simplement a, , b, , ¢, et

Sp(z).
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Propriétés des coefficients de la série de Fourier.

Nous gardons les notations du paragraphe précédent.
Proposition 47. (Lemme de Riemann-Lebesgue) On a lima,(f) = limb,(f) = lim¢,(f) = 0.

Proposition 48. Si f est paire (resp. impaire), alors, pour tout n, b,(f) = 0 (resp. a,(f) =0),
an(f) = & [T £(t) cos(wnt)dt (resp. ba(f) = 4 [T/ f(t) sin(wnt)dt)

Théoréme 49. (Eqgalité de Parseval)

Z leal” = |a0| li‘an‘Z—i_ [bu]* = l/T\f(?f)\%lt-
2 £ T Jy

n=—oo
Le résultat précédent précise le lemme de Riemann Lebesgue et implique le résultat suivant.

Corollaire 50. Une fonction T - périodique et continue est nulle si et seulement si tous les coefficients
de sa série de Fourier sont nuls.

Convergence de la série de Fourier

Théoréme 51 (Dirichlet). Soit f : IR — IK une fonction T- périodique dérivable par morceaur.
Alors, sa série de Fourier converge simplement sur IR wvers sa régularisée f(x). Ainsi, pour tout

xr € IR,

S(f,1) an ) cos(wnt) + b, (f) sin(wnt)) = Z Cn(f)ei“mtf(t) _ f(t+) ‘|2' f(t—)'

Séries de Fourier classiques

FEzemple 18 (Signal créneau). Soit f la fonction 2w-périodique impaire telle que f(z) = 1six € [0, 7.
Les a,(f) =0 et

bo(f) = [ F@)sin(mt)at = 2 /0 sin(wnt)dt = 220 _ 21 (1)

7 - 7r T n T n

Comme f est C! par morceau, sa série de Fourier
4 i in((2k + 1)z)
™= 2k +1

converge simplement vers la régularisée f de f donc en z €]0, 7|

4 sin((2k + 1)z) _ 4 = (
= — 2) = —
- 2% + 1 S(r/2) = Z %
k=0 k=1
Par Parseval on obtient :

2 [T 16 — 1

= t)2dt =2 ==

T /0 (t) 2 2k +1)
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Ezemple 19 (Signal en dent de scie). Soit f la fonction 27-périodique impaire tel que f(z) = = si
x € [—m,7[. Les a,(f) =0 et

bif) =~ [ tsin(nt)dt = 2 / " sin(ntydt = 2 L0SmD . 2 / cos(nt) , _ 2(=1)"*!

™ ™ n ™ n n

—T

Comme f est C'! par morceaux, sa série de Fourier

S 2y (Z)"™ sin(na)

n
k=1
converge simplement vers la régularisée f de f c’est a dire f(z) pour €] —m,m[ et 0en .

Par Parseval on obtient :
2 oo

2 [T 2m

k=1

[\
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