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Correction
Exercice 1 Soit N : IR® — IR définie par :

N(u) = |z + 2| + |y — 22| + |y + 3z| si u = (2,9, 2).

1. - Comme une somme de termes positifs est positif, on a N(u) > 0.

-Si N((z,y,2)) = 0 alors (comme une somme de termes positifs est nulle si et seulement si
chacun des termes est nul) x + 2 =0, y — 22 = 0 y + 3x = 0 ce qui se résout (par équivalence)
enr=—z2,y=2222+3(—2)=0s0it =y =2=0dou (z,y,2) =0

- N(Mz,y,2)) = [Az 4+ Az + |Ay — 2Xz] + | My + 3Az| = |||z + 2| + [Ally — 22| + |A|]y + 3| =
IA|N((z,y,2)) (vu [|.| est une norme sur IR)

CN((,9,2) + (@ ) = o+ o+ 2t 2|yt — 2+ )+ ly o+ 3+ ),

Or par l'inégalité triangulaire pour |.| : |z + 2’ + 2 + 2| < |z + 2| + |2' + 2/| donc de méme :
N((,9,2) + (@5, #)) < |o+ 2| + ly — 22| + ly + 32| + |2/ + 2] + |y — 22| + |y’ + 30| =
N((z,y,2)) + N((«',y/, 2")), d’on I'inégalité triangulaire pour N.

2. F ={(z,y) : N(z,9,0) <1} = B¥(0,1) N {z = 0} est l'intersection de 2 fermés : la boule
fermé pour N et le noyau de la forme linéaire continue p, : (x,y,2) — 2. F est donc fermé
comme intersection de fermés et convexe comme intersection de convexes (on a vu en cours que
la boule fermé est convexe et un sous-espace vectoriel est clairement convexe)

3. N et ||.||; sont équivalentes car nous sommes en dimension finie. En appliquant l'inégalité
triangulaire a chacun des termes on a N (u) < |z|+|z|+|y|+2|z|+|y| +3|z| = 4]|z|+3|z]|+2]y| <
4||ul|1, donc D = 4 convient. On résout (par substitution) le systéme

rtz=2y—2z2=y y+3r=2<—=z=12"—2,y=9y+22,300" —2)+ (y +22) =7

/

= =3"+y - x=42 -y — 22, y=062"+ 3y — 27

On va baser le calcul de C sur le fait que N((z,y, 2)) = ||(2', ¥/, 2")||1 et borner comme précédem-
ment. Donc pour u = (z,v, 2)

lulli = |2 — ' — 22'| + |62" + 3y — 22'| + |32" + ¢/ — 7/
< 246+3)2[+ A +3+ DY+ (1+2+ 1) < [I(«,y', )]l = 1IN (w).

Donc C = 1—11 convient.

Exercice 2

1. f,g:R* = R f(x,y) = 2y, g(x,y) = y sont polynomiales donc continues

A={(z,y) : yr<Ly20}=f(—o00,1)Ng ' ([0,00])

est fermé comme intersection de deux fermés (chacun étant fermé comme image inverse d’un
fermé de IR par une application continue).



2. Soit h(z,y) = x — y continue car polynomiale. D = {(z,y) : y < 0} U{(z,y) : = >
y} U B((—3,4),2) est ouvert comme union de trois ouverts, la boule ouverte B((—3,4),2),
{(z,y) : >y} =h1]0,00]), {(z,y) : y <0} =g*(]—00,0]) (ouverts comme image
réciproque d’ouverts par une application continue)

3. Montrons que D = E := {(z,y) : y < 0}U{(z,y) : = > y} UBp((—3,4),2), En effet,
E ci dessus est bien fermé comme union finie des fermés h=1([0, 00[),g71(] — 00,0]) et de la
boule fermée Bp((—3,4),2). Donc D C E car E est un fermé contenant D. De plus montrons
EcCcD OE-DCcC{(x,y) : yv=0U{(z,y) : v =y}US(-3,4),2). On a vu
en TD B((—3,4),2) = Bp((—3,4),2) dout S((—3,4),2) € D. D > (z,—1/n) — (x,0) d’on
{(z,y) : y=0YCDet D> (x,x—1/n) = (v,z) dou {(z,y) : y=x} C D.

Exercice 3 Soit G ={5,ne N} CRRet H=G°CIR.

On montre (les équivalences sont des conséquences immédiates du cours) Int(G) = (<= H =
R) et G = GU{0}(<= Int(H) = G° - {0}).

Soit x = 1/n? EG.:EP—:E—I—\/_/pE(Q C G°et 2, —pyoo v doncx € Hdonc R=HUG C H.

Vu 1/n? — 0, 0on a 0 € G il reste a voir G U {0} est un fermé contenant G, c’est a dire G¢ — {0}
est ouvert, cela vient du fait que c¢’est 'union d’ouverts :

1 1

G° — {0} =] — 00, 0[U]1, 0o[U U ]m, 2

nem*

Exercice 4 Soit f,g:IR* — {(0,0)} — IR les fonctions définies par :

22y
26 4 96

22y

fla.y)=— L g(z,y) =

L. On az' + ¢y — 2% = (2 + y* + (2® + v*)?)/2 > y*/2 + 2*/2 > 2%y? (on utilise I'inégal-

ité arithmetico-géométrique |ab| < (a* + b%)/2 venant de (|a| — [b])* > 0)d’ou |f(z,y)] <
Y[ = (@.y)—0,0) 0-

On prend g(1/n,1/n) = n/2 — oo pour voir que g n’a pas de limite en 0 (on a aussi g(0,1/n) =

0—0, g(1/ny/n,1/n) = m — 1, g(1/ny/n,—1/n) — —1.)

2. f et g sont continues sur IR* — {(0,0)} comme quotients (dont le dénominateur ne s’annule
pas) de fonctions polyndmiales donc continues.



