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Les documents et les calculatrices sont interdits.
On prendra soin à justi�er les réponses aux exercices.

Question de Cours (5 minutes maxi, 4 points) :

1. Donner la dé�nition d'une fonction Lipschitzienne et un exemple.

2. Enoncer le théorème de Heine en dé�nissant les notions utilisées.

Exercice 1 (4 points) Soit N : IR2 → IR dé�nie par :

N(u) = max

(
|x|, |y|, 2(|x|+ |y|)

3

)
si u = (x, y).

1. Montrer que N est une norme sur IR2.

2. Tracer l'ensemble A = {u ∈ IR2, N(u) = 1}.
Est-il ouvert ? fermé ? Son intérieur Int(A) est il convexe ? (justi�er)

3. Les normes N et ||.||∞ sont elles équivalentes ? Déterminer C > 0 tels que

∀u ∈ IR2, C||u||∞ ≤ N(u).

Exercice 2 (9 points) On considère le IR espace vectoriel IR2 muni de la norme ||.||∞.

1. Soit
B = {(x, y) ∈ IR2 : y2 − x2 ≥ 1, y > 0} ∪ ([0, 1]× {0}),

Montrer que B est fermé.

2. Calculer Int(B).

3. Soit
D = (lQ ∩ [0, 1[)×]0, 1[.

D est-il ouvert ? fermé ? (Justi�er).

4. Calculer Int(D), D et la frontière de l'adhérence Fr(D).

Exercice 3 (4 points) Soit f, g : IR2 − {(0, 0)} → IR les fonctions dé�nies par :

f(x, y) =
x3y5

x8 + y8 + x4y4
, g(x, y) =

sin(x2y)

x2 + y2
.

1. Déterminer si f et g admettent des limites en (0, 0) et les calculer.

2. Montrer que f et g sont dé�nies sur IR2 − {(0, 0)}. Sont elles continues sur IR2 − {(0, 0)} ?
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