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Correction du Contrôle continu

Exercice 1 (7 points + Bonus 1 point) Soit f : IR2 → IR la fonction dé�nie par :

f(x, y) =
x4 − y4

x2 + (y − x)2
si x 6= 0, f(0, y) = −y2.

1. La première formule pour f est valable en dehors de (0, 0). En defors de (0, 0) f est quotient de
deux polynômes dont le denominateur ne s'annule pas (en e�et x2+(y−x)2 = 0 si et seulement
si x = 0, y − x = 0 soit (x, y) = (0, 0)), donc f est C∞ donc continue sur IR2 − {(0, 0)}
Reste à voir la continuité de f en (0, 0).

|f(x, y)| = |x
4 − y2(y − x + x)2|
x2 + (y − x)2

≤ x4 + y2(2(y − x)2 + 2x2)

x2 + (y − x)2
≤ x2 + 2y2.

On a utilisé pour a, b ≥ 0 (a + b)2 = a2 + b2 + 2ab ≤ 2a2 + 2b2 car ab ≤ (a2 + b2)/2. (Cauchy-
Schwarz) Comme le membre de droite tend vers 0 en (0, 0), lim(x,y)→(0,0) f(x, y) = 0 = f(0, 0)
donc f est continue en (0, 0) et �nalement sur IR2

2. EN dehors de (0, 0) on a déjà vu l'existence et on calcule :

∂f

∂x
(x, y) =

4x3

x2 + (y − x)2
− (x4 − y4)(2x− 2(y − x))

(x2 + (y − x)2)2
,

∂f

∂y
=

−4y3

x2 + (y − x)2
− (x4 − y4)(2(y − x))

(x2 + (y − x)2)2
.

En (0, 0) on repart de la dé�nition : comme f(x, 0) = x2/2 on obtient ∂f
∂x

(x, 0) = x en particulier
∂f
∂x

(0, 0) = 0. Comme f(0, y) = −y2 ∂f
∂y

(0, y) = −2y donc ∂f
∂y

(0, 0) = 0.

3. L'équation est évidente en (0, 0) et si (x, y) 6= (0, 0)

x
∂f

∂x
+ y

∂f

∂y
=

4x4

x2 + (y − x)2
+

(x4 − y4)(2yx− 4x2)

(x2 + (y − x)2)2
− 4y4

x2 + (y − x)2
− y(x4 − y4)(2(y − x))

(x2 + (y − x)2)2

= 4f(x, y)− (x4 − y4)(2yx− 4x2 − 2yy2 + 2yx)

(x2 + (y − x)2)2

= 4f(x, y)− 2(x4 − y4)(x2 + (y − x)2)

(x2 + (y − x)2)2

= 2f(x, y).

4. Bonus f est homogène de degré 2 car f(tx, ty) = (tx)4−(ty)4
(tx)2+(ty−tx)2 = t2f(x, y). Donc par le théorème

d'Euler ( à enoncer) comme f admet des dérivées partielles on déduit l'équation précédente.

5. Montrons que f est de classe C1 Par ce qu'on a dit au (1) il su�t de le voir que les dérivées
partielles sont continues en (0, 0). Or on borne :

|∂f
∂x

(x, y)| ≤ 4|x|+ (x4 + 4(x2 + (y − x)2)2)(4|x|+ 2[y|)
(x2 + (y − x)2)2

≤ 4|x|+ 5(4|x|+ 2[y|),
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∂f

∂y
≤ 4|y|+ 5(2|x|+ 2[y|).

et les bornes tendent vers 0 en (0, 0) donc les dérivées partielles tendent vers 0 = ∂f
∂x

(0, 0) =
∂f
∂y

(0, 0).

6.
∂f

∂x
(0, y) =

−2y5

y4
= −2y,

∂f

∂y
(x, 0) =

2x5

4x4
=

x

2
.

Donc en dérivant ∂2f
∂x∂y

(0, 0) = 1
2
6= ∂2f

∂y∂x
(0, 0) = −2. donc par le théorème de Schwarz, f n'est

pas de classe C2.

Exercice 2 (4 points)

1. A = h−1([0, 3]) avec h(x, y) = x2 + 2y6 polynomiale donc continue donc A est fermé comme
image réciproque d'une boule fermé par une application continue. De plus (x, y) ∈ A implique
x2 ≤ 3, y2 ≤ 2y2 ≤ 3 donc A ⊂ [−

√
3,
√

3]2 donc A est borné, donc A est fermé et borné en
dimension �nie, donc compact. Montrons que B n'est pas borné donc non compact. Il su�t
de résoudre xn + yn = n, xn − 3yn = 1/n soit yn = 1

4
(n − 1/n), xn = 3

4
(n − 1/n) + 1/n, donc

(xn, yn) ∈ B et xn + yn = n→∞ donc B n'est pas bornée.

2. g est uniformément continue par le théorème de Heine car continue (comme somme de deux
fonctions à 1 variable continue) sur le compact A. Comme g est C1 sur A − (0 × IR) si elle
était lipschitzienne il en serait de même de g(x, 0), et sa dérivée partielle par rapport à x
serait bornée (par le théorème des accroissements �nis) ce qui n'est pas le cas puisque ∂g

∂x
=

signe(x)/2
√
|x| →x→0± ±∞.

Exercice 3 (5 points+ Bonus 1 point) Soient Φ : IR2 → IR2 dé�nie par

Φ(u, v) = (u, v − u3).

1. En résolvant un système on trouve Φ−1(x, y) = (x, y+x3) donc Φ est bijective et comme Φ,Φ−1

sont à coordonnées polynomiales donc continues (même C∞), Φ est un homéomorphisme.

2. Comme Φ est C1 on a F = f ◦ Φ de classe C1 par le théorème de dérivation des fonctions
composées et exprimer ∂F

∂u
= ∂f

∂x
◦ Φ− 3x2 ∂f

∂y
◦ Φ,∂F

∂v
= ∂f

∂y
◦ Φ

3. Pour f C1 sur IR2 tel que :

∀(x, y) ∈ IR2,
∂f

∂x
(x, y) = 3x2∂f

∂y
(x, y),

on a ∂F
∂u

(u, v) = 0 donc F (u, v) = F (0, v) = h(v) pour une fonction C1 h donc f(x, y) = h(y+x3)
avec h C1 en utilisant l'inverse du (1).

4. Bonus Une fonction f C1 sur IR2 tel que :

∀(x, y) ∈ IR2,
∂f

∂x
(x, y)− 3x2∂f

∂y
(x, y) = y.

est telle que F véri�e ∂F
∂u

= v− u3 = ∂(uv−u4/4)
∂u

. donc F (u, v)− uv + u4

4
= h(v) est indépendant

de u donc

f(x, y) = x(y + x3)− x4

4
+ h(y + x3),

avec h une fonction C1.
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