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Controéle continu
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Durée : 1H.

Les documents et les calculatrices sont interdits.

On prendra soin de justifier les réponses aux exercices.
Question de Cours (5 minutes maxi, 4 points) :
1. Donner la définition d’une fonction homogeéne et énoncer le théoréme d’Euler.
2. Enoncer la formule de Taylor-Young a ’ordre 2.

Exercice 1 (5 points+ Bonus 1 point) Soient les ensembles :
A={(z,y) e R* 2" +¢° <4}, B={(x,y) € R*2*+2y*+ 30y =1}
Soit la fonction g : IR? — IR définie par
g(x,y) =inf{|lz — X| +2ly = Y|+ |z|,(X,Y) € A}.
1. A et B sont ils compacts ?
2. Bonus Existe-t-il (X,Y) € A (dépendant de (z,y)) tel que g(z,y) = |z — X|+ 2|y = Y|+ |z|?
(justifier)
3. g est elle lipschitzienne ? uniformément continue ?

Exercice 2 (6 points) Soit f : IR* — IR la fonction définie par :

o PPy-2) B
f(%y)—mﬂff?é(% f(0,y) =0.

1. Montrer que f est continue sur IR?,

2. Calculer, si elles existent, les dérivées partielles %, % en tout point de IR2.
Y

3. f est elle de classe C'?

4

. Calculer 55—82(0,2) e aa;—a];((), 2). f est elle de classe C*?

Exercice 3 (5 points+ Bonus 2 points) Soient ® : IR? —]0, +oo[? définie par
D (u,v) = ("1, e"").
1. Montrer que ® est un homéomorphisme. Cela donne un changement de variable (¢, z) = ®(u,v).

2. Soit f de classe C' sur |0, +-0c[? et F' = fo®. Montrer que F est de classe C' sur IR? et exprimer

OF OF i of of
50050 en fonction de 57,57

3. Trouver les fonctions f de classe C! sur ]0, +oo[? telles que :
of

V(t,z) €]0, 00, tE(t,I) = x%(t,x).

4. Bonus Trouver les fonctions f de classe C? sur ]0, +oo[? telles que :

28827{(15,@ :x2ﬁ(t,x).
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Indication : calculer



