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Feuille d’exercices numéro 1
Notions de bases : Normes et Boules.

Exercice 1 Normes classiques de IR" Pour tout X = (zy,...,x,) € R" :

n

1] = e

i=1

[1X1]2 =

1 X oo = max |z
1=1...n

1. Montrer que ||.||1,]]-]|2;||-||cc SOnt des normes sur IR™ et décrire, pour chacune d’elles, les boules
de centre 0 et de rayon 1 dans le cas n = 2.

2. Montrer que les trois normes ||.||1,]]-||2, ||-||cc SONt équivalentes.

Exercice 2 Soit N : IR* — IR définie par :
N(u) = |z| + |y — x| pour u = (z,y).

1. Montrer que N est une norme sur IR?.
2. Dessiner la boule fermée B de centre 0 et de rayon 1 pour N.

3. Montrer que les normes N et ||.||; sont équivalentes.

Exercice 3 Normes sur les matrices
Pour tout élément A = (a;;) de M, (IR), on pose :

[Alloo = 1;%,?;(”@'1'7

n
1[A]loo = max Y fayl.
j=1

1<i<n

1. Montrer que l'on définit ainsi des normes sur M, (IR) vérifiant ||AB||s < n||Alloc ||Bllso €t
11AB[lee < [[|Allloo [[[Bl[]oo-

2. Montrer que si on identifie M, ;(IR) a IR" :
[[Alloe = sup{[[ABl|o | B € M1 (IR) - [|B]|s <1},

[ Alflec = sup{[|AB||ec | B € Mp1(IR) : |[Blloo < 1}.



Exercice 4 Pour tout élément P = >, _,ax X" du R-espace vectoriel IR[X] des polynomes, on

pose :
ni(P)=>laj
=1

Neo(P) = max |a]

=1...n

1. Comme dans l'exercice 1, on montre que nq, N, Ny sont des normes. Ces normes sont-elles
équivalentes 7

2. Soit P, =Y _, 5> X*. La suite (P,) converge-t-elle pour une de ces normes ? est-clle de Cau-
chy ?

Exercice 5 Soit (F,||.||) un evn. Montrer que tout (x,y) € E? vérifie :

21+ 1yl < Mo+ yll + llz = yl].

Exercice 6 Identité du parallélogramme
Soit (E,||.||) un espace vectoriel normé dans lequel tout (z,y) € E? vérifie :

|z +yl* + o =yl < 2(||2]* + [|y]]*).
1. Montrer que alors pour tout (z,y) € E? :
|z +yl* + llz =yl = 2(||=[* + [|y]*).
2. On pose alors

(@y) =5 (le+yll* = [ll* = NlylI*) -

N —

Montrer que ||z|]* = (z | z).
Montrer que pour tout y, x — (y | ) et x — (x | y) sont IR-linéaires (on pourra vérifier la
linéarité sur @ et que A\ — (y | Az) est continue).

3. Connaissez vous des normes satisfaisants cette relation ?

Exercice 7 Soit F un espace vectoriel et soient N; et Ny deux normes sur E. On note B;(a,r)
(resp. Bri(a,r)) la boule ouverte (resp. fermée) pour la norme N;.

1. Montrer que : Bp1(0,1) = Bpa(0,1) <= (Vx € E, Ni(z) = Ny(z))
2. Montrer que : B1(0,1) = By(0,1) <= (Vx € E, Ni(z) = Ny(z))

Exercice 8

1. Donner un exemple de partie A de IR tel que les 7 ensembles :

A, A Tnt(A), Int(A), Int(A), Int(Int(A)), Int(A)
soient tous distincts
2. Que dire du rapport de Int(A), et Int(Int(A))? De méme, que dire du rapport de Int(A) et

Int(Int(A))?




