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Feuille d’exercices numéro 6 : Correction partielle.
Extrema Libres, Formes différentielles.

Exercice 1

1.2.3.4.5.
6.

cf. TD. Toutes les fonction suivantes sont C*>® sur leur domaine.

fo(z,y) = xe¥ 4 ye®, %(m,y) = e¥ + ye”, %(m,y) = e” + xe¥. Les points critique vérifient
%(as,y) =0= %i;(:z,y), c’est a dire e* + ze¥ = €Y + ye® = 0 d’out on tire x = —e" Y = 1/y

donc z < 0 et donc In(|z]) =z —1/x = 1/|z| — |z| Or y — 1/y — y est strictement décroissante
sur IRY (car sa dérivée est —1/y°> — 1 < —1 < 0.) donc ne prend qu’une fois la valeur 0 en 1,
comme les signes de In sont opposées a ceux de cette fonction, on déduit que la seule solution est

x = —1 = y. Le seul point critique est (—1,—1). %Qxéﬁ (x,y) = ye*, %Zyéﬁ (x,y) = xe?, gzg‘; (x,y) =
. . —e 1 2e7!
e” 4 eY. La matrice Hessienne en (—1, —1) est donc H fg(—1,1) = 2:,1 _6671 . On a donc

rt —s?=e1(1-4) <0, fs n’a donc pas d’extremum, (—1,—1) est un point selle.

fo(@,y) = e+ D(fr) = R* xR Y (2,y) = ye +ye /" [a?, Y (2, y) = xe™” —eV/7 [z
Un point critique vérifie ye™ + ye_y/g”/:lt2 = ze™ — e‘y/x/x =0, en particulier e ¥/* = z2e™ et
2ye™ = (0 d’ott y = 0 puis x = 1/x soit = 1 ou —1. f7 a donc deux points critiques (1,0) et
(_17 0)

O (w,y) = yPe™ +e /o (y? —2my) Jut, LI (,y) = a2e™ + v/ [22, TS0 (3,y) = (ay+1)e™ +

(x —y)e v/*/z®. Dot H fs(£1,0) = ( g ; ) .1t —s? = —4 < 0; (1, 0) sont des points selles

(donc pas des extrema).

fS(xvy) :1H(I+y)—$y7 D(fS) :{(l',y) |$+y>0} %(Zf,y) = %ﬂ_yv%_ﬁ(xvy) = %_‘_y—ﬂf

Les points critiques vérifient w—}ry =y =ax dou 222 = 1 soit x = 1/\/§ ou x = —1/\/5. Les

points critiques sont donc (1/v/2,1/v/2) et (—=1/v/2,-1//2).

2 2 2
%IJ;S (ZIJ,y) = _(xjy)2 = %yj;s (I,y), gx_(];;(xvy) = _m -1
On a done Hfs(1/v2,1/v3) = Hfs(—1/v/2, —1/v/2) = ( :;ﬁ j’g ) rt— s = 1/4—
9/4 = —2 < 0. Les deux points critiques sont des points selles (pas d’extremum).
_ 2=y oy
folw,y) =% +12
0fs Yy Ofo

Les points critiques satisfont y = 1/2 = 23, d’ou 2* = 1. Les points critiques sont donc (1,1)
et (—1,—1).
92 fo (ZE, y> —14+2Y% 92 fo (x,y) - 1 02 fo (1‘, y) — _3%2'

Oz2 37 Oy? ? Oxdy
Hfo(1,1) = Hfg(—1,-1) = ( _31 :1 > .1t — s> = —3—1 < 0 Les deux points critiques sont

des points selles (pas d’extremum locaux).

Exercice 2

1. 2.

cf TD.



3. gs(x,y) = (2% + y?) sin(2? + y?) = g(2® + y?) avec g(R) = Rsin(R).

4. gy(z,y) = # Les points critiques sont les droites z = 0 et y = 0. La hessienne y est nulle. La
hessienne est négative sur les axes (z, £2). Donc g4 n’est pas convexe mais g4(z,0) = ¢4(0,y) =
0 et g4 > 0 tous les points critiques sont des minima globaux.

5. gs(z,y) = cos(zy) %(:ﬁ,y) = —ysin(zy), aa—g;(x,y) = —xsin(zy). Les points critiques vérifient
ysin(zy) = xsin(ry) = 0. Ceci est veérifiéc pour x = 0, ou y = 0 ou sin(zy) = 0 ce qui

contient en plus les hyperboles xy = km, k € ZZ*. On a donc une infinité de points critiques.

20 (3, = —y? cos(zy), T2z, y) = —a? cos(y), 2L (2, y) = — sin(zy) — 2y cos(zy).
A12.27/.2
On a Hygs(z,2kr/x) = < 4/€2;rﬂ/x 3];7; ) .1t — % = 4k*n? — 4k*n* = 0 Le Th ne conclut

pas mais gs(z,2kmw/z) = 1 est donc c¢’est maximum global vu g5 & valeur [—1, 1].
De méme gs(x, (2k + 1)m/x) = —1 sont les points atteignant un minimum global.
95(0,y) = g5(x,0) = 1 sont aussi des max globaux.

Exercice 3 (non résolu)

Exercice 4 f(z,y) = (2* —y)(32* — y) f(x,22%) = —z* a un maximum en 0. Donc f ne peut pas
avoir de minimum en 0.

Exercice 5 Déterminer les points critiques qui ne sont pas des extrema des fonctions suivantes.
Lesquels sont des points selles (locaux et globaux) ?
1. ho(z,y) = 22%y*+y?* Points critiques pour 4zy? = 0 = y(3y +42?). Les points critiques sont les
2
(x,0). La hessienne en (x,y) est : Hho(x,y) = ( ggy 4x§gj—y6y ) , s0it en (z9,0) ( 8 423 ) :
rt — s*> = 0 donc le th ne conclut pas. Pour |y| < 22, ho(x,y) = v*(22* +y) > y?2? > 0
d’ott (x,0) est un minimum local pour x # 0. Pour x # 0, (z,0) est un maximum local de
x+— f(x,0) =0, c’est donc aussi un point selle.
Vu que ho(azx,z) = 2a*z* + 23 = 23(1 + 2az), sont négatifs pour z < 0 et positifs pour x > 0
(resp < 0). Donc les droites ay = x sont des droites d’inflexion en (0,0), qui n’est donc pas
un point selle (par def, il n’y a pas d’autre droite que x = 0 ayant un extremum en (0, 0)).

2. hi(z,y) = 2 +3® — 3axy a € IR Les points critiques satisfont 2* = ay y*> = ax d’on deux cas
Sia =0 (0,0) est le seul point critique, la hessienne est nulle en (0,0) et sur la droite y = bz
hi(z,bx) = 23(1 4+ %), c’est donc une droite d’inflexion donc IR est un plan d’inflexion, pas de
point selle ni d’extrema.

Si a # 0, les points critiques satisfont y*/a* = ay, soit y = 0, y = a. Les points critiques sont
6xr —3a

(0,0) et (a,a). La hessienne vaut Hhy(z,y) = ( 30 6y

Donc Hhy(0,0) = ( —(Z)Sa —ga ) de déterminant négatif, on a donc un point selle local en
(0,0).
Hhy(a,a) = rt —s* = 27a* > 0 (a,a) est un minimum local si @ > 0 et un

—3a 6a
maximum local si a < 0. Il ne sont pas globaux car hy(z,0) —,_ 100 £00.



