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Feuille d’exercices numéro 8
Intégrales dépendant d’un parameétre.

Exercice 1 o
42 1 g—z7(1+t%)
Soient f(z) = ([, e7"dt)? et g(z) = [, .
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1. Calculer f (x) et ¢'(z).
2. Montrer que f'(x) + ¢'(x) = 0 pour tout x € IR, en déduire la valeure de f(z) + g(z).
3. En déduire que (f;” e "dt) = \/TE

Exercice 2
On pose F(z) = [["e ~* cos(tx)dt.

1. Montrer que F' est définie sur IR.
2. Montrer que F' est contintiment dérivable. Donner une expression de F’(z).
3. Montrer que pour tout » € IR, on a F'(x) + §F(x) =0
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En déduire que la fonction G(z) = et F/(z) est constante.

4. Donner l'expression de F'(x) pour z € IR en utilisant le résultat de I'exercice 2.3

Exercice 3 _
On pose F(z) = [["e _m%dt.

1. Montrer que F' est définie et continue sur [0, co|

2. Montrer que F' est continiiment dérivable sur |0, oof.

Exercice 4 Soient f : IR — IR une fonction continue bornée et ¢ : IR — IR une fonction intégrable.
On définit (le produit de convolution de f et g par) :

(f * o)a / F(@ = y)g(y)dy

1. Montrer que f * g est continue sur IR.

2. Montrer que si il existe K tel que f(z) = g(x) = 0 pour |z| > K alors il existe L tel que
(f *g)(z) =0 pour |z| > L.

3. Montrer que si f est de classe C* avec des dérivées bornées alors f * g est aussi de classe C* et
calculer sa dérivée k-iéme.

4. Soit p(z) = exp(—1=3) si |z] < 1 et p(z) = 0 sinon. Vérifier que p est de classe C* et que
[ plz)de = 1.

5. On pose pc(z) = ¢p(£). Montrer que p. * f est de classe C* et converge uniformément vers f
sur tout segment [— K, K|, pour € — 0.
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6. Montrer que

/ 1P g(a) — g(@)|dz —eso 0.

[e.e]



Exercice 5 Soit f: IR — IR une fonction intégrable.
On définit sa transformée de Fourier : f(t) = [7 f(z)e " dx.

1. Montrer que f est continue sur IR.
2. Montrer que si f est de classe C! tel que f(x) = 0 pour |z| > K, alors : | f(t)| < i L2 1S ()] dt.

3. Déduire de la question précédente et de 'exercice 5.6 que quel que soit f intégrable f (t) tend
vers 0 pour t — o0.

Exercice 3 (correction partielle)
On pose F(x) = [~ e ™™ sin t) dt. Montrons que F est contmue en 0 (pour le reste cf TD).

Ecrivons F(x ) = Fi(z) + Fz( ) avee Fi(z) = [} e @0 gt ot Fy(z) = [Fe = 0gr By est
clairement continue comme intégrale dependant d’un parametre d’une fonction continue donc uni-
formément continue sur tous les compacts [0, 1] x [0, A].

Pour F» on effectue une intégration par partie, ce pour quoi on a plusieurs choix (le but est
d’augmenter la puissance de 1/z vers 1/z% pour obtenir une fonction intégrable en +00)

méthode 1 : Par exemple, on pose u(t) = e @/t u/(t) = —xe @/t — e /t? v(t) = — cos(t)
v'(z) = sin(t) d’ou

A in(t t A t
/ e’t’““sm( )dt = [—e’txcos( )]‘14 +/ (xt + 1)6’“—008( )dt.
1 1
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Donc
cos(t)
t2

dt

Fy(x) = e “cos(1) + /100(9375 +1)e ™

Or |f(t,z)| = |(xt 4+ 1)e COS(1”)| < % pour z > 0,t > 0 (car (u+ 1)e ™ est décroissante). Comme
t — % est intégrable sur [1, oo[, le théoréme de continuité avec condition de domination implique Fj
continue.

méthode 2 : v/(t) = e @ sin(t),v(T,z) = fOT e~ sin(t)dt, u(t) = 1/t, u'(t) = =1/t

/16 Smt“dt [(,x)/t]‘f‘+/1 o(t, ) /tdt

On peut étudier v comme une intégrale dépendant d’un parameétre en x, mais elle se calcule aussi
expilicitement :
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D'ou |v(T,x)] <1+ ((llj;) < S/fii /2 41 < 5/2 En particulier comme 5/2t2 est intégrable, le
(fe domination donne la continuité de F, grace a la formule

théoréme de continuité avec condltlon

obtenue en faisant A — oo :
v(t, x)

t2

Fy(z) = —v(l,x) + /100 dt.



