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Correction du Contréle continu 1

Exercice 1 (5 points) Soient X,Y : Q — IR des variables aléatoires indépendantes de loi expo-
nentielle
Px(dx) = alpsof(x)e “"dx

Py (dy) = bl c(y)e " dy,
avec a,b > 0.

1. Trouvons a et b tel que E(X) =1 et E(Y) = 2. Par transfert puis changement de variable, on

o 1 [ 1 1
E(X) = / axe “dr = —/ ze fdr = —[—xe " — e T = —.
0 aJo a a

Danc 1/a =1 soit a = 1 et de méme 1/b = 2 soit b= 1/2.

2. {X >Y} = (X —Y)!(0,00]) est I'image inverse d’un ouvert (donc d’un borélien) par une
fonction mesurable (X —Y) donc est mesurable. Calculons P(X > Y') par transfert

P(X >Y) :/ dmae““”/ dybe™ :/ drae (1 —e ) =1 — o _ 0
0 0 0
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3. Calculons E[(X + Y)?] = E[X?] + E[Y?] + 2E[X]E[Y]. Par transfert (puis changement de
variable puis intégration), on a :

> 1 [ 1 2
21 _ 2 by _
E[Y]—/O by“e ydy—ﬁ/o 2o Vdy = b[( y? — 2y — 2)e V]5° =
Donc, E[(X +Y)=2+3+2 =14
4. Calculons la loi de min(X, Y). Comme par indépendance pour ¢t > 0
Pmin(X,Y)>t)=P(X >tetY >t) = P(X > t)P(Y > t) = e e

on déduit que min(X,Y’) est une variable exponentielle de paramétre a + b donc

1 2

a+b 3

E(min(X,Y)) =

5. Soit f(z) = 2%~ que l'on remarque étre bornée sur [0, 00| (car continue et tendant vers 0 a
I'infini, ou bien par variation) Déterminons la limite de

n X1+ ...+ X,
f(u)e—mdxl_,_e—wnd% — E[f(L])
R" n n
par transfert avecX; i.i.dde méme loi que X. vu E(|X|) = 1 < oo la Loi forte des grands nombres
s’applique et 21E=tXn 5 P(X) =1 p.s donc comme f continue f(F1E=E2n) 5 f(1) = e~ ps.
Comme f(XlJFTJ&") est dominée par || f||e on déduit par TCD :

Xi+..+X,
lim E[f(L

n—oo n
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Exercice 2 (5 points)
Soit (U,)n>1 une suite de variables aléatoires indépendantes de loi uniforme sur [0, 1]. On rappelle
que 14 est la fonction indicatrice de A. On pose pour n > 3.

Xn =2, <1/my — L{a-vw)<1/my € {0, —1,2},

1. P(X,=2)=P(U,<1/n)=1/n,P(X,=-1)=PU,>1-1/n) =1/n donc P(X, =0) =
1 —1/2n et donc
2

1 1
Px, = =0+ =01+ (1 ——=)dp
n n n
2. Par transfert E(X?) = (2 +1)/n — 0.
(X,) converge dans L* vers 0.

3. Appliquons le lemme de Borel-Cantelli &
A, =Aw: | X,(w)| > 1}.
Ona P(A,) = 1-P(X, = 0) = 2/n donc par la série de Riemann :) | P(4,) = co. De plus 4,, €
o(X,) donc les A,, sont indépendants comme les X,, donc par Borel Cantelli P(limsup,, A,,) = 1.

4. Par la question précédente, p.s. on a une infinité de | X,,| > 1 donc la limsup

Y = lim sup | Xj|

N—0 >n

(la plus grande des valeurs d’adhérence) vaut au moins 1 p.s.

X, ne converge pas presque surement car elle ne tend pas vers 0 p.s. et comme c’est la limite
dans L* c’est la seule limite ps. possible.

5. Comme ) P(A,2) < oo Borel Cantelli implique P(liminf, A,) = 1 donc comme A’, =
{X,2 = 0} on obtient qu’avec proba 1, (X,2),>1 est stationnaire égale & 0 donc converge
presque surement vers 0.

Exercice 3 (3 points)
Soit (Z,)n>1 une suite de variables aléatoires indépendantes identiquement distribués de loi

1
Py (dz) = §ef‘z|dz.

On pose
S, =21+ ...+ Z,.

1. {S, —nooe +0} = {Snir — Sk —nsee 00} donc appartient a la tribu o(Z,,xn > 1),
comme c’est vrai pour tout k il appartient & la tribu assumptotique de Z,,. Comme les v.a sont
indépendantes la loi du 0 — 1 s’applique et donne P(S,, —, 0 +00) € {0,1}.

2. Par parité de la loi de S, P(S,, =00 +00) = P(=S, —nseo +0) = P(S) —nsee —00).

P(S;, = nsoo +0) = 1/2(P(S) = nsoo +00)+P(Sh = nseo —0)) < 1/2P(S,, —n 00 £00) < 1/2

par la question précédente (et union disjointe) et donc vaut 0 par 1.



