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Correction du Contrôle continu 1

Exercice 1 (5 points) Soient X, Y : Ω → IN des variables aléatoires indépendantes de même loi
géométrique de paramère p donnée par P (X = n) = P (Y = n) = (1− p)pn, n ≥ 0.

1. La mesure PX =
∑∞

n=0(1− p)pnδn loi de X.

2. Par transfert dans le cas discret, on a

E(X) =
∞∑
n=0

(1− p)pnn = (1− p)p
∞∑
n=1

npn−1 = (1− p)p d
dp

∞∑
n=1

pn = (1− p)p d
dp

1

1− p
=

p

1− p

3. {X > Y } = (X − Y )−1(]0,∞[) est l'image inverse d'un ouvert (donc d'un borélien) par une
fonction mesurable (X − Y ) donc est mesurable. Calculons P (X > Y ) par transfert (où en
décomposant cet évènement en union dénombrable)

P (X > Y ) =
∞∑
k=0

∞∑
l=k+1

P (X = l > Y = k)

Par indépendance on déduit : P (X > Y ) =
∑∞

k=0

∑∞
l=k+1 P (X = l)P (Y = k) = (1 −

p)2
∑∞

k=0

∑∞
l=k+1 p

lpk Donc en sommant les séries géométriques :

P (X > Y ) = (1− p)2
∞∑
k=0

pk+1

1− p
pk = (1− p)p 1

1− p2
=

p

1 + p
.

4. Par transfert E[eiXt] =
∑∞

n=0(1− p)pneint = 1−p
1−peint .

5. Calculons la fonction de répartition de min(X, Y ) en utilisant l'indépendence et P (X ≥ k) =∑∞
l=k(1− p)pl = pk :

P (min(X, Y ) ≥ k) = P (X ≥ k et Y ≥ k) = P (X ≥ k)P (Y ≥ k) = p2k

On retrouve la même valeur que pour X avec p remplacé par p2 donc comme la fonction de
répartition caractérise la loi, min(X, Y ) est de loi géométrique et raison p2 donc on déduit du

2 par transfert puis indépendance E(min(X, Y )) = p2

1−p2 .

6. Soit Z = min(X, Y ) ∈ IN, T = |X − Y | ∈ IN. Montrer que (Z, T ) sont indépendants. On
calcule si t 6= 0

P (Z = z, T = t) = P (X = z, Y = t+ z) + P (Y = z,X = t+ z) = 2(1− p)2pt+2z

P (Z = z, T = 0) = P (X = Y = z) = (1− p)2p2z

En sommant sur zP (T = 0) =
∑∞

z=0(1− p)2p2z = 1−p
1+p

donc on a :

P (T = 0)P (Z = z) =
1− p
1 + p

p2z(1− p2) = (1− p)2p2z = P (Z = z, T = 0)
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De même P (T = t) =
∑∞

z=0 2(1− p)2pt+2z = 21−p
1+p

pt et

P (T = t)P (Z = z) = 2
1− p
1 + p

p2z(1− p2)pt = 2(1− p)2p2zpt = P (Z = z, T = t)

On déduit donc que Z, T sont indépendantes.

Exercice 2 (5 points)
Soit U une variables aléatoire de loi uniforme sur [0, 1]. On rappelle que 1A est la fonction indi-

catrice de A. On pose pour n ≥ 2. Xn = 1{U≤ 1
n2 } + 2.1{U≥(1− 1

n2 )},

1.

P (Xn = 1) = P (U ≤ 1

n2
) =

1

n2
, P (Xn = 2) = P (U ≥ (1− 1

n2
)) =

1

n2

et Xn : Ω→ {0, 1, 2} donc la loi est PXn = 1
n2 δ1 + 1

n2 δ2 + (1− 2
n2 )δ0

2. Calculer E(X2
n) = 1

n2 + 22

n2 = 5
n2 .

3. Appliquons le lemme de Borel-Cantelli à An = {ω : |Xn(ω)| ≥ 1}.
P (An) = 2

n2 Donc par une série de Riemann
∑
P (An) <∞ donc par Borel-Cantelli P (lim supAn) =

0 donc P (lim inf Ac
n) = 1.

4. Soit Y = limn→∞ supk≥n |Xk|.
Or Ac

n = {|Xn(ω)| = 0} donc

lim inf Ac
n = {∃k∀n ≥ k|Xn(ω)| = 0} = {∃k sup

n≥k
|Xn(ω)| = 0} ⊂ {Y = 0}

car la suite supk≥n |Xk| est décroissante donc si elle vaut zero, elle tend vers 0.

Donc par complémentaire P (Y > 0) = 0 et donc Xn converge donc p.s. vers 0.

Exercice 3 (4 points)
Soit (Zn)n≥1 une suite de variables aléatoires indépendantes identiquement distribués de loi ex-

ponentielle PZn(dz) = e−z1[0,∞[(z)dz. On pose Sn = Z1 + ...+ Zn.

1. Montrons que P (Sn →n→∞ +∞) ∈ {0, 1}. (On pourra utiliser la loi du 0 − 1){Sn →n→∞
+∞} = {Zk + ... + Zn →n→∞ +∞} ∈ σ(Zl, l ≥ k) donc en prenant l'intersection sur k,
{Sn →n→∞ +∞} est dans la tribu assymptotique de la suite de variables aléatoires indépen-
dantes identiquement Zn, donc on peut appliquer la loi du 0-1 et P (Sn →n→∞ +∞) ∈ {0, 1}.

2. E(Z1) = E(|Z1|) = 1 donc la loi des grands nombres s'applique et P (Sn

n
→n→∞ E(Z1) = 1) =

1

3. P (Sn →n→∞ +∞) = 1, car Sn

n
→n→∞ E(Z1) = 1 implique Sn ' n→∞.

4. Déterminons la limite

lim
n→∞

∫
IRn

+

n

n+ (x1 + ...+ xn)
e−x1dx1...e

−xndxn = lim
n→∞

E(
1

1 + Sn

n
)
).

Or la fonction 1/(1 + x) est continue donc l'application de la LGN donne 1

1+Sn
n

)
→ 1/2 p.s.

et la suite est dominée car 1/(1 + x) est borné par 1, donc par le théorème de convergence
dominée de Lebesgue,

E(
1

1 + Sn

n
)
)→ 1

2
.
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