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L3 MASS 61 Probabilités
Correction du Controéle continu 2
Exercice 1 (3 points)
Soit (X, )n>1 une suite de v.a. indépendantes avec X,, de loi normale N'(0,n) et T, = £ > | X
1. Par indépendance (pour ’additivité) puis calcul, la variance est

unﬂ—”ﬂEIVMA@ E:k_

k=1
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, X;,) est un vecteur gaussien (par indépendance) donc la combinaison linéaire 7, est une

2. (Xy,...
variable gaussienne, N (0, ("Q—J;I)) Par le cours, sa fonction caractéristique

t2(n+1) 2

Op (t) =€ T —, 06 1.

C’est la transformée de Fourier d’une loi N(0, %) donc par le théoréme de Paul Lévy, c’est la

limite en loi de T;,.
Exercice 2 (4 points) Soit (X,Y) un v.a. de loi Pixy) = —5{(0 1y + 5{ 01} + 6{ L)}

1. Px = 3500+ 501, Py = 30_1 + 261.
2. Soit Z de méme loi que X ; T' de méme loi que Y avec Z,T indépendants. Par indépendance

1 1 1
EZIT)=E(Z)=-. l—=-—
(ZIT) =B(Z) = 5.0+ 1.5 =
3. Par la formule du cours
E(Xl{y:_1}> E(X]_{yzl})
— S L{vy=1}-

BN =py = o= " Ty o)
Or, X = Tpyony, B(XTiy— 1) = P((X,Y) = (1,~1)}) =0,
E(X1(y_1)) = P((X,Y) = (1,1)}) =  Donc

12 _2

Exercice 3 (7 points + Bonus 1 point)

Soit (X7, Xy, X3) un vecteur gaussien de 101 N(m,T) Soit Y = (Y1,Ys,Y3) = A(X1, X, X3), avec

1 11 0 0
—(L1,DetT=[12 2 |etd=[ -1 1 0
1 2 3 -1 1
1. En extrayant la moyenne et la covariance X; ~ N (1, 1) donc de densité f(z) = \/szﬂexp(—@).
1 0 0 1 00
2. Coo(Y)=ATAT" = -1 1 0 1 1 0 | = I3 (matrice identité).
0 -1 1 1 11



. Y est un vecteur gaussien comme image par une application linéaire du vecteur gaussien X,
donc Y] = X et Yo = X5 — X sont indépendantes car Cov(Y7,Y3) = 0.

. Comme expliqué Y est un vecteur gaussien N ((1,0,0), I3) donc de densité (comme celle de 3
variables gaussienne indépendantes)

12 2 2
Sy (Y1, v2,y3) = (\/21_7036@0(_(% 1) 2+ y2+y3),

11

(X1, Xa) ~ N((1,1),C)C = ( 12

(X1, X5) admet pour densité

)Ordet(C’)zQ—l:l;éO,Cl:( 2 _1)donc

1 20y — 12 + (22 — 1) = 2(z1 — 1)(z2 — 1)

[z, 22) = %exp(—

. Soit Z = Y3 + Y{. Par transfert et indépendance

2t+1)(a*+y*), 1
2 >_(2t+1)

E(exp(—tZ)) = m(% +1) /da:dyexp(—

en utilisant la densité de la loi N (0, (2t+1) ) Or 3 [F exp(—tz —z/2)dz = ( donc par égalité

2t+1
des transformées de Laplace Z est de loi exponentlelle de parametre 1/2 (moyenne 2).

. Soient a > 0 et (N7, Ny, N3) des variables indépendantes identiquement distribuées de loi
N(0,1). Par indépendance

P max(| M, [N, [Ns[) < a] = P(IN1| < a) P(IN2| < a)P(INs| < a).

Or P(IN;] <a) = [*, V%?exp(—ﬁ/Q)dt et exp(—t?/2) <1 < 1 donc

i \/7
1 a

P(IN;| <a) < 5/ dt = a.

. Bonus (1 point) On a vu que (Y7, Y2, ¥3) sont indépendantes N(1,1), N (0

(N1, Na, N3) = (Y1—1, Y5, Y3) sont indépendantes et NV (0, 1) done P(T < a) <
précédente.

) et NV(0,1) donc
a?

par la question



