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Correction du Contrôle continu 2

Exercice 1 (3 points)
Soit (Xn)n≥1 une suite de v.a. indépendantes avec Xn de loi normale N (0, n) et Tn = 1

n

∑n
k=1 Xk.

1. Par indépendance (pour l’additivité) puis calcul, la variance est

V ar(Tn) =
1

n2

n∑
k=1

V ar(Xk) =
1

n2

n∑
k=1

k =
n(n+ 1)

2n2
.

2. (X1, ..., Xn) est un vecteur gaussien (par indépendance) donc la combinaison linéaire Tn est une
variable gaussienne, N (0, (n+1)

2n
). Par le cours, sa fonction caractéristique

ΦTn(t) = e−
t2(n+1)

4n →n→∞ e−
t2

4 .

C’est la transformée de Fourier d’une loi N (0, 1
2
) donc par le théorème de Paul Lévy, c’est la

limite en loi de Tn.

Exercice 2 (4 points) Soit (X, Y ) un v.a. de loi P(X,Y ) = 1
4
δ{(0,−1)} + 1

4
δ{(0,1)} + 1

2
δ{(1,1)}.

1. PX = 1
2
δ0 + 1

2
δ1, PY = 1

4
δ−1 + 3

4
δ1.

2. Soit Z de même loi que X ; T de même loi que Y avec Z, T indépendants. Par indépendance

E(Z|T ) = E(Z) =
1

2
.0 + 1.

1

2
=

1

2

3. Par la formule du cours

E(X|Y ) =
E(X1{Y=−1})

P (Y = −1)
1{Y=−1} +

E(X1{Y=1})

P (Y = 1)
1{Y=1}.

Or, X = 1{X=1}, E(X1{Y=−1}) = P ((X, Y ) = (1,−1)}) = 0,
E(X1{Y=1}) = P ((X, Y ) = (1, 1)}) = 1

2
Donc

E(X|Y ) =
1/2

3/4
1{Y=1} =

2

3
1{Y=1}.

Exercice 3 (7 points + Bonus 1 point)
Soit (X1, X2, X3) un vecteur gaussien de loi N (m,Γ) Soit Y = (Y1, Y2, Y3) = A(X1, X2, X3), avec

m = (1, 1, 1) et Γ =

 1 1 1
1 2 2
1 2 3

 et A =

 1 0 0
−1 1 0
0 −1 1

.

1. En extrayant la moyenne et la covarianceX1 ∼ N (1, 1) donc de densité f1(x) = 1√
2π
exp(− (x−1)2

2
).

2. Cov(Y ) = AΓAT =

 1 0 0
−1 1 0
0 −1 1

 1 0 0
1 1 0
1 1 1

 = I3 (matrice identité).
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3. Y est un vecteur gaussien comme image par une application linéaire du vecteur gaussien X,
donc Y1 = X1 et Y2 = X2 −X1 sont indépendantes car Cov(Y1, Y2) = 0.

4. Comme expliqué Y est un vecteur gaussien N ((1, 0, 0), I3) donc de densité (comme celle de 3
variables gaussienne indépendantes)

fY (y1, y2, y3) =
1

(
√

2π)3
exp(−(y1 − 1)2 + y22 + y23

2
).

5. (X1, X2) ∼ N ((1, 1), C)C =

(
1 1
1 2

)
Or det(C) = 2 − 1 = 1 6= 0, C−1 =

(
2 −1
−1 1

)
donc

(X1, X2) admet pour densité

f(x1, x2) =
1

2π
exp(−2(x1 − 1)2 + (x2 − 1)2 − 2(x1 − 1)(x2 − 1)

2
)

6. Soit Z = Y 2
2 + Y 2

3 . Par transfert et indépendance

E(exp(−tZ)) =
1

2π(2t+ 1)
(2t+ 1)

∫
dxdyexp(−(2t+ 1)(x2 + y2)

2
) =

1

(2t+ 1)

en utilisant la densité de la loi N (0, 1
(2t+1)

) Or 1
2

∫∞
0
exp(−tz− z/2)dz = 1

(2t+1)
donc par égalité

des transformées de Laplace Z est de loi exponentielle de paramètre 1/2 (moyenne 2).
7. Soient a > 0 et (N1, N2, N3) des variables indépendantes identiquement distribuées de loi
N (0, 1). Par indépendance

P [max(|N1|, |N2|, |N3|) ≤ a] = P (|N1| ≤ a)P (|N2| ≤ a)P (|N3| ≤ a).

Or P (|Ni| ≤ a) =
∫ a
−a

1√
2π
exp(−t2/2)dt et exp(−t2/2) ≤ 1, 1√

2π
≤ 1

2
donc

P (|Ni| ≤ a) ≤ 1

2

∫ a

−a
dt = a.

8. Bonus (1 point) On a vu que (Y1, Y2, Y3) sont indépendantes N (1, 1),N (0, 1) et N (0, 1) donc
(N1, N2, N3) = (Y1−1, Y2, Y3) sont indépendantes etN (0, 1) donc P (T ≤ a) ≤ a3 par la question
précédente.
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