Université Claude Bernard Mathématiques
L3 MASS 61 Probabilités 2014-2015

Correction du Contréle continu
Mercredi 3 juin 2015

Exercice 1 (4 points)
Soit (X,)n>1 une suite de variables aléatoires réelles indépendantes avec X, de loi normale
N(0,4/n), c’est-a-dire de moyenne 0 et de variance \/n. Soit

Y,=) =k

1. %2 est normale de moyenne 0 et de variance E( Xi n) = E(f’%) = \/iﬁ Sa densité est 4/ ‘;—fea:p(—

%
2. Par le point précédent H 2|3 = \/ﬁ — 0 donc 7% converge dans L? vers 0.
3. )\j—’i sont indépendants comme X, et i.i.d de loi le carré d’une loi N'(0, 1), qui est intégrable avec
E(%) = 1. D’apres la loi des grands nombres % converge donc p.s. vers 1.
4. Comme )\;E i.i.d et dans L? avec Var(f;) = E((ﬁ—%)2 —-1)= M —1=3%_1=2
On déduit du TCL que Y’\lf converge en loi vers une loi NV(0, 2)
5. On considére € > 0. Par I'inégalité de Markov
E(XS 15

_ 6 6,3
P(|Xn’ Z 6\/%) - P<|Xn| 2 €En ) S €6n3 - Eﬁn\/ﬁ.

6. Comme Y P(|X,| > ey/n) < co pour tout € > 0 (par une série de Riemann), on déduit du

lemme de Borel-Cantelli que )\iﬁ converge p.s. vers (.

Exercice 2 (4 points)
Soit (X7, X5) un vecteur gaussien de loi N'(0,T") avec

11
(1)
4/3  —1/3
-1/3 1/3
2. Cov(Xy, X3) =1# 0 donc X, X5 ne sont pas indépendants.

3. On sait que F(X;|X3) = AX, car (X1, X3) est un vecteur gaussien centré et par le théoréme
du cours. Il suffit donc d’utiliser la relation 1 = F(X;X3) = AE(X3) = 4\,

4. Que vaut B((X; — X2)2) = B(x2) 4 280 _ BXX) g g 4139
5. Pour appliquer le théoréme du cours on calcule E(Y?) avec Y ~ N(x,
2? +Var(Y) = 2 + 3 = f(x). Par le théoreme du cours E(X?|X,) = f(E

4$%+x§—2z1$2 )

1. det(T) =4-1=3+#0,T"1= ( ) donc (X7, X3) a une densité ﬁgexp(— -

»le

2). Donc E(Y?) =

X2412
(X1]X2)) = =2,



6. (X1, Xs — Xj) est un vecteur gaussien centré comme image par 'application linéaire (x,y) —
(x,y—x) de (X1, Xs). Comme E((Xs—X;1)X;) = 1—1 = 0 donc Xy, Xy— X sont indépendants
donc E(Xl‘XQ — Xl) = E(Xl) = 0.

Exercice 3 (6 points+Bonus : 2 points) Soit (X,,) |\ une suite de variables indépendantes de
loi exponentielle
Px,(dz) = e 1o oof(x)dux.

On consideére la filtration F,, = o(Xq, ..., X,,).
On définit
Z, =max(0, X, — 1).
Soit
Sy =142+ ...+ Zn,
Y, = (max Xk) — ﬁ
ke(l,n] e

1

On peut interpréter Y,, comme le gain de la vente d’une maison a l'instant n si on paye e~ euros a

I’agent immobilier par jour pour faire visiter la maison une fois par jour et que X}, est la proposition
de l'acheteur du k-éme jour.

1. On définit la mesure p(dz) = (1 — 1)dg + e~ 1jg oo(2)da. Calculons la fonction de répartition
de Z,. P(Z, <0)=0=p(] —0,0]), P(Z,=0)=P(X,<1)= fol e *dr=1—e1 = pu({0})
et pour z >0, P(Z, <z)=P(X,<1+x)= OH‘T eVdy=1—e*!

Orp(]—oo,z]) =(1-3)+ [Jetdt=1-3)+1t—e "' =P(Z, <z).
Par identification, on déduit donc la loi Py, (dz) = (1 — £)dg + e g oof(2)dux.

2. Soit V,, = S, — %, on déduit par modularité et indépendance de Z,; par rapport a JF,, que
1 1
E(Vn+1|]:n) - E(Vn + Zn+1 - E|Fn) - Vn + E(Zn+1) — E

Or par transfert E(Z,41) = [, xe™* tde = [—ze ™ ' —e "5 = e donc E(Vyy1|Fa) = Va
qui est bien une martingale.

3. Soit 7 un temps d’arrét avec E(7) < co. Pour utiliser le théoréme d’arrét optionnel de Doob, on
vérifie 'hypothése sur les incréments et par indépendance E(|V,11—V,||Fn) = E(|Vii1 —Va|) <
E(Zp11) + 1 = 2 qui ne dépend pas de n, Or comme E(7) < 0o, P(r < 00) = 1 donc comme
V,, est une surmartingale E(V;) = E(V;1,co) < E(Vp) = 1.

COmme —V,, est aussi une surmartingale, on a méme aussi E(V;) < —FE(Vp) = —1 on a donc
égalité.
Or par l'inégalité entre norme ||.||» et norme ||.||; :

n n
Y, =1 X, —-1))-=<1 0,X, -1 | ——=V,
(e on) fere | 3 meonow)

Donc E(Y;) < E(V;) = 1.

4. Soit
T =inf{n € IN", X,, > 1}.

Montrer que {T'<n} ={X; <1,..X,-1 <1,X, > 1} € F, donc T est un temps d’arrét.

2



5. (Bonus : 1 point) Montrons que 7" est une temps optimal de vente (parmi les temps d’arrét
intégrable).

=Y kP(T=k)=> nP(X;<1,.X, 1 <1, X,>1)=)Y nP(Z =01,..Z1=0,Z,>0)

n=1

Or par indépendance et identification de la loi de Z,, :
= 1
P(T < o) Z n < 00
n=1

(comme 'espérance d’une loi géométrique).
On calcule . .
=Y E(lraYi) = ) E(lixi<i,.xom <1510 Ya):
k=1

n=1
Or sous I'événement {X; <1,..X, ;1 <1, X, > 1}, Y, = X,, — 2 donc par indépendence

oo
n

1., n
E(lix <1, X, 1<1,x,513(Xn — =) = Z(l - E)” "E(lx, sy (X, — 141 — E))

WE

E(Yr) =

n=1
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6. Par indépendance et identité des distributions E(e™") = e ' [, E(e=%) = e ' [E(e~ %)™
Par transfert E(e™?) = (1—3) + e [T e *de = (1—- 1) + e_l[—2]8° =(1-4)

7. Par modularité puis indépendance on a

1 —n—1 1 -1
1 —n—1
E(Wyii|Fn) == <1 — %) e=Sn B(e=?m 1)

Donc E(W,,1|F,) = (1 — 2—16)_n e~ = W, donc il s’agit d’une martingale.
8. Comme W,, est une surmartingale positive, elle a une limite p.s.

9. (Bonus : 1 point) E(W,) =1 ne tend pas vers 0 donc si on voit que W, tend p.s. vers 0, on
conclut qu’elle ne converge pas dans L!. (sinon sa limite serait 0 et W, ne tend pas vers 0 dans
L' d’apres E(|W,|) = 1).

Or £(S, +nln(l — 5-)) est une somme de v.a. i.id. dans L' d’espérance, E(Z,) +In(1 — 55) =
2 +In(1—5) > 0 (car 1 —In(2) > In(1—z)+2x > 0 sur  €]0, 1/2[ car la fonction est croissante

sur cet intervalle et vaut 0 en 0) donc (S, + nln(1 — i) — 400 p.s. donc en appliquant e~*,
W, — 0 p.s. ce qui conclut.



