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Feuille de TD 1
Théoreme de transfert, Lois et Indépendance.

Toutes les variables aléatoires (v.a.) sont définies sur le méme espace de probabilité
(Q,%, P).

Exercice 1

Soit X : Q@ — {—2,1} une v. a. de Bernoulli de loi Px = (1/3)d_o + (2/3)d;1.
1.-Calculer lintégrale [ |X|dP.

2.-Montrer que pour tout entier n > 1 I'intégrale [ X"dP existe et calculer sa valeur.
3.-On fixe un nombre entier n > 1 puis on note ¥ = X" + 1. Montrer que Y est une
variable aléatoire de Bernoulli et explicitez sa loi et calculer 'intégrale f_t: 2dPy (z).

Exercice 2

Soit U : Q — [0, 1] une variable aléatoire de loi Py définit par Py(B) = Leb(B N[0, 1)),
ol Leb est la mesure de Lebesgue; on dit que U a pour loi la loi uniforme de I'intervalle
0, 1].

1.-On fixe a > 0. Calculer la valeur de intégrale [U®dP .

2.-On fixe a > 0 puis on note V' = U“. Explicitez la loi de la v. a. V : Q@ — [0, 1].

3.- Calculer 'intégrale fol r?dPy (7).

4.- Soit U’ : Q — [0, 1] une seconde v.a. indépendante de U et de méme loi.

(i) On pose B = {w € Q;U'(w) > U(w)}. Montrer que 1’ensemble B appartient a la tribu
Y. Calculer sa probabilité P(B).

(ii) On pose V = U’ —U. Explicitez la loi de la variable aléatoire V. Calculer Py ([0, 400[).

Exercice 3
Soit U : 2 — [0, 1] de loi uniforme. Donnez la loi delav.a. X = —2.1j91/3/(U)+1j1/3.1(U).

Exercice 4

Soient X, Y : 2 — {—2,1} deux variables aléatoires indépendantes de Bernoulli de lois
Py =Py = (1/3)0_2+ (2/3)4;.

1.- Calculer la valeur de l'intégrale [(X +Y)?dP.

2.- Explicitez la loi de la variable aléatoire Z = X +Y et calculer 'intégrale [ 2?dPy(x).

Exercice 5
Soit U : Q@ — [0, 1] une variable aléatoire de loi uniforme. On pose

X = —1[0’1/4[(U)+1[1/4’1/2[(U>, X/ = —1[1/2’3/4[((])4—1[3/4’1](U) et A = {w € Q,X(W) = X/(OJ)}

1. Montrer que P(A) = 0, puis que Px = Px.
2. Etablir que [ XX'dP = [ XdP x [ X'dP.
3. Montrer que les variables aléatoires X et X’ ne sont pas indépendantes.

Exercice 6 Soit X une variable aléatoire de loi de Poisson de parametre A > 0 : Vn € IN

AT

P(X=n)=e oy

1. Donner la loi Px de X
2. Calculer E(X) puis la fonction caractéristique ®x ()
3. On pose Y = (—1)X. Donner la loi de Y.
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4. Soit Z ume autre v.a. de Poisson de parametre u > 0. Calculer E[e®**2)]. En
déduire la loi de X + Z.

Exercice 7 Calculs de Fonctions caractéristiques.
Soient X7, Xo, X3, Xy v.a. indépendantes de loi normale N(0,1).

1. Trouver la fonction caractéristique de Y de loi Py (dy) = Le7¥ldy.

2. En déduire la fonction caractéristique d’'une variable Z de loi de Cauchy i.e. Pz(dz) =
1
)] dz.
3. Trouver la fonction caractéristique de X;.X5.
4. Déterminer la fonction caractéristique et la loi de la variable X; X5 + X3Xjy.

5. Trouver la fonction caractéristique de X qui suit une loi exponentielle de parametre
A> 0.

6. Quelle est la loi de la variable aléatoire | X7 X5 + X3X4|? Trouver sa fonction ca-

ractéristique.

Exercice 8
Soit (X,,)n>1 une suite de variables aléatoires indépendantes. On veut montrer I’équivalence :

P(sup X,, < o0) =1 <= JA > 0 tel que ZP(X” >A) < o0

n=1 n=1

1. Soit A > 0 fixé. On pose A, = {X,, > A} et on suppose Y~ P(X, > A) < cc.
Que déduit-on du lemme de Borel-Cantelli ?

2. On suppose maintenant y -, P(X,, > A) = co. Montrer que

P(sup X, > A) = 1.

n=1
3. Conclure.
Exercice 9 Suites de variables de Bernoulli
Soit (X,,) une suite de v.a.indépendantes avec pour p,, € [0,1] : Px, = pnd1+(1—p,)do.
1. Montrer que (X,,) converge vers 0 en probabilité si et seulement si lim p,, = 0.

2. Montrer que (X,,) converge vers 0 presque surement si et seulement si »  p,, < 400.

Exercice 10
Soit (X,,) une suite de variables aléatoires i.i.d. positives non nulles.

1. Montrer que P(}°7°, X; = +o00) =1
2. On suppose a partir de maintenant que les X; suivent des lois exponentielles X;(P) =
e "1(0,00)(x)dx. Montrer que Va > 1, P (hm SUD,, s 4 o0 % < a) =1.

3. Montrer que P <lim SUD, oo Togs = 1) = 1.

4. En déduire que P (lim SUD,, 4 o0 I‘S{T"n = 1) =1

Exercice 11 Loi des grands nombres Déterminer, sans calcul, les limites suivantes :
1. lim,,— oo f[Ovl}" f(BFt2u)dyy . dx, pour f une fonction continue sur [0, 1].

2. 1m0 3 opo CRP*(1—p)"* F(£) pour f une fonction continue sur [0,1] et p € [0, 1].

3. limy o0 D g€ ™ (’\]Z)kf(g) pour f une fonction continue bornée sur IR et A > 0.



