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FEUILLE DE TD 3 : Vecteurs Gaussiens.

Exercice 1. Soit X et e deux v.ai., X ~ A47(0,1), e(P) = (d_1 +d1)/2 et a > 0.
On pose Y = X1{|X\§a} - Xl{\X|>a,} et Z =¢eX.
1. Montrer que Y ~ A47(0,1) et Z ~ A47(0,1).
2. Mont ’ d t X Y t z ’est i

- Montrer qu’aucun des vecteurs { 7, |, | , ]e y ) West gaussien.
Indication : Considérer dans chaque cas la probabilité que la somme des coordonnées soit nulle.
Exercice 2. Soit X et Y deux v.a.i. de loi .47(0,1).

1. Soit Z = max(X,Y). Calculer EZ.

Y
2. Soit T = —.
ol X
(a) Montrer que T suit la loi de Cauchy.
i 1 T 1
(b) Montrer que T ot T En déduire que E( 1_|'_ ||T|) =3
X1 +Xo+ X3
. . . . . X, — X5
Exercice 3. Soit X7, X5 et X3 trois v.a.i. de loi A47(0,1) et V = X0 X
2 — X3
X3 —Xy

1. Calculer la loi du vecteur V.

2. En déduire que les v.a. X7 + X + X3 et (X7 — X2)? + (Xo — X3)% + (X3 — X1)? sont indépendantes.

Y1 X1 —2Xo
Exercice 4. Soit X7, X5 et X3 trois v.adi. de loi #(0,1) et Y = [ Y> =| Xi+Xo+ X3
Y3 Xo— X3
1. Calculer la loi du vecteur Y.
2. Calculer la loi de T' = Y2/3 + Y2 /2.
X, 2 2 -1 =2
Exercice 5. Soit X = | X3 | unvecteur gaussiendeloi A4 (m,I'),oum=| -1 |etI'=| -1 2 -2
X3 1 -2 -2 8
X, — Xy + X
Calculer la loi du vecteur Y = 2Xy — X5
Xl + X2 — 2X3

_ 1 =n _
Exercice 6. Soit (Xj)1<k<n une suite de v.a.ii.d. On pose X = = > X, et S =
o N =1

1. On suppose dans cette question que la loi des v.a. X est 470, 1).
On considére alors une matrice orthogonale A = (a; ;)i1<i j<n telle que ay j = 1/y/npour 1 < j <neton

n
pose, pour 1 <k <n, Y, =Y a;;X;
j=1

é(xk _X).

S|

(a) Montrer que (Y%)1<r<n une suite de v.a.i. de loi .47(0,1).
(b) En déduire que X et S sont indépendantes. Préciser les lois de X et de nS

2. On suppose dans cette question que les v.a. X sont de moyenne 0, de variance 1 et de fonction caracté-
ristique . On suppose aussi que X et S sont indépendantes. On note S =nX et T = nS.
(a) Soit t € R. Montrer que E(Te*) = E(T)Ee™?).
(b) Montrer que ’égalité ci-dessus s’écrit
—(n = 1" () ()" + (n = 1)(¢" (1)) ((t))" 2 = (n — 1) (p(t))".
(c) Soit I le plus grand intervalle contenant 1’origine sur lequel ¢ ne s’annule pas et v la fonction définie

¢'(t)
sur I par ¥(t) = .
par ) (t) o)
Montrer que la relation de (b) s’écrit ¢’ (t) = —1. En déduire que la loi des v.a. Xj est 47(0,1).




Exercice 7. Soit X une v.a. de fonction caractéristique ¢ et, pour tout n > 1, X,, une v.a. de loi A (my,, U,Ql)
. e . L. ; 2,2 .
et de fonction caractéristique ¢, définie par ¢, (t) = e™nte= =72 On suppose que la suite (X,,),>1 converge en
loi vers X.
1. Montrer que la suite (02),>1 converge vers un réel positif o2.
2. Montrer que, pour tout ¢ € R, la suite (e“"“’),,zl converge puis que la suite (my),>1 elle-méme converge
vers un réel m. En déduire que la v.a. X est gaussienne et que EX2 — EX2.

3. Soit Y une v.a. de loi 47(0,1) et, pour tout n > 1, Y, = (—1)"Y. Vérifier (Y,,),,>1 est une suite de
variables gaussiennes convergeant en loi vers Y mais qu’elle n’est pas convergente dans L2.

Exercice 8
Soit (X;,)n>1 une suite de v.a. réelles indépendantes de loi Normale N(0,1). Déterminer la limite en
loi de la suite

1 n
Y, = WZ/C X
k=1

Exercice 9
Soient X,Y, Z des v.a. i.i.d. de loi normale A/(0,1). On définit
U— X+YZ
V1422

Montrer que U et Z sont i.i.d.

Exercice 10 Théoréme de Bernstein
Soient X et Y deux v.a. réelles indépendantes et telles que X +Y et X —Y soient indépendantes. On
cherche & montrer que X et Y sont des v.a. gaussiennes.

1. Soit v la fonction caractéristique de X + Y, montrer que pour tout (u,v) € IR?, y(u+v)y(u—v) =
Y(w)?|y(v)[2.

2. Soit Z une v.a. indépendantes de X +Y et de méme loi que —(X +Y"). Soit § la fonction caractéris-
tique de X+Y +Z, montrer que §(u+v)d(u—v) = 6(u)?6(v)?. En déduire que G = {t € R | §(¢) # 0}
est un groupe, puis que G = IR. Déterminer enfin § et |7|.

3. Soit g(t) = %, montrer que pour tout (u,v) € R?, g?(u+ v) = g(u)?g(v)>.

4. Montrer que g%(u) = exp(2imt), m € IR. Pour cela, on montrera que si f(z) = (;KgQ(t)dt, il existe
a tel que f(a) # 0, puis que g2(z) = W et enfin que g2 est dérivable.

5. Montrer que X et Y sont gaussiennes, puis généraliser ce résultat a des variables a valeur IR%.



