TD6 Distribution

Exercice 1.
1.

SR ol

6.
Correction

1.

3.

Déterminer les dérivées premiére T' et seconde T"

TX [-1,1]

Try(_., aVeC f de classe C*
T

Tx

TH(x) sin(x)

TH(x) cos(x)
exercice 1

Premiére méthode :Ty _ . (¢) = —T_, ,(¢") = — Jax-17(0) @' (x)dx = —f_llfp’(x)dx =
~[p()]L; = —o(D) + (-1 = 5_1(p) — 81(p)

Donc T)é[—m] =46_4—0;
Seconde méthode si f est C1 par morceaux avec des sauts en —1 et 1, ce qui est le cas de f(x) =
X[-1,1]

Ty =Tf =T +AF(=1D6_ + Af(1)8; =0+ (1= 0)6_; + (0~ 1)& =61 — &
Donc T)g’[_m] =6.,—-90;

Premiére méthode

1
T = T @) = = [ As 1 0 @dx = = | 9" )ax

R

- ([f(x)q)(x)]ll -| f'<x><p(x)dx)
-1

=—fDe) + fF-De(-D) + Ty, (@)
= —f(D8:(®) + f(=D)8_1(p) + Tyry,_, ,(®)
Donc Ty, = —f(D8 + f(=D8_1 + Tpry
Seconde méthode
Tf'x[_l,l] — T(f)([—1,1])’ + (f(_1+))([—1,1](_1+) — f(—l‘))([—m](—l")) 5_1

+ (A1) = FA A1) 8 = Tpry |+ F(=16_, = F(1)S;

Tf’;{[_m] =—f(Dé; + f(=1)6., + Tf’X[—1,1]
D’aprées la premiére partie de la question, appliquée a f' au lieu de f
Tf'X[_Ll] =—f'(D& + f'(-1)6_1 + Tf”x[_lll]
Alors

Ty = —FD8] + F(=1)8L, — f/ (8 + f'(=D8_y + Ty

Premiére méthode

Teeo (@) = =T (@) = - fRE(x)go’(x)dx = —Zf

n

n+1

E(x)p'(x)dx = —Z Lnﬂn(p’(x)dx

nez nez
= — Z n Jnﬂ«)’(x)dx = - Z n(e(n+1) - pm)
nez ™ nez
= —Zn(p(n +1)+ chp(n)
nez nez

1



5.

Dans la premiére somme on fait le changement d’indice n’ = n + 1 donc

Y npm+ =Y @ - Dpm) = ) (1= Dy

nez n'ez nez
Par conséquent

Tha(@) ==Y (= Dpm) + Y npm = Y (<1 - D +me@) = Y o) = > 5,(¢)

nez nez nez nez nez

nez

D’ou

Seconde méthode

+co 400
Té(x) - Té(x) + z (E(n+) - E(n_))(Sn =0+ Z (n+1- n)5n = Z On

n=-—oo n=-—oo nez

Tiy = Z Sn

nez

Et alors

Premiére méthode
+00

0
Tig@) = ~Te @) = = [ Ilg' G == [ Ixlg'ax— [ lxlg/@ax
R —00 0
0 400 0 +00
=— —x¢'(x)dx — "(x)dx = "(x)dx — "(x)d
J._oo x@'(x)dx .]; x@'(x)dx J._ooxqo (x)dx fo xp'(x)dx
0 +00
= o — [ pCdx = oG+ [ o)
—c0 0
0 +00 0 +00
= —J (p(x)dx+j p(x)dx = —f H(—x)go(x)dx+j H(x)p(x)dx
—o0 0 —00 0

+ oo

- f H(=x)g(x)dx + j H@@()dx = ~Tien @) + Taeo (@)

Par conséquent T}y = —Ty(—x) + Tue) = Tao-H(-x)
Seconde méthode, on pose f(x) = |x|, Tjy = Ty + (£(0%) — £(07))8, = Ty
Six<oOalors f'(x) =—1=—-H(—x)etsix =>0alors f'(x) =1=H(x)
Donc f’(x) = H(x) — H(—x) et alors TIIxI = _TH(—x) + TH(x) = TH(x)—H(—x)
Puis

+00

0
T2 (9) = Tien @) = T (@) = f o' (x)dx — j o' (dx = (0) — (—p(0)) = 2¢(0)

= 280(¢)
Par conséquent T}y = 28,
Seconde méthode T}, = &,
Donc Ty (@) = Ty () = 8y(¢) sion pose H™(x) = H(—x)

+oo + oo

Ty-(@) = Ty-1(p) = (H(=0) p(x)dx = ] —H(—=x)p(x)dx = J —6o(—x)p(x)dx

— 00 —00

= —¢(0) = —6o(¢)
Ce qui entraine que
Th- = =6,
Puis que Ty = Tyy- — Ty = 25,
et 6. Premiére méthode



+00
Theysint @) = ~Tuosine @) = = [ HEsinG '@z = = [ sinG ¢/ @ax
R 0

+00 +oo

= — <[sin(x) P)]§* - f cos(x) (p(x)dx> = f cos(x) p(x)dx
0

0
= f H(x) cos(x) @(x)dx = Ty(x) cos(x) (@)

Donc Tlfl(x) sin(x) — TH(x) cos(x)
Avant de calculer la dérivée seconde de Ty (x)sin(x) ON Va calculer T;,(x) cos(x)
+00

sy costo (@) = ~Tao costy @) = = [ HE) cos@) @' == [ cos(@) 9’
R 0

+o0 oo

=— <[c05(x) P~ — j — sin(x) 90(x)dx> =¢(0) — f sin(x) @(x)dx
0 0

= 85(¢) — f H () sin(o) 9 (o) dx = 86(9) — T siney (@)

DONC Ty cosx) = %0 — TrEo) sinx)
On en déduit que Ty sincx) = (Theo sin) = (T cos) = Th) cos) = 0 = TrGo) sinx)-
144 ! ! ! !
Etque TH(x) cos(x) = (TH(x) cos(x)) = (60 - TH(X) sin(x)) = 66 - TH(x) sin(x) = 6(,) - TH(X) cos(x)
Seconde méthode, on pose f(x) = H(x) sin(x) et g(x) = H(x) cos(x)
T} =Ty + (F(0%) — (076 =Ty =T,
Autrement dit
Thex sine) = THE) cos(x)
Ty =Ty +(g(0") —g(07)8 = Ty + (H(0F) cos(0™) — H(07) cos(07))6y = T_f + 8o = —Tf + &
Autrement dit
TH(x) cos(x) = 6o — TH(x) sin(x)
Et que TI;,(x) cos(x) — 6(,) - TIZI(x) sin(x) = 5(,) - TH(x) cos(x)

Donc Tlfl(x) cos(x)((P) =—¢'(0) — Thx cos(x)((P) = 6p(p) — Thex cos(x)(QD) et
TIZI’(x) cos(x) — 6(I) - TH(x) cos(x)
Exercice 2.  Calculer les primitives des distributions suivantes
1. 6}
2. Tsgn(x) avec sgn(x), le signe de x.
(1+x)8,,a€R.
(14 x)?6y.
Le peine de Dirac= Y}, §(x — kT).
Tl/x/ﬁ'
7. (1+x)d;.
Correction exercice 2
1.

©o 0~ w

8o () = Ts, (@) = —Ts,(¢") = —j @' (x)8(x)dx = —¢'(0)

On cherche une primitive T, telle que :
+00

Ti(@) = ~T;(p") = — f o' (Of ()dx = — f 9" (0)86(x)dx

—00

f = 6y + ¢, c € R convient évidemment.



2. Premiére méthode

+co 0 400
Ty (9) = j_m o(sgnCdx = - pC0dx+ j 0 (0)dx

0 400
= @i + [ 20 e+ o0l - [ xp' ()
—oo 0

+oo

0 + 00 + 00
= +J x(p’(x)dx—] x@'(x)dx =f xH(—x)(p(x)dx—f xH(x)p(x)dx
—0 0 —o0

— 00
+00

__ f o' () (=xH (=) + xH(x))dx = — f o' () |xldx

—00

On cherche une primitive T; telle que :

/@) = Ty = -

+ oo

@' (x)f (x)dx

f(x) = —xH(—x) + xH(x) + c = |x| + ¢, c € R convient.
Seconde méthode d’apres I’exercice 1.
Ty = —Tu-x + Tueo = Tueo-n(-x)
Or
ngn(x) = TH(x)—H(—x)
Donc
Tix|+c, € € R convient.

(1+x)8,(p) = J (1+x)8,()p()dx = (1 + a)g(a) = (1 + a)da(9) = (1 + A)Ty,_q)(p)

= T(11+a)H(x—a)(§0)
Car fT(p) =T(fp) estappliquéa f(x) =1+xetT =4,
et The-a) (@) = ~Tu-ay (@) = = [[7 ¢’ (dx = —[p(0)]E* = ¢(@)
Résultats a savoir.
(1 + x)da = T(,1+a)H(x—a)
Les primitives de (1 + x)J8g SONt T(14q)H(x—a)+c € € R
4. Premiere méthode :
Onpose f(x) = (1 +x)?alors f'(x) = 2(x + 1)
(1+x)%8(p) = f63(p) = 86(fp) = =(f'9 + f")(0) = —f'(0)p(0) — f(0)"(0)
= =2¢(0) — ¢'(0) = —2Ty (@) + 6(9)
(1+x)%6y = 2Ty +6,+c,c€R
Seconde méthode ((1 + x)%8,)" = (1 + x)?84 + 2(x + 1)6,
Donc (1 + x)%265 = (1 + x)?8,) — 2(x + 1), = ((1 + 0)28,) — 2(0 + 1)6, = &, — 2T},
Méme conclusion
5, TER

+oo Rkl RIS
Tpeigne de piracT(@) = f p(x) Z 8o(x — kT) dx = z f @(x)6o(x — kT)dx
—0o0 koo Y —®

k=—0o0
+00 +00 +00 !
= z @(kT) = z Th -k (@) = ( Z TH(x—kT)(<P)>
k=—0o0 k=—co k=—o
Une primitive du peigne de Dirac est ¥4, Ty (—gr)



400 1 0 1 400 1
T = ——dx = ——d —d
ﬁ(@ j_w <p(x)\/m x J_m<p(X)\/__x X+J0 <p(x)\/§ x

0 +o00
= [—2\/—_x(p(x)](ioo — f (=2)V—=x¢@'(x)dx + [2\/§(p(x)];roo — f 2Vxq@' (x)dx
o 0

+ oo

2Vx' (x)dx = f+m2H(—x)\/—_x<p’(x)dx — f+m2H(x)\/§<p’(x)dx

= f(;Z\/—_x(P’(x)dx—fo

+o00

== | —2(HE0VE - HOWR)0' ()

_ f_w (H=W=X = HOONE)9 % = Ty i)

Donc H(x)vVx — H(—=x)v=x = H(|x|)VxZ2 convient.
Premiere méthode, on pose f(x) =1+ x
(1 +x)85'(9) = 65 (fo) = (=D*(fp)"(0) = (f"p + 29" + f@")(0) = 2f 9" + fp')(0)
= 2f"(0)¢"(0) + f(0)p"(0) = 2¢'(0) + ¢"(0)) = —280(¢) + 8¢ (¢)
Donc (1 + x)8y = —265 + 8y
Donc les primitives de (1 + x)&, sont —28, + 6y + ¢,c € R.
Seconde méthode ((1 + x)8y)" = (1 + %) 8y + 2(1 + x)'8, + (1 + x)6Y = 285 + (1 + )8}
Donc (1 + x84 = (1 +x)8,) — 2685 = (1 +0)8,)" — 284 = 6 — 28}
Méme réponse.

Exercice 3.  Résoudre I’équation u’ + au = T pour :
1. alx)=xetT =6,
2. a(x)=1etT=H
3. alx)=1—xetT =4,
Correction exercice 3
On rappelle que la dérivée d’une distribution est donnée par T'(¢) = —T(¢")

u' (x) + xu(x) = 6y(x)

x2
La solution générale de u'(x) + xu(x) = 0 est u(x) = Ae” z, avec A € R, il reste a trouver une

distribution qui soit une solution particuliere sous la forme : T, = T 2
Ax)e 2z
Comme pour les fonctions : Ty =Ty =T ,2
e28y(x)
+o00 xZ
Te  @=] o@eTad =) = p(0) =Ti(0)
e2 §p(x) —co
Donc Ty = T etalors A(x) = H(x) etT,, =T 2=T 2
Alx)e 2z H(x)e 2z
2 x2

X
La solution générale est : u(x) = Ae”z + H(x)e 2
. 1l faut résoudre 1’équation homogéne, u(x) = Ae™*. Ensuite il faut trouver une distribution qui soit
solution de 1’équation avec second membre de la forme : T;,, = Tj(x)e—>

Comme pour les fonctions : Ty = Tr = Toxpy(x)

Ty (@) = f o (e H(x)dx = f

+o0o

petdx = [*pClE" - [ ¢'@etdx
0

+ oo + oo
=—¢(0) - f @'(x)e*dx = —Ty —f @' ()H(x)e*dx = —Ty(@) — Tyxex (¢')
0 —o0o0
= _TIZI((P) + Tlfl(x)ex((p) = TiH(x)+H(x)ex((p)
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Donc T = TiH(x)+H(x)ex etalors A(x) = —H(x) + H(x)e* = H(x)(e* — 1) etT,, = Tyxe—=x =

Thx)(1-e)
La solution générale est : T, = The—x + Ty (1-e—%)
Ouencoreu(x) =de™* + H(x)(1—e™) = (/1 — H(x))e‘x + H(x)
3. u(x)+ (1 —x)ulx) = 8y(x)
x2

La solution générale de u'(x) + (1 — x)u(x) = 0 estu(x) = ez *, avec 1 € R, il reste a trouver

une distribution qui soit une solution particuliere sous la forme : T, = T 2
A(x)ez

X
Comme pour les fonctions : Ty =Ty =T ,2
ez “8h(x)
2

Te, @=] o@er smd=- <ex7‘x¢(x)> )
86(x) —

— <(1 — x)exT_x(p’(x) + eXT_XQD(x)) (0) = —(=¢'(0) + ¢(0))

= ¢'(0) — @(0) = =65(@) + 8o(p) = —6() + Ty ()
A(x) = H(x) — 8, (x)

XZ xz
La solution générale est : u(x) = dez * + (H(x) — 8o(x))ez >
Exercice 4.  Déterminer les limites (au sens des distributions)
1. lim T,

n—o+oo -1,1](nx)

lim n (5_1 - 51)

n—-+oo

2
3. lim T ax
4

a—0

. lim T
n-o+o €-

5, lim T

n-+oo \/_e—nx

Correction exercice 4
1' Tn)([_l’l](nx) ((p) = fRnX[—l,l] (nx)(p(x)dx
On fait le changement de variable y = nx, donc x = %et dx = ‘i—y. Les bornes ne changent pas

Tt sy (9) = ]an_l,ﬂ(y)<p(y)d7y= f X o (3)dy = f_ 11<p(%) dy

Comme ¢ est a support compact, on peut appliquer le théoreme de convergence dominée

1 y 1 1
Mm Ty (9 = lim 1<p(;)dy J lim <p( )dy Jlrp(o)dy=2<p(0)=26o(<p)

n-+oo J_ 1n—>+oo

Par conséquent
lim T,

N——+00 nX[-1,1](nx)

n (6_% - 5%) () =n <5_%(<P) - 5%(‘19)) -n <§0 <_ %) — ¢ (%))

_r N SO . .. 1 1 - . 1
@ verifie les hypothéses du théoréme des accroissements finis entre — —et— donc il existe c,, € ]— ;,;[

e (~2) ~0 (2) = (~2-2)o'Ce = ~20'Ce)

Alors n (5_% - 6%> (p) = —2¢"(cn)

Lorsque n — +o0, ¢, — 0, par conséquent

= 26,



lim n(8.1-61) (0) = lim ~2¢'(e) = ~2¢'(0) = 253(p)

n—-+oo
Donc lim (6_1 — 61) = 26,
n—-+oo n n
3.
Teax(¢) = f e (x)dx
R
@ est a support compact donc on peut appliquer le théoreme de convergence dominée
lim T,ax (@) = f lime®@(x)dx = f @(x)dx = f)(R(x)go(x)dx =Ty (®)
a—0 IRa—>0 R R
On adonc (lli_r)rtl) Teax =Ty
T a2 (9) = f e ¥ (x)dx
¢ R
@ est a support compact donc on peut appliquer le théoréeme de convergence dominée
lim T _,.2(p) = j lim e ™" p(x)dx = jO X @(x)dx =0
n-+o € —+0 R

]RTL
1si x=0

Car lim e ™ = {O si x =0

n—-+oo

lim T _,2=0

n-+oo €

e () —jfe nx go(x)dx—j Vo (35)ay

On peut appliquer le théoréme de la convergence dominée car ¢ est a support compact

= i _yZ l) = f _y2 = f _y2 =
dim T a2 (9) Rngrpw e g < v dy K @(0)dy = ¢(0) e dy = p(0)V2r
= \/an (@)

lim T = V2md,

no+o Vne -nx?

Exercice 5.  Soit §, la distribution de Dirac en a, §,(¢) = @(a). Déterminer

1. (x—a)dy,.
2. (x—a)by.
3. (x—a)?s,.

Correction exercice 5
L (x—a)8,(9) = 8,((x —a)g) = (a— a)p(a) = 0
Autrement dit: (x —a)d, =0
2. f6a(p) =8a(fp) = =6.((f9)) = —f'(@e(a) — f(@)p'(a)
Donc (x — a)8,(9) = 84((x — A)p) = —p(a) = —5,(p)
Autrement dit (x — a)d, = =6,
3. (x —a)?*64(p) = 6a((x — a)?¢p) = —2(a — a)p(a) — (a — a)?¢'(a) = 0
Autrement dit (x — a)?58, =0
Exercice 6.  Déterminer
L (5= 2) Ty,

d

2. (F + w )Tsm(wx)H( )
Correction exercice 6

1.



d , ,
(_ - /1) Tele(x) ((p) = TelXH(x) ((p) - ATeAxH(x) ((p) = _TeaxH(x) ((p ) - ATeAxH(x) ((p)

dx
=~ [ e H@e Cdx - 1 [ H@R@ax
R +01§1

+ o0
= —f e’lxq)’(x)dx—lf eMo(x)dx
0 0

=[0G, + | 2epCdx -1 [ ePptadx = 0(0) = 8(0)
0 0

d
Donc (E - A) T axy(z) = o
2.

dZ
+ T = T” + 2T i
<dx w > Sm(wx)H( )((P) smgowx)H(x) (90) w WH(X) ((P)

= TSing)wx)H(x)((p,) + wZTwH(x)((p) = TWHOC)((/)”) + a)ZTwH(x)((p)

_ JR Sini)wx) H(x)p" (x)dx + w? j sini)wx) H(x) o (x)dx

R
J+°° sin(wx)
=] ”

" (x)dx + w j+wsin(wx) @(x)dx
0

+ oo

@' (x )l cos(a)x) @' (x)dx + a)J sin(wx) @ (x)dx
0

_ lsm(wx)

+o00

=— f+oocos(a)x) @' (x)dx + a)f sin(wx) @ (x)dx
0 0

—[cos(wx) p(X)]* — w f+oosin(a)x) p(x)dx + wj sin(wx) @ (x)dx
0 0

= @(0) = &,(p)

Donc (— +w )Tsm(wx)H( ) = dp

Exercice 7. Déterminer les produits de convolution des distributions suivantes :
1. 60 * X[01]-
2. 6(,) * TH(x) sin(x)-
3. 8y *bp.
4. 5, +H.
5. Peigne de Dirac4 * TX[_1 :

Correction exercice 7
1. 8o * xp011() = fR(f[R So(Ox10,11(x — )dt)p(x)dx

Comme [, 8()x10,11(x — )dt = & (x0.11(x = ) = X101 ()
b o (@) = | ( | ao(tmo,ﬂ(x)dt)go(x)dx = [ o0 @ ( | 6o<t)dt><p(x>dx
R R R R
= [t GpGIdr = Ty )

DOI’]C 50 *X 01] T

X[o01]



6(,) * TH(x) sin(x) (p) = f[R <~£R{66 (O)H(x —t) sin(x — t) dt) p(x)dx
= f (f So(t)H(x — t) sin(x — t) <p(x)dx> dt
R \/R

= J 8o (t) <J H(x —t)sin(x — t) (p(x)dx> dt
R R
Comme [, §,(£)f ()dt = §,(f) = —f'(0)

_ ( mex B sin(x - ©) <p<x)dx) ©) = ( fRH(w sin(y) o(y + t)dy) )

- ( f H(y) sin() ¢'(y + t)dy) ©) = — ( f H(y)sin(y) <p'(y)dy>
R R

= Th(y) sin() (@)

Donc & * Tx) sintx) = Trcy) sin(y)

50 * 65(9) = fR ( fkaa(t)ab (x - t)dt) o (x)dx = fR 5a(0) ( fRab (x t)go(x)dx) dt

= f 6,(t) (f 6p () p(x + t)dx> dt
R R

Comme [, 6, (x)p(x + t)dx = Sp(p(x +1)) = p(x + b)
5,%68,(9) = | &, 5 b)dx ) dt = | &, v ([ 8,x)dx )d
oM} (t>(be(x><p<t+ ) x> = | s+ )(fR , () x) :

- f 5.(0p(b + Ddt = jda(t)(p(b + a)dt = (b + a) j 5,(O)dt = o(b + a)
R R R

= 6a+b((p)
Donc 6, *x 6, = 644p

. 8o x H(p) = Ty (@) = 5o(¢)
Donc &, * H = §,

s[5 - towr o
-[ Z 00y - 4k>( [ oo+ ads)ay=[ Z 6oty = 440 fy+1qo<t>dt>dy
-[ Z oty 40 [ y+1<o(t)dt>dy
Z [ s [ y+1go(t)dt>=ki( J jijlgo(t)dt)

+ 00

4+

= Z (j X[4k—1,4k+1]§0(t)dt> = Z (TH(x—4k+1)(<P)—TH(x—4k—1)((P))
k——oo —®© k=—00
Z T i (- (ake— 1))(‘»0) Z Th(x- (4k+1))(§0)

k=—o0
Car TX[ b] (p) = Th(x- a)(q)) Ty(x- b)((P)

9



Puis on remarque que

+00 +00 +
z (_1)1TH(X—(21—1))(¢) = z (_1)2kTH(x—(4k—1))((p) + z (_1)2k+1TH(x—(2(2k+1)—1))(‘P)

l=—o00 l=—00 l=—00
1=2k [=2k+1
+00 +
= Z TH(x—(4k—1))(‘/’)_ Z TH(x—(4—k+1))((p)
k=—0o0 k=—0o0
Finalement

+o00
Peigne de Dirac4 * Tyiony = Z (—1)lTH(x_(21_1))

l=—0o0
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