Fonction de la variable complexe Il

Exercice 1.
Trouver les résidus, en leurs pdles, des fonctions données

a. f(z)= (z— z)(z2+1)

b. ‘g( ) = Z(z+2)3
2019Z

c. h(z)=2— = 3)2
z2-2z

d. k(z) = (z+1)2(22+4)

Correction exercice 1

a.

b.

Il'y a3 pblessimples 2,iet-i

. 72 z2 4

e TG oG ) AT s
res(i) = llm(z i) z z - ! - = — ! -
(z —2)(2—1)(Z+1) P (z—2)(z+l) (1—2)21 —2—4i

1 _11-2i_1-2

1+2i 2 5 10

1-2i 1+2i
10 10

1
2

res(—i) =

Il'y a deux pbles 0 et —2
1 1
res(O) llian g

—2 est un pole d’ordre 3.
On pose f(z) =

z(z+2)3’
!

<(Z+2>3m>’ -(3) =%

Donc
1 " 2
<(Z +2)’ z(z+ 2)3) 3
Donc
1 2 1
res(-2) =51 ( ) = 3
ZeZOl‘)Z
M= =3

3 est un pdle d’ordre 2
(z — 3)%h(z) = ze?01%2
((z = 3)%h(2)) = (2¢2°1%%) = €2019% + 20192€%°1° = (1 + 20192)e?°1

1
res(3) = ﬁ(l + 2019 x 3)e?019%3

k a un pble double —1 et 2 pdles simples 2i et —2i.
z% — 2z

(z+1)%k(2) = e

Donc



(2 +1%(@) = <22 - 22>' @222+ 4) - (22221

z2+4 (z%2 +4)2
_ 27°+8z—22*-8-27°+4z> 22°+82-8
B (z% + 4)? T (224 4)2
Donc
12(-1)?-8-8 14
res(—=1) = — =——
1! ((—1)?+4)? 25
z? — 2z
(@ =20k = i DG+ 20
Donc
res(2i) = (2i)% — 2(20) _ —4 —4i _ i(1+10) _ (=1+i)(—3—4i) :3+4+4i—3i
i+1)?QRi+2i)) 4i(1+4i—4) -3+4i 25 5
7+
- 25
740 7-—i
res(—2i) = TR
Exercice 2.  Par le théoréme des résidus, calculer les intégrales des fonctions de 1’exercice 1 le long des

lacets données (le cercle y est cetré en O et parcouru dans le sens direct).
: fyf(z)dz avec y le cercle de rayon 3/2 puis de rayon 10.

o o

: fyg(z)dz avec y le cercle de rayon 1 puis de rayon 3.

(@]

. fyh(z)dz avec y le cercle de rayon 12 puis de rayon 2019.

o

. fyk(z)dz avec y le cercle de rayon 3/2 puis de rayon 5.

Correction exercice 2

. , N 1ec g e 3
a. iet-isontal’intérieur du cercle de rayon 3

1-2i 1+2i 2im
(z)dz = 2i (i) +res())) = 2i + =
fyf z)dz = 2in(res(—i) + res(i)) m( 0 0 ) z

i, —i et 2 sont a I’'intérieur du cercle de rayon 10.

1-2i 14+2i 4
ff(z)dz = 2in(res(—i) + res(i) + res(2)) = 2irr( + + —) = 2im
v 10 10 5
b. 0 esta l’intérieur du cercle de rayon 1
in
jg(z)dz = 2inres(0) = —
Y 4

0 et —2 sont a I’intérieur du cercle de rayon 3

1 1
fy g(2)dz m(res res ) i (8 8)

c. 3estdans le cercle de rayon 12 et dans le cercle de rayon 12 2019

fh(z)dz = 2inres(3) = 2im(1 + 2019 x 3)e2019%3
14

d. —1 esta l’intérieur du cercle de rayon 1
fk( Ydz = 21 (—1) = 2i ( 14)_ 28im
; z)dz = 2inres =2im| -z )= ——¢

—1,2i et —2i sont a I’intérieur du cercle de rayon 5



_ , N (14 T4 T\
Lk(z)dz-21n(res(—1)+res(21)+res( 21))—2171( 25+ >c + >c )—O

Exercice 3.  En utilisant le théoreme des résidus et en choisissant soigneusement le contour montrer que :

A partir d’un demi-cercle de centre I’origine et de diametre 1’axe des réels
1

a. dx =17
Y 1+x2
+oo 1 T
b. dx = —=
f—oo 1+x4 V2
+oo eiP¥ _
C. dx = me™P
-0 1+4x2

En utilisant un anneau centré en 0 et possédant une ouverture le long de I’axe des réels positifs.
+oo 1 _m/n
d. fo d

X =
14+x™ sin(mt/n)

400 1 T T
e. fo T dx = D)~ st pour tout a € ]0,1[

Correction exercice 3
a.
Soit R > 1 et soit y le lacet défini par
y:[0,3] » C
__ (Re'm si t€[0,1]

v = {R(t ~2) si te[13]
Il s’agit du demi-cercle supérieur de rayon R et de centre O et du segment de droite entre les points
(—R,0) et (R,0)

Z)=——
f@ 1+ 22
admet i et - i comme pole simple, seul i est a I’intérieur du lacet y donc

ff(z)dz = 2intres(i)
Y

_ 1 _ 1
& =1 2= = +D
(z—-0Df(2) =
Donc
res(i) =%= —é

Par conséquent

jyf(z)dz = 2im (—%) =7

Sur le demi-cercle C : z = Ri™ et t € [0,1]

1 1 ] 1 Reiﬂ:t
— : t —_
fcf (2)dz —fo T Reezme Rime™dt = ”Tfo 17 reezm &t

Comme
1 Reirrt 1 Reirrt 1 Reint 1 R
l'TL'f0 mdt = 71'-];) Wdt Sﬂ-[) W dtZﬂJ;) m dt
<nf1Ldt=nledt=nL—>0
- 0R2_1 R2—10 R? — 1R-+w
Alors



fyf(z)dz = J;,f(z)dz+f_if(x)dx

Lorsque R —» +o

+oo 1
f_oo 1+x2dx=J;/f(z)dz=n

b. Avant d’appliquer le théoréeme des résidus, i

x4+1=0<=>x4=—1<=x€{e4,e4,e4,e4}
i 3im
Dans le lacet décrit au a. seul e+ et e« sont a ’intérieur, il faut trouver leur résidu.
1 1
[ =1ras in 3in Sin 7in
(x—e4)(x—e4><x—e4)(x—e4)
in 1 1
res(“): T 3im\ g im S\ w7y i3 i i
<e4—e4)<e4—e4)(e4—e4) <eT> (1—67)(1—ei”)<1—e7>
_3in
_ 1 e 4 _—1—i
3im -
er(l—-0200+0) F 0 42
9im
3in 1 1 e 4
r‘35<e4=mzmmmm=m =72
(94 —34)(e4 —e4)<e4 —34) e 1+ - -(-1)
_im
e 4 _1—i
4 a2
Donc
f()d 5 ( (in) 3in> 5 —1—-i 1-—i i
z)dz = 2im|res|e4 +res(eT) = in( + >=—
J vz Tz
Sur le demi-cercle C : z = Re™ et t € [0,1]
B 1 1 . - . 1 ReiTL’t
cf(Z)dZ— . WRUTG dt =inm . Wdt
Comme
1 Reiﬂt 1 Rein’t 1 ReiTL’t 1 R
[ —dt| = —dt| < —| dt = —| dt
lT[L 1+R4e4ln‘t ﬂf 1+R4 4itmt _T[J;) 1+R4 4itmt T[j;) 1+R4e4m't
B (P PR
T| mq t=m——— ] t Y —
Alors

J;/f(z)dz = fef(z)dz+ fif(x)dx

Lorsque R —» +o

f_;ool_i_lx4dx=f]/f(z)d2=%



Calcul du résidu de i :
eipz eipz e P

(z—-10)

Sur le demi-cercle C: z = R et t € [0,1]

1 eRpiei"t
_ . imt
Lf(z)dz = Jo T preTit Rime'™dt

eRpiei”teRpi(cos(Trt)H sin(mt)) — eRpi cos(rmt) e~ Rp sin(7t)

= —
1+2z2 z+4+iz-oi 2i

int int

1 eRpie - 1 eRpie - 1 e—Rpsin(mt)
————— Rime'™dt < —————— Rime'™| dt = ——— Rudt
j(; 1+ R292mt j;) 1+ RZeZLnt 0 |1 + RZeZLntl
1 e—Rp sin(mt) 1 0 R 1
<| ————Rndt = e Rpsin(mt) gy < f dt
fo RZ—1 " }22—1]0 RZ—1),

Car pour tout t € [0,1], sin(mt) < 0, donc

it

1 eRpie )
j;) mRine‘”tdt < RZ _ 1m
Puis
R R eix +00 eix
j_Rf(x)dx = f—Rl 7 de_H-Oof—oo mdx
Ona

Jo f(2)dz + ffRf(x)dx = fyf(z)dz = 2inres(i) = 2inez;ip = e P
En faisant tendre R vers I’infini, on trouve que

+00 eix
f dx = mwe™P

oo 1+ x?
Soit K = {pei9,0 <p<Ret0<6O< 27”} ety son bord.
(2k+1)im i
Les pbles de z — 1+1zn sont lescomplexes z, = e~ » ,k€{0,1,..,n— 1} seul z, = e~ estdans K.

Puis on utilise le fait que si a est un pdle simple de f = g/h alors le résidu de f en a est

g9(a)
e donc
in
1 1 en
res(zy) = = =~

in im—LT
n(eW) ne™ m

D’apres le théoréme des résidus

En découpant y en trois parties



2T 2im

R dx ™ iRel 0 en
IR_fO 1+x"+f0 Wdt—i_fﬂ, 274X =

14+ xn (eT)

fR dx +f27” iRe't g B p
= e ——— -_ n
o 1+x™ J, 1+Rme™ ¢ o 1+x™ *
2imy (R dx T iReit p
(- [ [ R
( ")), 1+xn ), T+ Rremt
21 .
imoim o imy (R dyx n_Ret
= —enj|jen —e n + ——dt
( )JO 1+ xn JO 1+ Rme™t
2T .
Cim o my (Rodx 7 iRe'
=amensin() | Tt ) T e @
21 , 21 , 2m 2n
f? iRe't it <f7 iRe't it Rf? 1 dt<RfT 1 it
o 1+Rremt ™| = ), |1+Rre| ™ T ) [1+Rrem™|T T ), R*—1

2T R
= — R —
n R" — 1R-+wx

Donc

2i en 9 im (T[)j"'oo dx
im| ——— | = —2imen sin(—
n n/J, 1+x"

Ce qui entraine que

e T/n
j' 11dX':'f——————

o 1+x sin(rt/n)
0<e<1<R
On appelle K i le compact délimité par le demi-cercle C. = {|z| = €, Re(z) < 0}, les deux segments
IFg = [ie, ie + VR? — 62] etliy = [—ie, —ie + VR? — 62] et I’arc de cercle [ g = {Reie; 6 €
[-m,m],0 = 6 = arctan (ﬁ)} et on appelle B, . son bord.
Le probléme c’est que z% n’est pas définie sur C, on choisit ici z* = r%e'®® si z = re'® pour 8 € 10,2x[
C’est la détermination définie sur C \ [0, +oo.

f(2) = —

z%(1+2z)

admet un seul pdle égal a —1 dans ce compact

res(—1) = =(-1% = elam

1
(=1
Donc fBR f(2)dz = 2ime'e™
Quand € tend vers 0
1 el—a

< =
Sai-o T a-o "

<
0

-[c f(z)dz

D’autre part quand R — +0

fr f(z)dz

1-a 1-a

doé < 2w

< R_1—>0

R-1

Il reste a voir

f f(z)dz et f(z)dz
IZr Iep

Sit > 0 alors (t + ie)® tend vers t% et (t — ie)® tend vers e2™t% |orsque € tend vers 0.

6



De plus, pour toutt > 0 ettouty € R, on a

|f(t + iy)l Sm

Cette fonction est intégrable sur ]0, +oo[ donc on peut appliquer le théoreme de convergence dominée

+oo 1 +oo 1
d —d t d —d
J, rode= | g e | @i | s
En utilisant la formule des résidus
o xX*(1+x)

En factorisant par e ="
e—ian'(eian _ e—ian:) f+oo 1 dx = 2ine—ia7t
xa(l + x)

20 sm(aﬂ) j W dx = 2in

Finalement

f+°° 1 D = i
o x%(1+x) = sin(amn)



