Université Claude Bernard Mathématiques
L3 Math Eco Probabilités 5 2017-2018

Controle continu
Mercredi 7 mars 2018

Durée : 1H30

Les documents et les calculatrices sont interdits.
On prendra soin de JUSTIFIER les réponses aux exercices.

Questions de Cours (4 points) :

—_

(1,5 points) Enoncer le Théoréme de Paul Lévy (version forte pour la transformée de Fourier).

1 point) Donner la transformée de Fourier d’un vecteur gaussien N (m,T").

W N

-
. (0,5 points) Enoncer la propriété de conditionnement successif.
- (

1 point) Donner I'inégalité de Jensen pour I'espérance conditionnelle.

Exercice 1 (4 points+ Bonus : 1 point)
Soit (X,,)n>1 une suite de variables aléatoires réelles indépendantes avec X, de loi

1

PXn(dl‘) = m

Soit Y de loi )
Py (dy) = Ee_wldx.

On pose
1 n
T, =— E Xy
n
k=1

1. Calculer la fonction caractéristique (transformée de Fourier) de Y est par transfert :

iyt & iy 1 [ sy 1 [0 . sy . oISty .
Bty = [ embeldn) =3 ey g |y = (o g

1 1 1 1

2(is+1)  2(is — 1) (is+1)(is—1) s2+1

2. Calculons la fonction caractéristique de ®r, (t) = @y x, (t/n) = [],_; Px,(t/n) avec la
derniére égalité par indépendance. Par distribution identique @7, (t) = ®x, (t/n))". Or par le
théoréeme d’inversion de Fourier appliqué a la premiére question on trouve @ x, (t) = exp(—|t|).
Donc

O, (t) = lexp(=[t]/n)]" = exp(=[t])
3. Comme ®r, (t) — Px, () on déduit que (7),),>1 converge en loi vers la méme loi de Cauchy
que Xj.

4. (Bonus :1 point) Si on pouvait appliquer le théoréme central limite & (X,,),>1, on aurait
convergence de /nT, vers une loi normale donc convergence en loi de T,, vers 0 ce qui n’est
pas le cas. Comme I'hypothése i.i.d est vérifice, c’est que F(X?) = +oo.
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Exercice 2 (4 points+ Bonus 1 point) Soit (X,Y) un vecteur aléatoire de loi

1 1 1 1 1
P = —0((~1,— —0y(— —0(0,— —04(1,— =0 .
() = F0{(=1-0} T F0{(-1.0} T 2010~} T F0{-n} F £{a.n}
1.Ona X : Q2 — {-1,0,1}, Y : Q@ — {—1,1} donc on a 5 probabilités a trouver. Pour Y on lit

sur laloiducouple P(Y =1)=PY =1, X=-1)+PY =1, X=1)+PY =1,X=0) =
1/541/54+0=2/5 donc P(Y=-1)=3/5 soit la loi

2 3
Py = Z6py + =611y
Y = g0y 20y
Pour X, on lit P(X = —1) =2/4= P(X = 1), donc la loi est :
1 2 2
Px = 20(0) + 2013 + £0qy

2. Calculons l'espérance conditionnelle de X sachant o(Y) :

E(X|Y) = E(X|Y = 1)1y_, + E(X|Y = —1)1y__,

1/5+0/5—1/5 1/5—1/5
= ly__y + 212

ly_, = 0.
3/5 = 2/5

3. Calculons l'espérance conditionnelle de Y sachant o(X) :

E(Y|X)=E(Y|X =0)ly_o+E(Y|X = D)lx_ + E(Y|X = —1)1y__,

—1/5 1/5—-1/5 1/5—1/5
= g5 tx=0 + Tb{:q + 95

Ix=1 = —1lx=o.

4. Soit Z de méme loi que X ; T de méme loi que Y avec Z,T indépendants. Calculons ’espé-
rance conditionnelle du produit Z2T? sachant o(T) : E(Z?T3|T). Notez T3 = T. Par modu-
larit¢ E(Z*T?|T) = T®E(Z?|T). Par indépendance E(Z2|T) = E(Z%) = 17 + 0+ = 2 d'ou
B(Z°T|T) = L.

5. (Bonus :1 point) Calculons I'espérance conditionnelle du produit X?Y? sachant o(Y") : Par
modularit¢ E(X?Y3|Y) = Y3E(X?]Y). Or Y3 =Y.

Et par le cas discret :

E(X?Y)=EX?Y = 1Dly_; + E(X?Y = —1)1y—_,

_1/5+0/5+1/5 1/5—1—1/51 _21 41
= 3/5 y=—1 275 v=1= gly= y=1-
Si on calcule
2 1
E(X2Y3]Y) = YE(X2|Y) = —gly:,l +1y_1 =Y + gly:,l



Exercice 3 (8 points)

Soit (X1, Xs, X3) un vecteur gaussien de loi N'(m,T') avec m = (1, 3, 3) et
2 11
r=(141
113
Soit, aussi X X,
V= (Y1,Y,V3) = (X1, X5 — 5 X3_7)
1. Calcu7ler, si elle existe, la densité de la loi de la variable aléatoire Y5 et montrer que sa variance
vaut 3.

Par combinaison linéaire d’un vecteur gaussien, Y5 est de loi normale. F(Y;) = E (Xg)—% =
1/2—-1/2=0, Var(Ys) = Var(Xs) + Var(X1)/4 — Cov(X1,X5) =4+ 1/2 — 1 =1 # 0 donc
Y, a densité \/%76_95/7.

2. Trouvons la loi du vecteur aléatoire Y.

1 0 0
Par combinaison linéaire Y = AX avec A= | —1/2 1 donc Y est un vecteur gaussien.
qmo
Sa loi est donc N (Am, ATAT) Or Am = (1,0,0) et
1 00 2 11 14p—m
D=ATAT"=| -1/2 1 0 1 4 1 0
-1/2 0 1 11 3 0
2 1 1 1 —1/2 —1/2
=0 7/2 1/2 0 0 O 7/2 1/2
0 1/2 2 0 1 0 1/2 2

Donc Y ~ N((1,0,0), D).
3. En extrayant de Y (par projection linéaire) (Y7, Y3) ~ N ((1,0),C) avec la covariance

2 0
c=(1 %)
Comme det(D) = 2.2 =4 # 0, Par le cours la densité est =exp(—y3/4 — y3/4).
4. Comme le Vecteur Y est gaussien et Cov(Ya,Y;) = 1/2 # 0 Les variables Yy = Xy — 3t et

2
Y; = X3 — &t ne sont PAS indépendantes.

5. Calculer, si elle existe, la densité de la loi du vecteur aléatoire (X7, Xs) ~ N((l 1/2), E), E =
( ? 111 >) det(2) = 2.4—1.1 = 7 # 0 donc (X1, X5) a une densité. ON a E~1 = _41 —21 )

donc par le cours la densité est : f (21, 72) = 5 fexp( A =1)* +2(I271/21{4272(I1 Die2—1/2))

6. On remarque que (Y; — 1,Y3) est i.i.d AV(0,2) Donc il est égal en loi & (Y3,Y; — 1) donc en
appliquant la fonction h(z,y) = x/x+y on obtient A(Y; —1,Y3) = h(Y3,Y; —1) d’ott appliquant
I’espérance

Y, -1 Ys
e
YitY; -1 Vitvs—1) "¢

Donc par linéarité 2a = E(Yfﬁ?gﬁl) + E(W) = E(%) =1 donc a=1/2.
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7. Soit

Y, + Y3V, Y -1
T=(T\T) = o+ Y3Yq - 1 '
VT2V +4Y2 2
On calcule la transformée de Fourier
Y5 + Y5V, Y1 -1
(I)(ThTz)(Sat) = E(exp(is 2+ T3 5 it ! ))
VT +2Y) +4Y; 2
Y5 + Y5V, Y: —1
= E(E(exp(is 2 s ) Y1> exp(it— ))
VT +2Y) +4Y2 2

par la propriété caractéristique. Or Y est un vecteur gaussien avec C'ov (Y1, Ys) = Cov(Y1,Ys) =
0 donc Y; est indépendant de (Y2, Y3). Donc on applique la formule du cours en posant cher-
chant

Y5+ Yay s sy

:(b ) 5
\/7+2y+4y2)> (Y’YB)((\/7+2y+4y2 \/7+2y+4y2>

g(y) =E ( exp(is

. Or par le cours

B tats) =exp (= (et (15 7 ) (at2) =exo (= (77268 4 tata 4 26)2)
Donc
o) = exp (- T EIIERIE gt
donc par le cours
E(exp(is Yo+ ¥shh )‘Y1> = g(¥1) = exp(—s*/4)

VT +2Y] +4Y7

soit en réinsérant :

Bir, 1 (5.1) = exp(—s*/4)E (exp(itT 1)) = exp(—"/4) by, (1/2).

Or Y7 — 1 ~ N(0,2) donc @y, 1(t/2) = exp(—2t?/8) on obtient finalement la transformée de
Fourier pour 2 v.a. indépendantes de méme loi N'(0, 1) : & savoir exp(—(s* + t2)/4).



