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Correction du Contréle continu 1

Questions de Cours (4 points) : cf cours

Exercice 1 (7 points)
Soit (X1, X2, X3) un vecteur gaussien de loi N'(m, ') avec m = (1,1,1) et
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Soit aussi
X1 +2X3 X5— X,

Y:(}/DYQy}/})):(Xl?XQ_ 3 ) 3 )
1. Trouver la loi du vecteur aléatoire Y.
Calculons la matrice de covariance du vecteur Y
1 0 0
Y = AX avec A = | —1/3 1 —2/3 | donc Y est un vecteur gaussien. Sa loi est donc
-1/3 0 1/3
N(Am, ATAT) Or Am = (1,0,0) et
1 0 0 4 2 1 1 -1/3 —-1/3
D=ATA" = -1/3 1 -2/3 2 21 o 1 0
-1/3 0 1/3 1 1 1 —2/3 1/3
1 0 0 —1
= -1/3 1 -2/3 2 2/3 —1/3 O 2/3 0
-1/3 0 1/3 0 1/3

Done Y ~ N((1,0,0), D).
2. On lit en extrayant de la question 1 que Y5 ~ N(0,2/3). Donc Py, (t) = exp(—t?/3).
3. En extrayant de la matrice D du 1, (Y1,Y3) ~ N((1,0),C) avec la covariance :

4 -1
C:(—l )

det(C) =4/3 —1=1/3 # 0 donc la loi a une densité,

C1=3 ( 1{3 411 ) donc (Y1,Y3) admet pour densité

flyr,ys) = gexp(— (= 1) + 12y23 + 6(y1 — 1)y3).

4. Les variables Y] et (Ys,Y3) sont elles indépendantes 7 non car Cov(Y,Ys) = —1#0

5. Les variables Y5 et (Y7,Y3) sont elles indépendantes 7 Oui car Y est un vecteur gaussien et
Cov(Ys,Y3) = Cov(Ys, Y1) = 0 d’aprés le 1.



6. Calculons la loi de Z =
(Y2, Y3) est un vecteur gaussien et cov(Ys,Y3) = 0 par le 1, donc Y, , Y3 sont indépendants.
Donc par la covariance (Y2v/3/v/2, Y3v/3) est iid AV(0,1).

2 2
donc, par le cours, la somme des carrés 3M est de loi exponentielle £(1/2) d’espérance 2

% est exponentielle d’espérance 2/3, donc loi exponen-

2 2
Y2 42Y;
2=

(c’est-a-dire une loi x*(2)). donc
tielle £(3/2).

Exercice 2 (4 points)
Soient X, Y des variables aléatoires indépendantes et de méme de loi normale A (0, 1).
Soit Z : Q0 — {—1,0,1} un variable aléatoire indépendante de X,Y et telle que

On définit

 X+YZ?
Vit 724
1. Py =16, + 16_1 + 300 et espérance E(Z) = 1(1—1)+0=0.
e—it eit 2
2. Oy(t) = ——*.
3. Montrons que U et Z sont indépendantes en calculant la transformée de Fourier @y z(s,t)
par transfert et indépendance :

X +Y 272 2

V142724

en remplacant la loi de Z on obtient :

(,7)(s,t) = Efewp(i Stizt) =

LT+ Yz
s+iZt)) = /Pz(dz)/P(X,Y)(dl‘7dy)€l‘p(l——1_524

1 .
Cwaz(st) = / Pixy)(dx, dy)exp(i

1 1
+ Z/P(Xy)(dx,dy)exp(i\/l_i__ls +it) + 3 /P(X,y)(dx,dy)exp(ixs).

Donc

e*it + el't 1 _S e*it + el't + 2

P (5 ) + 5 Pein(,0) = e

4. En regardant ® .z (s,0) = Op(s) = /2 et O (0,t) = Dy4(t) = % on trouve que
Pw,z)(s,t) = Py(s)Pz(t) pour tout s,t donc U et Z sont indépendantes...

5. Est-ce que (U,U + Z) est un vecteur gaussien ? (justifier)

@(az) (8, t) =

Si c’était le cas U + Z — U = Z serait une combinaison linéaire d’un vecteur gaussien donc
gaussien, mais Z est une loi discréte P(Z = 0) = 1/2 & {1,0} ce qui sont les deux seules
valeurs possibles pour les lois gaussiennes réelles, donc Z n’est pas gaussienne et (U, U + Z)
n’est pas un vecteur gaussien.



Exercice 3 (5 points) Soit ¢ > 0.
Soit (X,)n>1 une suite de variables aléatoires réelles indépendantes avec X, de loi

cv/n

——————dx.
m(c? 4 a2n) v

PXn (d$) =
On dit que X, est de loi de Cauchy de parametre . On pose
-4 i x

1. Montrer que la fonction caractéristique (transformée de Fourier) de X, est ®x, () = e~

On considére Y de loi exponentielle symétrisée de paramétre ¢ de densité : Py (dy) = %e“:'y‘.
On calcule sa transformée de Fourier :

Oy (y) = / ge‘c‘y'eiytdy

0 [e%e)
— / Eecy+iyt dy + / Ee—Cy-H'ytdy
2 0 2

c cy+t c —cy—+iytioo
:[2(c+z’t)€y+yt]g°o v Bt
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T 20c+it)  2(—c+it)
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vu les limites 0 des exponentielles de parties réelles négatives en £oo0.

Comme cette fonction est intégrable sur IR, le théoréme d’inversion de Fourier (et la parité
de la densité a la derniére égalité) donne :

1 .
s = o | vt My = Sw (1) -

&
Shy, ().
2 o 2 x(l)
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Vu ¢ > 0 cela donne la conclusion voulue.
2. Par changement de variable X; a méme loi que Xl/\/E vu par transfert pour h positif :

[e.e]

E(h(Xl/\/E)):/ h(z/VE) (02+x2)dx:/Ooh(xl)ﬂchr(xI\/EV)dxl\/_:E(h(Xk)).

Donc par la question précédente, @x, (t) = Cx, () = exp(—

ol 7l)
Vi
3. Calculons la fonction caractéristique de T5,.

Par indépendance @1, (t) = [T, Px,/ym(t) = [Ti2 Px.(T5) =.

Or par la question précédente, @x, (=) = x, (=) = exp(—c| =)

Donc &7, (t) = ea:p(—c|t|% Py ‘/7?)



4. Par le théoréme de Paul Lévy, il suffit de trouver la limite des fonctions caractéristiques
précédentes.

Or par somme de Riemann £ 377 \/Ti = L3 f(k/n) =nse fol Jedr = [24/z]p =2
(en fait comme l'intégrale est indéfinie, car la fonction intégrée n’est pas continue en 0, il serait
plus précis de faire une comparaison série intégrale en utilisant la monotonie de 1/4/x pour

dire ,
1 1 <~ Vn / 1
—dr < -y Y=< | ——=dr
vV ”;\/E 0 VT

1+1/n

1/n

et de prendre la limite.

Donc @7, (t) —n—00 exp(—2c|t]) que I'on identifie comme la transformée de Fourier d’une loi
de Cauchy de paramétre 2¢, donc (7,),>1 converge en loi vers une variable de Cauchy de
parameétre 2c.



