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Durée : 1H30

Les documents et les calculatrices sont interdits.
On prendra soin de JUSTIFIER les réponses aux exercices.

Questions de Cours (4 points) :

1. (2 points) Énoncer le théorème définissant l’espérance conditionnelle (dans le cas intégrable).
2. (1 point) Donner la formule pour E(h(X)|Y ) quand le couple (X, Y ) a une densité p.
3. (1 point) Énoncer la propriété de conditionnement successif.

Exercice 1 (6 points)
Soit (X1, X2, X3) un vecteur gaussien de loi N (0,Γ) avec

Γ =

 4 2 2
2 1 1
2 1 6

 .

1. Montrer que E(X2|X1) =
X1

2
.

2. Calculer l’espérance conditionnelle E(X3
2 |X1).

3. Calculer E(X1 +X2|X3).

4. Que vaut E((2X1 + 2X2 −X3)
2) ?

5. Calculer l’espérance conditionnelle E((X1 +X2)
3|X3).

6. Calculer l’espérance conditionnelle E(eX1+X2−X3 |X3).

Exercice 2 (5 points) Soit (X, Y ) : Ω → {1, 2, 3} × {−1, 0, 1} un vecteur aléatoire de loi

P(X,Y ) =
1

2
δ{(1,0)} +

1

8
δ{(2,1)} +

1

8
δ{(2,0)} +

1

8
δ{(3,−1)} +

1

8
δ{(3,1)}.

1. Calculer les lois marginales PX , PY .
2. Calculer l’espérance conditionnelle de Y sachant σ(X) : E(Y |X).

3. Soit Z de même loi que X ; T de même loi que Y avec Z, T indépendants. Calculer l’espérance
conditionnelle du produit Z3T sachant σ(T ) : E(Z3T |T ).

4. Calculer l’espérance conditionnelle du produit X3Y sachant σ(Y ) : E(X3Y |Y ).
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Exercice 3 (5 points) Soit (B1, B2) un vecteur gaussien de loi N ((1, 1), C) avec

C =

(
1 1
1 2

)
.

Soit N une variable de loi de Bernoulli (1− p)δ1 + pδ2, indépendante de (B1, B2).
Soit BN la variable aléatoire BN(ω) = BN(ω)(ω).

1. Calculer E(BN |N).
2. Calculer E(BN).
3. Calculer E(B2

N |N) puis E(B2
N).

4. Calculer E(BN |B1, B2).
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