Université Claude Bernard Mathématiques
L3 Math Eco Probabilités 5 2018-2019

Correction du Contréle continu
Mercredi 10 avril 2019

Durée : 1H30

Les documents et les calculatrices sont interdits.
On prendra soin de JUSTIFIER les réponses aux exercices.

Questions de Cours (4 points) :
1. (1,5 points) Enoncer le théoréme de classification des états.

2. (1 point) Donner les formulations équivalentes sur un état d’une chaine de Markov pour qu’'un
état soit transitoire.

3. (1,5 points) Enoncer la propriété de Markov forte pour une chaine de Markov (avec la définition
de la tribu Fr associée & un temps d’arrét.)

Exercice 1 (7 points+ Bonus : 2 points) On considére la chaine de Markov (X,,),>0 sur
I'ensemble E = {1,2,...,5} donnée par la matrice de transition suivante (les numéros de colonnes
et lignes rappellent le nom des états).

1 2 3 4 5
12 12 0 0 0
12 0 1/2 0 0
0 0 0 1/2 1/2
0o 0 1/3 1/3 1/3
1/3 1/3 0 1/3 0

G W N =

On rappelle que I'on note P, la probabilité pour la chaine CM(FE,d,, P) partant de z. E, est
I’espérance pour P,.
1. Classifions les états (c’est-a-dire : trouver les classes irréductibles, les états récurrents et tran-
sitoires).
Onal—2—3—4—5—1, doncil y aune seule classe irréductible E. Elle est forcément
fermée et finie, donc E est la classe irréductible récurrente.

2. Trouvons la mesure de probabilité invariante de la chaine.
T = 1101 + T209 + w303 + 1404 + 505, T1, T, 3, x4, x5 € [0,1], X' = (21, 29, 73, 24, T5), elle
vérifie P'X = X :
T1+ T2 +x3 + Ty + 25 = 1,
r1/2 4 x9/2 + x5/3 = x4, (L1)
x1/2 4 x5/3 = 19, (L2)
To/2+ x4/3 = x5, (L3)
r3/2 + x4/3 + x5/3 = x4, (L4)
13/2 + 14/3 = x5, (L5).
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En calculant (L4) — (L5), on a 4x5/3 = z4. En remplagant cette valeur dans (L5), x3/2 +
4x5/9 = 5, on a x3 = 10x5/9.

De méme (L1)—(L2), on a 3x5/2 = x;. En remplagant cette valeur dans (L2), 3z5/4+x5/3 =
Tg, On a Ty = 4w5/3, donc xp = 2x;.

La condition de probabilité donne : x5 + 4x5/3 + 2x5 + 1025/9 4 4x5/3 = 1. Soit x5 = 9/61.
On a donc obtenu 7 = é—?él + %(52 + é—(1)53 + %54 + %(55.

. Soit 73 le temps d’atteinte de 1’état 3, c’est-a-dire :

73 =inf{n > 1, X,, = 3}.
1 _al

Par le théoréme des mesures invariantes : Eg(73) = G = 10-

. Calculons Eq(73).
On pose z; = E;(r3). Par 'application de Markov faible vu en TD, on a le systéme z; =
Ici cela donne un systéme fermé pour x, x5 :

1 1
T :1+§I‘1+§]}2,

To = 1+§ZL‘1

On déduit zo = 4,21 = 6 soit Ei(73) = 6.

. (Bonus : 2 points) Calculons le moment d’ordre 2 de 73 pour Py : Ey(73).
On pose y; = E;(73).

ON décompose par union disjointe :

i =Y Bi(lpxa=n73).
icE
si X1 =3, 73 =1sinon 73 =1+ 73 0#; donc on décompose :
Y; = F)j,g‘i‘z Ej<1{X1:i}(1+273091+72?091>) = Ej<1{X1:3}<_1+2T3))+Z Ej(l{Xlzi}<_1+2T3+7-3?091))
i#3 i#3
ou on a utilisé que si X; = 3, 273 — 1 = 1 = 73. Donc en rassemblant la somme et en utilisant
(PC) puis Markov faible :

i = Bi((—1+27)) + > _Ej(Lix=n E((r3 0 61)|F1)) = (22 — 1) + > Bj(Lix,—y Ex, (7)),
i#3 i#3
soit
yi = (22, — 1)+ >_ Py,
i#3
On obtient donc le systéme (en remplagant avec les valeurs de la question précédente) :

1 1 1 1
Ty =221 — 14+ gy + sy2 = 11+ Sy + S,

2 2 2 2
=2 1+1 7+1
= 219 — —y; = —.
Yo 2 2Z/l 23/1

La solution est yo = 36, y; = 58 soit Ey(73) = 36.



Exercice 2 (9 points) On considére la chaine de Markov (X,,),>0 sur 'ensemble £ = {1,2,...,8}
donnée par la matrice de transition suivante (les numéros de colonnes et lignes rappellent le nom des
états).

1 2 3 4 5 6 7 8
1[1/4 0 0 34 0 0 0 0
2/ 0 0 0 0 1 0 0 0
3113 0 0 0 1/3 1/3 0 0

Q=412/3 0 0 1/3 0 0 0 0
5/ 0 2/3 0 0 1/3 0 0 0
6| 0 1/5 1/5 1/5 0 1/5 1/5 0
710 0 0 0 0 0 1/2 1/2
8l o o o o0 o0 0 0 1

On rappelle que l'on note P, la probabilité pour la chaine CM(FE,d,, Q) partant de z. E, est
I’espérance pour P,.

1. Classifions les états (c’est-a-dire : trouver les classes irréductibles, les états récurrents et tran-
sitoires) .
{1,4} et {2,5}, {8} sont irréductibles fermés finis, donc récurrentes.

{3,6} et {7} sont irréductibles mais 7 — 8 /4 8 donc 7 transitoire. De méme 6 — 4 4 6 donc
la classe {3,6} est aussi ouverte donc irréductible transitoire.

2. Trouver les mesures de probabilité invariantes pour chaque classe irréductible récurrente.
Sur {8} la seule probabilité possible est dg.
Sur {1,4}, la probabilité invariante m; = 101 + x40, vérifie :

3?1/4"‘2]74/3:1}1
3I1/4+$4/3:$4
Ty + X4 =1

soit x1 = 8x4/9 et donc
21 = 8/17, 24 = 9/17

3 9
™ = 1—7(51 + ﬁ54

Sur Sur {2, 5}, la probabilité invariante my = x9dy + 2505 vérifie :

2.%‘5/3:1’2
ZL‘2+JZ5/3:1'5
To+ x5 =1

soit xo = 3/5 et donc x5 = 2/5



3. Quelles sont les mesures de probabilité invariantes de la chaine compléte (de matrice Q)7
Par le théoréme sur les chaines finies, les mesures invariantes sont de la forme suivante avec
t1 €10,1],t2 € [0,1] avec t; +to < 1:

tl’ﬂ'l + t27T2 + (1 - tl - t2)58.

4. Soit 7 le temps d’atteinte de la classe {2,5}, c’est-a-dire :

T=1inf{n > 1, X, € {2,5}}.

Calculons Ey(7).
Sous I'événement {X, = 2} X; € {2,5} puisque la chaine est fermé donc 1yx,—0}7 = l{x,=2}
soit Eq(7) = Eo(1) = 1.

5. Soient les ensembles Cy = {1,4}, Cy = {7,8}. Pour i = 1,2 et = € E, calculons

u; = P, (X, € Cy pour tout n assez grand).

v, = P.(X,, € Cy pour tout n assez grand).

Comme C fermé, six € Cy, u, =1, v, = 0. Comme C3 = {2,5} fermé, six € Cs, u, = 0 = v,
Sixz e Cy vu Cy fermé, u, =0, v, = 1.

Il reste donc a calculer les valeurs pour = € {3,6}.

Or on a vu en TD le systéme suivant venant de Markov faible :

Uy = E Py yty, vy = E P, vy

yer yeE

Donc ici :

us :u6/3+u1/3+u5/3:u6/3+1/3
donc uz = ug/3 4+ 1/3 = 4uz/15 + 1/3 soit ug = 5/11, ug = 4/5uz = 4/11.

V3 = U6/3+U1/3+U5/3 = U6/3
Vg :03/5+UG/5+U4/5+U2/5+U7/5 :U3/5—|—U6/5—|— 1/5 :U6/15+3U6/15+1/5
donc 11vg/15 = 1/5, soit vg = 3/11,v3 = 1/11.



