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Chapitre 1

Rappels sur les fonctions caractéristiques, la
convergence en loi et le Théoréme central
limite

On suppose connu le modéle des probabilités en terme de théorie de la mesure.
L’espace des réalisations 2 d'une expérience aléatoire est I’ensemble des résultats possibles de
cette expérience.

Définition 1. La famille 7 des événements constitue une partie de P(2) ayant la structure d’une
tribu qui, par définition, posséde les propriétés suivantes :

1.0eT,QeT.
2. SiAe T alors A€ T .
3. Pour toute suite finie ou infinie dénombrable (A, ),>; de parties de T, alors U,>1 4, € T.

Pour Q = IR", on utilisera en général la tribu des boréliens B(IR"), plus petite tribu engendrée
par les ensembles ouverts.

Définition 2 (Définition d’une probabilité). On appelle probabilité sur une tribu 7 toute application
P : T —[0,1] ayant les propriétés suivantes :

1. P() =0, P(Q) = 1.

2. Pour toute suite finie ou infinie (dénombrable) (A, ),>1 d’événements deux & deux incompa-

tibles,
P(|J 40 =) P(A).
n=1 n=1

Autrement dit, P est une mesure positive avec P(2) = 1.
1 Lois, Invariant des lois, Fonction Caractéristique (Transfor-
mée de Fourier)

1.1 Rappels sur les Lois

On utilisera souvent le lemme suivant vu en théorie de la mesure.



Lemme 1 (de classe monotone). Si deuzx probabilités Py, Py sur (2,T) sont égales sur une classe
C stable par intersection finie (c’est-a-dire YC € C, Pi(C) = Py(C)) et telle que o(C) = T alors
P =P

Définition 3. Soit (F,E) un espace mesurable. Une variable aléatoire (v.a.) définie sur €2 est une
application mesurable X : 2 — F| c’est-a-dire telle que, pour tout B € £

{(XeB}=XYB)={weQ: X(w)eB}eT.

Le plus souvent ’espace d’arrivée sera (IR, B(IR)), cas des variables aléatoires réelles (v.a.r.) ou
(R", B(IR™)), cas des variables aléatoires vectorielles (v.a.v.) ou vecteurs aléatoires.

Comme cette tribu est engendrée par les produits d’intervalles, une application X :  — IR" est
un v.a.v si et seulement si X ([, [a;, b;]) € T, pour tout a; < b;.

Définition 4. Soit X : Q — (E, &) une v.a. On appelle loi de X (ou distribution, ou mesure image
de X) la probabilité sur (E, &), notée Px, définie par

Px(B)=P({X € B})=P(X"\(B)),B€e &

On vérifie que Py ainsi définie est effectivement une probabilité (car I'image inverse respecte
unions et complémentaires). Cela raméne 1’étude des probabilités associées aux vecteurs aléatoires a
I’étude de probabilités sur IR"™ puisqu’on veut des résultats ne dépendant pas de 2 mais seulement
de la loi Px.

Définition 5 (Egalité en loi). Deux v.a. X et Y ayant méme loi Px = Py sont dites équidistribuées
ou égales en loi ou identiquement distribuées, ce que 'on peut noter X =4 Y . Insistons sur le fait
que 'égalité en loi est distincte de I’égalité ponctuelle.

Pour les vecteurs aléatoires, on a la conséquence importante du lemme de classe monotone (cf.
Th de la mesure, utilisé dans 'unicité de la mesure de Lebesgue)

Proposition 2. Soient X,Y : Q — IR". Les propriétés suivantes sont équivalentes
1. X, Y sont égales en loi : Px = Py.
2. Pour tout h : IR" — IR, continue bornée, [ h(X)dP = [ h(Y)dP
3. Pour tout ouvert O de IR", Px(O) = Py(O).
4. pour tout (xq,...,x,) € IR" :

Px(] — 00, 1] X ...x] —00,2,]) = Py(] — 00, 1] X ...X] — 00, z,]).

La fonction Fx(x1,...,x,) = Px(] — 00, 21] X ...x] — 00, z,,]) appelée fonction de répartition
caractérise donc la loi.

Démonstration. Les produits d’intervalles | — oo, 1] X ...x] — 00, z,,] et les ouverts sont des familles
stables par intersection finie et engendrent la tribu des boréliens de IR™ (car par intersection et
complémentaire on obtient les boules carrées de la norme infini et que tout ouvert de IR" est union
dénombrable de telles boules, de centre un point de@®" par densité de®".) On applique donc le lemme
de classe monotone [Il pour obtenir les 2 derniéres équivalences. 1 implique 2 vient du th de transfert
plus bas comme ’équivalence de 2 avec : Pour tout  : IR* — IR, Jpe M@)dPx(z) = [ra h(z)dPy (2).

Pour montrer 3 a partir de 2 et conclure, il suffit de remarquer que h, () = max(1, nd(., O¢)) sont
des fonctions continues bornées par 1 (car la distance a un fermé x — d(z, O°) = inf{d(z,y),y € O°}



est continue, cf. MASS 31). Si z € O° h,(x) = 0 et sinon, h,, est une suite croissante qui tend vers
hn(z) — 1o(x) (car si x € O, nd(.,0°) — oo donc > 1 pour n assez grand donc h,(z) = 1 pour n
assez grand). Donc par convergence monotone, f]Rd hn(x)dPx(z) — Px(O) d’ou 'égalité du 3. par
celle du 2.

U

1.2 Théoréme de transfert

Le premier théoréme fondamental montrant que seule la loi Px d’une v.a. est importante et pas
la réalisation concréte sur €2 est la suivante :

Théoréme 3 (Théoréme de transfert). Soit X : (,7,P) — (E,&) une v.a. et h : (E,&) —
(IR, B(IR)) une fonction mesurable. Alors, si h est a valeur positive :

E(h(X)) = /E h(x)dPy ().

De plus, si h n'est pas a valeur positive h(X) € LY(Q, P) si et seulement si h € L'(E, Px) et on
a encore E(h fh )dPx (z

Autrement dit on raméne une intégrale sur €2 a une intégrale sur IR :

/ﬂh(X(w))dP(w):/IRh(a:)dPX(a:).

PREUVE : On procéde comme pour la construction de lintégrale Sih=1gavec B€ &, hoX =
1x-1(p) et donc E(h(X)) = P(X'(B)) = = [ h(z)dPx(x). Par linéarité on obtient le cas de
h étagé. Si h positive, h est la limite Cr01ssante d une suite de fonctions étagées, par exemple :

k k
ho () = Z 271[2%,%[0495)) = Z ﬁlh—l([%,%[)(l‘)
k=0

qui est étagée mesurable (car h est mesurable). En effet, voyons que h,(x) < h,.1(x), si h(z) €

[2, BEL[, soit h(z) € [, ZEL] et alors hy(z) = hyp1(2), soit h(z) € [2EL 221 ot alors h,(z) =
k/2" < hpy1(x) = (2k+1)/2"L. Dans les cas en dehors de ces intervalles, h,,(z) = 0 qui est forcément
inférieur aux valeurs positives prises par h, 1. Comme h,(z) — h(x) par construction, on applique

le théoréme de convergence monotone aux deux mesures :

n—o0 n—oo

E(h(X)) = lim E(h,(X)) = lim [ hy(2)dPx(z) = / h(z)dPx(z).

Le dernier résultat du cas intégrable est évident par le cas positif pour I’équivalence et par linéarité
pour I’égalité. [

Ezemple 1. Loide Y = i si U~ %([0,1]).

Remarquons que lorsque X et Y sont égales en loi, on voit que, pour toute fonction h, E[h(X)] =
E[h(Y)], pourvu que 'un des deux membres existe. En particulier, X et Y ont mémes paramétres
(moyenne, variance, fonction de répartition, fonctions caractéristiques etc).

Exemple 2. Cas discret, cas continu.



Proposition 4 (Lemme de Doob-Dynkin). Soit X une variable aléatoire, X : (Q,T,P) — (E, &),
o(X)={A=X"1B),B € &} est une tribu (appelé tribu engendrée par X) et si Y : Q — IR"
v.a. est o(X)-mesurable si et seulement si il existe h: (E,&) — (IR",B(IR")) tel que Y = h(X).

De méme, si X = (X;);e; une famille de variables aléatoires, X; : (0,7, P) — (E;, ;), on note
0(X) = o(X;(B;), B; € &} somme tribu engendrée par les tribus o(X;).
PREUVE : La condition suffisante est évidente. Réciproquement, on raisonne comme pour le transfert
par le cas étagé Y = > N\l et A; = X1(B;) et alors h = > \;15, convient. Sinon, si Y positive, on
la prend pour limite simple de Y,, étagée de la forme h,,(X) par le cas étagé, et h(x) = liminf,, ., h,(z)
convient car mesurable et car Y (w) = lim,, h,(X(w)) = h(X(w)) en X (w) h,, converge d’aprés le choix
de Y,,. [

1.3 Théoréme d’injectivité de la transformée de Fourier

Définition 6. La fonction caractéristique (f.c. ou transformée de Fourier) du v.a. (X1,..., X,,) : Q —
IR" est définie par
Dx, . x) (L ooy tn) = B[N,

pour tout t = (t1,...,t,) € IR" et en notant le produit scalaire (t, X) :=>""  ;X;.

La fonction px caractérise la loi de X par le théoréme d’injectivité de la transformée de Fourier/
théoréme d’inversion de la transformée de Fourier ci-dessous. On utilisera aussi plus tard au chapitre
2 la fonction caractéristique pour caractériser une notion de convergence, au chapitre 3 pour l'intro-
duction des vecteurs gaussiens qui seront la base du chapitre 5 sur le mouvement brownien. C’est
une notion FONDAMENTALE...

Lemme 5. Soit X ~ N (m,0?) de loi normale alors ®x(t) = e;z:p(—— +imt).

PREUVE : On a vu une preuve a I'exercice 8 du TD 3 de MASS 31 utilisant que la partie imaginaire est
nulle par parité et le calcul de la partie réelle en établissant une équation différentielle par intégration
dépendant d’un paramétre.

On donne ici une autre preuve par prolongement analytique. Par transfert, on doit montrer
. (zfm)
i ﬁem* 207 = e:L’p(—— + ¢mt) en faisant le changement de variables u = (x — m)/o on se

raméne au cas 0 = 1,m = 0.
En prenant m = z dans le calcul de la densité, on a pour z € IR

&0 1 12+227212 /OO 1 (1*2)2
dr——e~ 2 = dr——e 2 =1.
/_oo 2T o V27

Pour z € C, en appliquant le résultat précédent

|2I*

fe'e) N

1 |zz|™ a2 , 1 |z:p|" a2 / 1
E dr—— e 2 = lim d;z:— E ez < dr——e o +zal < ex
n:o/lR var nl N=roo V2 s —JR V27 Ay 2

La premiére bornitude permet d’appliquer le TCD pour les séries (ou Fubini pour la mesure discréte)
et intervertir somme et série :

) < 00

1 2

dr——— _% = dx e~ T A
/IR V2T n' /IR 2T




la fonction de droite est donc la somme d’une série entiére exp(% ) pour z € IR, donc par identification
des coefficients, elle vaut cette valeur pour tout z € C, en partlcuher pour z = it et on trouve le
résultat. [ ]

On démontrera le théoréme suivant dans la prochaine section puisque la preuve utilise des pro-
priétés générales de I'indépendance importante a noter pour elles-mémes :

Théoréme 6 (Théoréme d’injectivité de la transformation de Fourier). Deuz v.a. (X1, ..., X,,), (Y1, ..., Y3)
tels que

®(X17~~~7Xn) (t) = <I>(y1,___,yn)(t)Vt e IR"

sont égales en loi, c’est a dire :

Pixi,..x0) = Py, v

De plus, si ®x € L'(IR", Leb) alors Pix,,...x,) a une densité par rapport a la mesure de Lebesgue
donnée par (la transformée de Fourier inverse) qui est une fonction continue :

1
(27)"

Proposition 7 (Caractérisations de l'indépendance). Soient (X1, ..., X,,) des v.a. réelles. On a équi-
valence des assertions :

fxi,x (@) = / nq)(xl,___,xn)(t)exp( i{x, t))dt.

1. X4, .., X, sont indépendantes.
2. Ya, € IR, ...,Va,, € IR

P(Xy <ay, . X, < ay) = [[P(X; < )

3. Y(t1,...,t,) € IR"
Dx, o x)(th ot H@X
PREUVE : (i) implique (ii) ou (iii) est évident par le théoréme de la loi produit et sa conséquence.

(ii) implique (i) vient de la caractérisation de la loi par les fonctions de répartition (Prop [2). (iii)
implique (i) vient de méme en utilisant 'injectivité de la transformée de Fourier. u

1.4 Sommes de variables aléatoires indépendantes (Rappels)

Vous avez probablement vu en TD de théorie de la mesure la définition de la convolution que 1’on
rappelle ici et relie aux sommes de variables aléatoires indépendantes.

Définition 7 (Convolution). Soit y une mesure de Proba sur S C IR et f : IR — IR une fonction
mesurable telle que pour tout z € S, y — f(x — y) est dans L*(IR%, 11), la convolution de f et p est
la fonction f x u définie par :

(f # m)( / F( = y)duly).
Si p est absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue de densité g, on note aussi f * g.

Proposition 8. Soient X,Y : Q — IR? des v.a. indépendantes :



1.Vt € R, ®x iy (t) = Dx (1) Py (1)
2. Si X;,Y; sont dans L*(Q), Cov(X; +Y;, X; +Y;) = Cov(X;, X;) + Cou(Y;, Y;).

Y
3. Si Px(dz) = f(x)dz, Py(dx) = g(y)dy alors Pxiy est absolument continue par rapport d

Lebesque (sur IRY) de densité f x g définie Lebesgue p.p. :
Pxiy(dz) = (f * g)(2)d=.

4. Si seulement X est de loi absolument continue mais de densité continue bornée f, alors quel
que soit Y, Px.y est absolument continue par rapport a Lebesgue (sur le) de densité f x Py
(définie partout). De plus, pour tout h continue bornée :

E((h* ))Y)) = E(M(X +Y)).

PREUVE : 1. On a ®x,y(t) = E[e®X+Y)] = E[eXe?Y] = E[e"X|E[e®] = ®x(t)®y(t) avant
derniére égalité par indépendance car f(z) = e est bornée donc intégrable (par rapport a une
probabilité).

2. En général par bilinéarité Cov(X; +Y;, X; +Y;) = Cov(X;, X;) + Cov(Y;, Y;) + Cov(Y;, X;) +
Covu(Y;, X;), mais ici par indépendance les deux derniers termes sont nuls.

3.1l faut d’abord vérifier que f % g est bien définie. Par Fubini-Tonelli vu le caractére positif :

/Rn da /IR" dyf(z—y)g(y) = /]Rn dy(/Rn daf(z—y))g(y) = /IR" dyg(y) =1

done [pndyf(z —y)g(y) existe et est fini p.p.
En prenant A mesurable positive et en appliquant le transfert, on obtient par changement de
variables z = z + y dans I'intégrale sur y obtenue par Fubini :

EMX+Y :/ h(x+vy)f(z)dxPy(dy :/
(( )= Jpaa M@ T U @)drBAdy) = o
ce qui donne le calcul de densité (égalité de la loi avec seulement le cas h = 1g). Dans le cas de 4.
on raisonne pareil sauf que f continue bornée donne = — f(x — y) intégrable par rapport a la proba
Py directement. L’application de Fubini vient de fIRQd |h(2)f(z — y)|dzPy(dy) < ||h||s. L'égalité
intermédiaire donne aussi E(h(X +Y)) = fle(h x [)(y)Py(dy) = E((h* f)(Y)) par transfert. =

LGPy (dn) = [ HG) G Py ()

1.5 Preuve [Facultative] du Thm d’injectivité de la transformée de Fourier

On va utiliser les lois gaussiennes pour se ramener au cas avec densité tout en exploitant leurs
propriétés de stabilité par cette transformeée.

Lemme 9. Soit g, la densité sur IR" d’un n-uplet de variable gaussienne i.i.d. N'(0,0%). Pour tout
h : IR" — IR continue bornée, (h * g,)(z) =0 h(x). On a méme convergence uniforme sur tout
compact.

En terme de convergence en loi, cela signifiera au chapitre 2 que si (X;(0), ..., X,,(c)) sont les
variables de densités g,, alors x + (X(0), ..., X,,(0)) =40 = en loi en utilisant la proposition Bl(4)
aucas Y = .

PREUVE : Par transfert et changement de variables

@*%X@—h@%Z/d%@—ad—h@»mwﬂz

6



En prenant, en prenant le supremum sur un compact K :
sup |(h * go)(x) — h(z)| < / ,sup [(h(x — oz) — h(z))]g1(2)dz
rzeK R® zeKk

la limite vient de la convergence dominée par une constante 2||h||,, puisque une constante est inté-
grable par rapport a une probabilité comme g;(z)dz, et la limite ponctuelle en z vient de la continuité
de h qui est donc uniformément continue sur K + B(0, |z|) et donc pour |o| < 1,z — 0z, x sont dans
ce compact de distance o|z| tendant vers 0. Si h est uniformément continue sur IR? on a méme
convergence uniforme sur IR%. [
PREUVE DU THM [6 : Pour montrer l'injectivité, par le lemme 2], il suffit de montrer que 'égalité
des transformée de Fourier implique égalité de E(h(X)) pour tout h continue bornée.
Or par le lemme précédent, (h * g,)(z) — h(x) tout en étant borné par ||h||o donc par TCD :

B(h(X)) = lim B((h * g,) (X)) = lim B(W(X +Y,))

la derniére égalité avec Y, de densité g, et indépendant de X par la proposition [ (4) puisque la
densité g, est continue bornée. Or la transformée de Fourier de X + Y, est ®x vy, (t) = Ox () Dy, (1)
par la proposition 8 (2) et donc

12][30°

5 )
par le calcul du lemme [B. Comme ceci est intégrable, on s’attend & avoir la formule d’inversion de
Fourier de la deuxiéme partie qui va donner E(h(X +Y,)) en fonction de ®x .y, (¢), nous allons donc
la montrer & la main dans ce cas pour conclure la preuve.

Or en interprétant la densité comme une variante de la transformée de Fourier dans le cas gaus-
sien :

(I)X—I—YU (t) = (I)X (t)exp(—

el

0 P)0) = [ oo Pty = [ Petnidom e 1 i o)

g

d

soit par le changement de variables u = v/o de jacobien o~% on obtient

o?||v]”

E(h(X +Y,)) = /}Rd doh(z)(gs + Py)(x) = /m?’d da Py (dy)dvh(z) (2;)dexp(— P ity —,0))

soit en appliquant Fubini sur les intégrales en y, v

h(x o?||v]|?
E(h(X+Y;)) = /IF{2d dxdv#exp(—%—i(x,v>))(I>X(v) = /IR
qui est la formule souhaitée qui ne dépend bien que de la transformée de Fourier ®x et conclut
Iinjectivité.

Maintenant si ®x est intégrable |h(z)®x vy, (v)] < h(z)|®x(v)| est une domination (si h est a
support compacte) et puisque ®x .,y (v) =, 0 Px(v) par les formules précédentes, on obtient par le
TCD la formule souhaitée pour la densité a la limite. La continuité de la densité vient du Théoréme
de continuité des intégrales & parameétres. On remarque qu’en utilisant E(h(X))) = f]Rd dzh(z) fx(x)
pour tout h positive continue & support compact, on déduit fx positive (sinon par continuité elle
est négative sur un ouvert dans lequel on peut prendre le support de h pour contredire positivité de
I'intégrale) et par convergence monotone et faisant tendre h — 1, on déduit fy intégrable et densité
de proba. D’ot on peut utiliser E(h(X))) = fIRd dxh(z) fx(x) (maintenant valable pour h continue
bornée car fx peut servir de domination) pour identifier Py (dx) = fx(z)dx en utilisant le lemme 2]

]

 dudo (’”;Ef))d eap(—ilz, 1)) Bx 1y, (0)




2 Convergence en loi, Théoréme de Paul Lévy

On note Cy(IRY) I’espace de Banach (e.v.n complet) des fonctions continues bornées sur IR* muni
de la norme de la convergence uniforme : ||¢|| = Sup__[R* lp(2)].

Définition 8. Soit Y}, : Q, — IR? une suite de variables aléatoires et x une probabilité sur IR%. On
dit que Y,, converge en loi vers u, notée Y, £>,Hoo [, Si

Yo € Cy(RY), Elp(Ya)] —bnsm /}Rd o(2)dp(x).

. . , c .
SideplusY : Q — R? une autre v.a., Y, converge en loi vers Y, notée Y,, =, . Y, si Y, converge
en loi vers Py.

La convergence en loi ne dépend que des lois de Y,, et c’est pour cela que les espaces probabilisés €2,
n’ont pas besoin d’étres égaux. On relie d’abord la convergence en loi avec la convergence la plus faible
déja rencontrée, la convergence en probabilité : On cherche ensuite des définitions équivalentes. On
note C.(IR?) les fonctions continues & support compact (c’est a dire nulles en dehors d’un compact).

Proposition 10. 1. Soit X,, : Q, — IR? une suite de variables aléatoires et [ une probabilité
sur IR, Alors X, ﬁ),@%w 1, st et seulement si

Yo € CL(IRY), Elp(X,)] —uo /sz o(@)dp(x).

2. (cas des v.a. entiéres) Si Y, : ), — 7 =8 et 1 une probabilité sur 72 alors Y, ﬁ),@%w 1, Si
et seulement st
Vo € Z%, P(Y, =) =0 p({x}).

Ezemple 3. Limite en loi de X,, de loi binomiale B(n,p = 2).

n

PREUVE : 1. L’implication directe est évidente puisque C,(IRY) C C,(IR?). Pour la réciproque, on
prend h, € C.(IR%) suite croissante a valeur [0, 1] tendant vers 1 (par exemple h,(z) = max(1 —
d(x, B(0,n)),0) qui vaut 1 sur la boule B(0,n).) comme h,,¢ est a support compact E((h,¢)(X,) —n_oo

S 9 o (2)dp(2).
Or par positivité de 1 — h,, :
[E((1 = hn) (Xn)o(Xn))| < [l E((L = b ) (X))

et de méme
| / (1= hu)odu] < [l / (1= h)dp.

Comme d’habitude, on utilise I'inégalité triangulaire :

L Pla)dp(r)

'E[w(Xn)] - [

< Bl 0] - [ (o)t

FIB((L — h)(X)o(Xa))] + | / (1= hun)ody



donc comme le premier terme tend vers 0, en utilisant la sous additivité de la lim sup et les deux
bornes précédentes pour les 2 derniers termes, on a :

lim sup
n—oo

Elp(X,)] - /]Rd (@) dpu(z)

< timsup ol] (B = m) (%) + [ (0= o).

n—oo

L’utilisation de la limsup permet la convergence de X, de nouveau sur la borne car (E((1 —
hin) (X)) =1 — E(hp(Xy)) = 1= [ hymdp = [(1 = hy)dp. Donc

lim sup ‘E[SO(Xn)] - [ eaute)

n—o0

< 2/l / (1= hon)dit —$msos 0,

et la derniére convergence par convergence monotone est fait alors que le premier terme ne dépend
pas de m et le second pas de n.

Pour 2. P(Y,, = x) = E[1{4}(Y,)] = E(h(Y,)) pour une fonction h. continue égale a 1 sur z et 0
en dehors de B(x, €) donc 0 sur les autres points de Z? si € < 1/2). Donc pour I'implication directe
P(Y, = x) — p(he) —cso n({z}) car en faisant tendre ¢ — 0, par convergence monotone on obtient
la limite souhaitée. Pour la réciproque Il suffit de noter pour h a support compacte E(h(Y,)) =

erzdﬁ(z)#o h(z)P(Y, = x) qui comme la somme est finie tend vers Zzezd,h(x);éo h(z)p({x}). Ceci

montre que Y,, converge en loi vers Zzezd 1({x})d, = p car p est une probabilité sur Z?. (si on ne
savait pas cela, on ne pourrait exclure une perte de masse)
|
Le résultat principal est la caractérisation en terme de fonctions caractéristiques :

Théoréme 11 (Lévy). Soit Y, : Q, — IR une suite de variables aléatoires et Y : Q — IR® une
autre v.a., alors 'Y, converge en loi vers Y si et seulement si :

Vt € R, Dy, (1) —nsoo Py (t).

Ezemple 4. (X;) ii.d N(0,1) limite en loi de =5 > | k2 X
Ezemple 5. Soit (X,,) i.i.d de loi de bernoulli B(1/2). Mq >__; 5 X Bnsse % ([0, 1]).

Remarque 1. Comme la convergence est partout absolue, la limite U redonne X, = Ent(28U) —
2Ent(2¥71U) sont indépendants pour U uniforme. La mesure de Lebesgue donne donc une suite
de v.a. de Bernoulli indépendante. et on construit a partir de la n’importe quelle suite de v.a.
indépendantes.

Démonstration. Comme z — €'® est une fonction continue bornée, I'implication suit directement de
la définition. Réciproquement, soit h € Cc(]Rd), on a vu dans la preuve du théoréme d’injectivité de

la transformée de Fourier que

o?|[v?

E((hxg,)(X)) = /IRM dxdvmexp( )

(2m)4

et de méme pour Y,, comme h est & support compacte h(az)ea:p(—w) est intégrable par rapport a
la mesure de Lebesgue et donne une domination (vu |®y, (v)| < 1). Or par hypothése @y, (v) — Py (v)
donc la convergence dominée :

— i{z,0)))®y (v)

E((h* go)(Yn)) = E((h * g5)(Y))-

9



Or, d’aprés la preuve du lemmadl (h * g,) converge uniformément vers h car h est uniformément
continue (car a support compact et par le Théoréme de Heine) donc pour € fixé on a |[(hxg,) —h|| < €
Do limsup, . [E(h(Y,)) — B(h(Y))] < 2¢ + limsup, ..o [E((h * g,)(¥,)) — E((h % g5)(V))] =
2¢ —¢,0 0. Donc E(h(Y,,)) — E(h(Y)) pour tout h continue a support compact et, par la proposition
précédente, alors Y,, converge en loi vers Y. O

2.1 Version forte du Théoréme de Paul Lévy [Preuve facultative]

Dans la version forte, on n’a pas besoin de supposer que la limite des fonctions caractéristiques est
une fonction caractéristique, on obtient ce résultat. On a aussi le résultat utile pour les transformées
de Laplace.

Théoréme 12 (Lévy). 1. Soit Y, : Q, — IR? une suite de vecteurs aléatoires, on suppose que
Vt € IR, @y, (1) =00 @(t)
et que sa limite @ est continue en t = 0.
Alors, Y,, converge en loi vers une probabilité ju sur B(IR?) et (t) = fle et dp(z).
2. Soit Y, : Q, — IR, une suite de variables aléatoires positives, on suppose que la transformée
de Laplace Ly, (t) = Elexp(—Y,t)] converge :
Vi€ IR, %y, (t) —noo h(t)

et que sa limite h est continue en t = 0.

Alors, Y converge en loz' vers une probabilité p sur B(]0,00[) dont la transformée de Laplace
est h(t) = [;° e dp(x

01461
2

Ezemple 6. Si Y, ~ N(0,n), Oy, (t) = 1401(t) mais Y, ne converge pas en loi, % B oo
(Y,, perd donc moitié de sa masse en +00, moitié de sa masse en —oo, )

La preuve est assez technique et donc FACULTATIVE (la suite de cette section, définitions
comprises est donc facultative). L’idée est en 2 étapes, de montrer que la condition de continuité
implique qu’aucune masse ne peut s’échapper vers I'infini. On rend ceci précis avec la notion de
tension (suite tendue). Ensuite, on voit comment la tension implique une notion de compacité pour
la convergence faible et on conclut.

Définition 9. Une suite X, : Q — IR? de vecteurs aléatoires est tendue si pour tout € > 0 il existe
K compact tel que, pour tout n : P(X,, € K) > 1 —e.

Lemme 13. Pour toute v.a. X : Q — IR, resp. tout v.a. positive Y : Q2 — IR,

PUX|2 2 < [ -Reaxydn, Pz <f [T0- gl

uJ_, u
En conséquence, si une suite satisfait ’hypothése du Thm[I2.1 ou 2., elle est tendue.

PREUVE : Un calcul donne [* du(1—e™*)dt = 2u— 25%(”) donc en utilisant Fubini (et introduisant
la partie réelle sans risque puisque 1’expression est déja réelle) :

L[ dua-resar> 2/13 (1 - Sm(w)) APy(z) > 2/M>z (1 - Sm(“x)) aPs(r) > P(X|> %)

u ), ux uzx
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% > 1/2 si |x|u > 2 et est toujours positif. Pour I'application aux coordonnées de

la suite Y, on obtient pour v = 2/M :limsup, .. P(|(Y,):| > M) < 1imsupnﬁoo%f2/M (1 -

—2/M

Re @y, (0, ..., 1;,0, ..., 0))dt; = 4 ff%
gence dominée (par une constante) pour le calcul de la limite. Pour € fixé dans la définition de la
tension, on trouve, M tel que pour tout 7, 'intégrande (donc I'intégrale) est uniformément bornée par
€/2d, donc par définition de la limsup, on trouve k tel que Vn > k, P(3i, |(Y,):| > M)) < d(e¢/d) = e.
En choisissant M plus grand on réalise de méme pour le nombre fini des premiéres coordonnées
(un nombre fini de v.a. est toujours tendue dans IR? par convergence dominée P(3i,|(Y;):| >
M))) = M- 0). On conclut vu que la boule de rayon M pour la norme infini est compacte.

Dans le cas positif, L [*du(l — e *)dt = <142 > ¢7'1,,5; (par un tableau de variation) et
le raisonnement est le méme. [ ]

Le résultat clé qui donne de la compacité est le suivant (voir Barbe Ledoux p 128 pour une
preuve). Il est surtout basé sur un résultat d’analyse fonctionnelle : le Théoréme de Banach-Alaoglu
sur la compacité dans les espaces duaux (dont on verra un cas particulier pour les espaces L? dans
la section 1.3 du chapitre 5, elle-méme facultative).

car 1 —

(1-=Re (0, ..., t;,0,...,0))dt;, en utilisant le théoréme de conver-

Théoréme 14 (Prokhorov). Soit X,, : Q — IR une suite tendue de vecteurs aléatoires. Alors il

existe une sous-suite X, et une mesure de probabilité p telle que X, £>k_>oo I

PREUVE DU THM : 1. Par le théoréme et le lemme, toute sous-suite de Y,, a une sous-suite
convergeant en loi vers une mesure de proba. Par le sens simple de I'implication du premier Thm
de Lévy, sa transformée de Fourier est ¢. Donc on a maintenant I’hypothése du sens difficile de ce
premier théoréme pour conclure la convergence en loi vers cette proba u de transformée de Fourier
©.

2. On montre de méme la tension par le lemme, on en déduit que toute sous-suite de Y,, a une
sous-suite convergeant en loi vers une mesure de proba u. Par la réciproque simple, la transformée de
Laplace de cette proba est h. Donc toutes les sous-suites ont la méme limite en loi (on utilise théoréme
d’inversion pour la transfo de Laplace, ¢f TD 2 pour déduction a partir de Fourier). Prenons f continue
bornée E(f(Y,)) a une sous-suite convergente par compacité dans IR, et toutes ces sous-sous-suite
convergent vers la méme limite ffd/,L, on en déduit aisément par I'absurde que la suite de départ
doit, converger vers cette limite (sans quoi on construit une sous-suite loin de cette limite qui n’a
donc pas de sous-sous-suite convergeant vers cette limite.) Cette convergence donne la convergence
en loi. [

2.2 Suppléments sur la convergence en loi.

On a aussi les caractérisations équivalentes suivantes (admises) de la convergence en loi.

Théoréme 15. 1. Soit Y, : Q, — IR une suite de variables aléatoires et p une probabilité. Y,
converge en loi vers ju si et seulement si pour tout

Ve € IR, u({z}) =0= lim P(Y, <z)= u(] — co,z]).

n—oo

2. (Lemme de Skohokhod)[facultatif] Soient Y, : Q, — IR® une suite de vecteurs aléatoires et Y

un vecteur aléatoire, Y, £>n_>OO Y si et seulement si il existe un espace probabilisé (2, T, P),
X, X : Q — IR tels que Px, = Py,,Px = Py et X,, ™5, _00 X.
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Dans le premier énoncé, il est important que I’on ne consideére les limites que pour les points tels
aue p({z}) = 0.
Ezemple 7. Par exemple, Soit Py, = N(0,1/n), on a vu que Y, & see 0o. Mais P(Y,<0)=1/2
par symétrie qui ne converge pas vers (] — 00,0]) = 1 car 0 est un point tel que 6y({0}) =1 # 0.

Ezxemple 8. x, — x si et seulement si z, £>n_>oo . (moins évident avec Fourier...)
IDEES DE PREUVE : 1. On peut prendre Y de loi u. Pour I'implication directe, on prend f,,(x) =1
six <y—1/m, 0si x> y continue linéaire entre les deux. de méme g,,(z) = 1 si x < y, 0 si
x >y + 1/m continue linéaire entre les deux. on a E(f,,,(Y,)) = E(fn(Y)) E(gn(Y2)) = E(g,.(Y)).
Puis on utilise le bon comportement de la limsup et liminf avec les inégalités et f,,, < 1)_ ] < gm
d’ott
limsup P(Y,, < y) < limsup E(g,(Y2)) = E(gn(Y)) 2moo P(Y < y)

n— 00 n—oo
liminf P(Y,, <y) > liminf E(f,,,(Y,)) = E(fin(Y)) 2moe P(Y <vy)
n—oo n—o0

les limites en m par convergence monotone ou dominée (par une constante). Les deux limites sont
égales si P(Y =y) = p({y}) =0.

Pour la réciproque, on utilise que 2 n’utilise que cette conséquence, et on utilise que convergence
p.s. implique convergence en loi.

Pour 2, d = 1 on utilise un modéle canonique concret, (sur [0,1]) utilisant I'inverse de la fonction
de répartition. [

3 Une application : le théoréme central limite

Pour le cas vectoriel du théoréme central limite, on a besoin de la définition d’un vecteur gaussien
que P’on étudiera plus au prochain chapitre. Pour X = (X1, ..., X;) vecteur de variable dans L?(2) (i.e.
F(X?) < o) on note Cov(X) la matrice de covariance (Cov(X)),;; = Cov(X;, X;) = E(X;X;) —
E(X;)E(Xj). On rappelle qu'une matrice symétrique réelle est positive si ces valeurs propres sont
toutes positives. Il est facile de voir que les covariances sont des matrices positives. On note aussi
E(X) = (E(Xy), ..., E(Xy)) le vecteur des moyennes.

Définition 10. Soit C' € My(IR) une matrice symétrique positive. Un vecteur aléatoire X; : Q — IR?
avec X; € L? est appelé vecteur gaussien centré de covariance C, dite loi N'(0,C), si
(t,Ct)

2 )

On rappelle que (t,s) = >, t;s; est le produit scalaire et donc que (t,Ct) = Zij t;Cijt;. On
remarquera que cela coincide avec la loi normale usuelle dans le cas d = 1.

On verra I'existence des vecteurs gaussiens au prochain chapitre et une construction simple. Sinon,
I’application du théoréme de Levy fort dans le théoréme ci-dessous donnera aussi ’existence dés que
C' sera la matrice de covariance d’une loi de probabilité. (Et on verra encore au prochain chapitre
que toute matrice réelle symétrique positive peut étre obtenue). L’utilisation du théoréme de Paul
Lévy va étre basée sur un développement limité des fonctions caractéristiques.

vt € RY, @y (t) = E[e!)] = exp(—

Lemme 16. Soit un vecteur aléatoire X : Q — IR avec X; € L2. Alors ®x est de classe C* et son
développement de Taylor en 0 est :
d 1
Ox(t)=1+i» t;E[X;] - 5 > kb BIX X+ o(|[E]?).
j=1 k,j=1
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PREUVE : ¢ : (t,w) — e®X@) egt, intégrable en w et C>® en t, et ces deux premiéres dérivées sont :

D : PPp :
Y X et X (@) — X, Xt tX (W)
or, ¢ " oot k€ ’
qui sont dominés par
D
XX
52 < Xl ] < 1%,
qui sont intégrables car X; € L? et en particulier par Cauchy-Schwartz, E[|X Xell < N1X512)1 Xkl |2-
Donc d’aprés le théoréme de dérivation avec condition de domination ®x (¢) = [ ¢(t,w)dP(w) est C?
et ces dérivées sont :
a(I)X i 62(13)( p
t) = BliX;e" t) = —B(XX, e ).
8t] () [Z Je ]7 8tkatj<) ( k Je )
L’énoncé vient donc de la formule de Taylor-Young en 0. ]

Théoréme 17. Soit (X,,) une suite de vecteurs aléatoires X : Q — IR indépendants de méme loi

et dans L?. Alors (X ¥ EX,)
+...+X,—n
! NG W A e N(0, Cov(X))).

PREUVE : En remplagant X; par X; — E[X}] on peut supposer et on suppose E[X;] = 0. On calcule
la fonction caractéristique en utilisant d’abord I'indépendance (cf lemme ) puis le fait que les X;
ont méme loi.

X1+ ..+ X, X; t "
Px 1. 4x,(t) = E (t, ————— E =(®x, (— .
s (0) = B [eap(ie, TR H caplitt, 2] = (@)
En utilisant le dL. du lemme précédent, on obtient une suite (complexe) €, — 0 telle que

Sionposenn:gn<1_w -

1
o ) — 0, vérifions que (14 “2)™ — 1 (ce qui est bien connu

pour le cas réel en utilisant le log mais peut étre moins dans le cas 7, complexe.)= On utilise la
formule du binome :

M \n, - k\ﬁﬁ\ ‘nn‘ |77n‘
1+ )" -1| < Cr—— =|1+—7)"—1| <|n.|(1 —>O,
0+ 2y 2y < 3ot By gy L2

la deuxiéme inégalité venant du théoréme des accroissement fini pour z > 1,
[fa) = f)] =1 +2)" =1 < |z = 1 sup f(z) = |z — Un(l +2)""

En conclusion

@L\/ﬁ(t) ~n—oco (1 — W)" — exp[n In (1 _ W)] N €xp<—<f;’c+<)(l)t>)_

Comme la limite est la fonction caractéristique de la loi gaussienne centrée de covariance Cov(X;)
le théoréme de Paul Lévy conclut. [ ]

Ezemple 9. Mq u, =e™ ">} _, "k—'f — 1/2.
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Chapitre 2

Vecteurs (Gaussiens.

1 Définition générale et transformée de Fourier

Définition 11. Un vecteur aléatoire X : Q — IR? est un vecteur gaussien si toute combinaison
linéaire Z?Zl XN X; avec \; € IR est de loi normale sur IR.

(nécessairement NV (30 LE(X,), Eszl AixjCou(X;, X;)).)
Théoréme 18. Un vecteur aléatoire X : Q — IR? est un vecteur gaussien si et seulement si sa
fonction caractéristique est

Bx(t) = eapli(m, 1) - 3(t,C1)
et alors m = E(X),C = Cov(X). Dans ce cas on note X ~ N (m,C)

La notation et la définition sont donc cohérentes avec la définition [I0]d’un vecteur gaussien centré
intervenant dans le TCL.
PREUVE : Par définition ®x(t) = E[e'™] = ®x,(1) or par le lemme [ (et injectivité de la
transformée de Fourier), (X,t) = Y1 #;X; est de loi N (XL, tE(X)), Zijzl tit;Cov(X;, X;)) si et
seulement si sa transformée de Fourier est ® x4 (1) = exp(i(m,It) — g(t, C't)) soit la valeur dans la
caractérisation. ]

Corollaire 19. Deuzx vecteurs gaussiens ont la méme loi si et seulement si ils ont méme espérance
et méme matrice de covariance.

Corollaire 20. Si un vecteur aléatoire X : Q — IR? est gaussien, alors pour toute application linéaire
A IR* — IR™ et tout vecteur n € IR™, Y = n+ A(X) : Q — IR™ est un vecteur gaussien. Plus
précisément, si X ~ N(m,C) alors Y ~ N (n+ A(m), ACAT).

On rappelle que (AT);; = A;; désigne la transposée de A.
PREUVE : Pour tout Ay, ..., Ay, Yoo y NY; =D Am+ >0 Z;l:l NAy X =c+ ijl 1 X;. avec
pi =y A\iA;j c’est donc la translaté d’une v.a. gaussienne donc une v.a. gaussienne de IR. Comme
les \; sont arbitraires, Y est gaussien. Il ne reste qu’a calculer son espérance et sa variance. Par
linéarité E(Y) = n + AE(X) et par bilinéarité pour la covariance
Cov(V;,V;) = 3 AuCov(Xy, X)) Ay = (ACAT),;

i=1 j=1
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Ezemple 10. Soit (X7, X, X3) un vecteur gaussien de loi N (m,T") avec m = (4,1,0) et T' =
111
1 3 2 . Loi deY:(XQ,ng—QXQ)?
1 2 3
5 XLy
Ezemple 11. Soit (X1, Xs, X3,Y1, Ys, Y3) de loi N (0, Ig) quelle est laloi de Z = (5%, Y1,Ys,Y3)7

(attention la transformation n’est PAS linéaire et on ne peut pas appliquer le résultat précédent.)
Montrer que Z ~ N(0, ).

Ezemple 12. (cf TD) si (X,Y) ~N(0, 1) , Px/y(dz) = Mdz est la loi de Cauchy.

On va donner une construction canonique d’un vecteur A'(m, C) en utilisant la forme du corollaire
précédent.

2 Construction et simulation.

On appelle variable gaussienne standard notée 74 une variable N (0, I;) sur IR¢. On rappelle
que pour une matrice positive C' = ODOT dont on a une diagonalisation (D = diag(\i, ..., \g)
diagonale a coefficient positif, O orthogonale) la racine carrée de C' est vVC = Ov/DO” avec D =

diag(v/X1, ..., v/Aa). On a donc /C

Théoréme 21. Si X = (X1, ..., Xy) variable gaussienne standard ~vq, m € IR* et C € My(IR) une
matrice positive. Soit B = VC la racine carrée de C. Alors Y = m+ BX est un vecteur gaussien de

loi N'(m,C).

Cela donne une construction d’un vecteur Y ~ AN(m, C). La preuve est une application directe
du dernier corollaire.

Pour simuler un vecteur gaussien N (m, ), il suffit donc de savoir simuler un vecteur gaussien
standard X et de considérer Y = m++/CX. On peut soit construire v/C' par diagonalisation comme
ci-dessus. Il existe cependant une méthode plus efficace de construction de vecteur gaussiens basé
sur le résultat suivant.

Proposition 22 (Décomposition de Cholesky). Soit C' une matrice symétrique positive, il eriste
une matrice réelle triangulaire inférieure L tel que C = LLT. En conséquence, si X = (X1, ..., Xq)
variable gaussienne standard vq, m € IR® Y = m + LX est un vecteur gaussien de loi N(m,C).

Démonstration. On suppose d’abord que C est inversible. La relation LLT = C' est équivalent au

systéme d’équation : C; ; = I,f;nl(” ) L L; x qu'il suffit de vérifier pour ¢ < j puisque C' est symétrique,

ce qui donne :
i—1
LiiLji = Cij— >  LikLjx
k=1

ce qui se résout par récurrence sur ¢ en obtenant a chaque étape L,,; pour tout m > 1.
Il suffit donc de définir inductivement

L1 =+/Ci1,Lj1 =C1/L11,j >1

vu Ly ; > 0 (comme C inversible). En général au rang ¢ on veut poser :




Prenons d’abord une racine carré complexe et voyons qu’on peut prendre la racine carré strictement
positive (en supposant avoir obtenu cela par récurrence). C’est possible car en se restreignant a la sous
matrice i x i C® formé des i premiéres colonnes des 7 premiéres lignes, on a obtenu C¥) = L® (LT
avec L,(j)l = Ly, tant que k,! < i. En prenant le déterminant det(C®) = det(L®¥)? = H§:1 L7, et
les deux cotés ont des facteurs strictement positifs (car C? définie positive et par ’hypothése de
récurrence). Donc L;; > 0 et on continue la résolution par

Lij=(Cij— Eleij i

pour j > i ce qui donne les ¢ premiéres colonnes de L.

Si C' n’est pas défini-positive, on obtient L, associé a C,, = C'+1I,,/n (I,, la matrice identité). On a
|| Lal)? = || Lo LL|] < ||C|| + 1 est une suite borné donc par compacité (boule unité fermé est compact
en dimension finie) on extrait une sous suite L,, — L la relation C,, = LnLg donne en passant a
la limite C' = LLT (on utilise la continuité du produit pour la norme d’opérateur). La conséquence
pour les variables gaussiennes est évidente. O

On rappelle maintenant 2 facons de simuler les vecteurs gaussiens standard.

Ezemple 13 (Box Muller). SiU ~ &(1/2),V ~ % ([0,1]) indépendantes, Mq, X = /U cos(27V),Y =
VUsin(27V) sont indépendantes et de loi normales centrés réduites.

Sin on prend donc V,W ~ % ([0,1]) indépendantes, alors
X =+/—2log(V)cos(2nW), Y =+/—2log(V)sin(27WV)

donne un vecteur gaussien standard (X,Y) ~ ~,. En pratique ’évaluation de cos, sin, log rend cette
méthode couteuse et soumise a erreurs numériques. Une méthode évitent I'évaluation du cosinus et
du sinus utilise la loi uniforme sur le disque :

Proposition 23 (Loi uniforme sur le disque). ST (U, V') un couple de variable distribué selon la loi
uniforme sur D = {(x,y) € IR* : 2> +y*> < 1}. Soit (U, V) = (pUy, pVo) avec p = VU2 + V2. Alors

les variables
X =2v/=log(p)ly, Y =2¢/—log(p)Vp

sont distribués selon la loi normale standard : (X,Y) ~ 7o

Démonstration. On écrit (Up, Vy) = (cos(d),sin(0)) avec 6 € [0, 27|. Par ’exemple précédent il suffit
de voir que (y/—log(p), ) sont indépendants de loi respective —log(p) ~ &(2),0 ~ % ([0, 27]). Le
fait que € est de loi uniforme vient de I'invariance par rotation de la loi uniforme sur le disque De
plus 6 est déterminé par cos(),e(d) ou se nombre est le signe du sinus. Il suffit donc de voir que
—log(p), cos(f), e(f) indépendant et que le premier a la bonne loi. SOit f mesurable positive, on
calcule par transfert :

E(f(—1log(p),cos(d),e(0))) = /dP(U,V)(u,v)f(—log(uz+v2)/2,u/\/u2+v2,signe(v)))
/ldu/ dvf r(u,v),u/vu? + 0?2 1)) / du/ - def r(u,v),u/vu? 4+ v? —1))

:/_1\/17_70%2)/0 dreQrf(r,uo,l))jL/_l\/%u%/o dre” " f(r, ug, —1))
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ou on a fait le changement de variable r = r(u,v) := —log(u® + v*)/2,uy = u/vu? + v2 en uti-
lisant v? + v = e u = we ", v = +e /1 —ud, dou le jacobien positif |J(u,v)(ug,r)| =
e "1 —ude™ +upe e "ug//1 —u = e */\/1 —u3 On a donc obtenu (vu la densité produit),
I'indépendance souhaitée et la densité de —log(p) a savoir Ce™?"1,-¢ qui implique bien la loi expo-
nentielle voulue. O

On sait (Thm de la simulation par méthode de rejet) que si (U,,V,) une suite de vecteurs
indépendants de loi uniforme sur [—1,1])*, T = inf{n, (U,,V,) € D} alors (U,V) = (Ur, Vr) est de
loi uniforme sur D et peut servir de point de départ a la simulation de loi gaussienne par le théoréme
précédent. Voici une simulation sur un échantillon de 10000 d’une normale A(4,4)(a gauche). A
comparer & une simulation par la version par défaut de Matlab/Stixbox 1.29 d’une normale N(0, 1)
(a droite), (algorithme de Ziggurat).

Simulation d’'une loi gaussienne par méthode polaire-rejet

0.5

T
— Empirique — Empirique
— Theorique — Theorique

0.4

01

3 Critére d’absolue continuité

Théoréme 24. Soit Y : Q — IR un vecteur gaussien de loi N(m,C), alors Y admet une densité

par rapport & la mesure de Lebesque si et seulement si C' est définie positive (comme C' est toujours
positive ssi det(C) #0) et alors Py (dz) = fy(x)dx avec sa densité :

) 1 (~5{C (= m). (z —m)))

)= exp(—= x—m),(x—m))).

v (27)4/2, /det(C) 2

De plus si C' n’est pas définie positive, Y est p.s. a valeur dans m + Im(C').

PREUVE : Si det(C) # 0, on reprend la notation du théoréme précédent, et il suffit de montrer
que Y = m + BX a la densité cherchée par changement de variable. En effet, par la forme de la
transformée de Fourier de X, les coordonnées de X sont indépendantes et la formule pour la densité
découle du calcul des transformées de Fourier une variable lemme[5 et du théoréme de caractérisation
de I'indépendance comme mesure produit :

1 [
Ix(@) = Grymer (=73
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On fait donc le changement de variables y = m + Bx le jacobien est B, v = B~ '(y —m) et B~}
existe puisque det(B) = y/det(C'), on obtient donc pour h mesurable positive par transfert puis le
changement de variables ci-dessus :

E(h(Y)) = /md h%w@ﬁew(—@)du@ = /md h(y) (27T1)d/26xp<—||31(y2_ m”'%) det1< B)dy-

Ce qui donne par identification la densité une fois que I'on a remarqué que || B~ (y—m)||3 = (B~ (y—
m), B~y —m)) = (C~'(y — m), (y —m)) (car (B"H)TB~!' = B™2 = C~! et det(B) = /det(C).

Comme C' est une matrice carré elle est inversible si et seulement si elle est surjective donc il
suffit de prouver le dernier résultat pour avoir la contraposée de la réciproque (si C' non inversible,
vu son support ayant mesure de Lebesgue 0 comme tout e.v. de plus petite dimension, elle ne peut
pas avoir de densité.) Mais comme Im(C) = I'm(B), le modéle concret donne I'image de valeur p.s.
m+ Im(B)(formellement on prend n’'importe quelle fonction h supportée a I’extérieure, par transfert
l'intégrale de h est E(h(m + BX)) et h(m + BX) = 0 par hypothése sur le support). |

On peut décrire explicitement la mesure gaussienne dans tous les cas mais le résultat est moins
important donc facultatif.

Corollaire 25. (Facultatif) Si X = (X1, ..., X4) ~ N(m,C) variable gaussienne avec m € IR® et
C € My(IR) une matrice positive. Soit I Uinjection de IR™ ~ Im(C) C IR* telle que I(e;) base
orthonormale de Im(C') et D;; = (CI(e;), I(e;)) la matrice induite. On suppose m > 1. Alors pour
tout h mesurable positive

— ! _D )
B(HX)) = [ i s 1) ey~

PREUVE : En identifiant Im(C) a un R™ Y; = (I(e;), X — m) donne en effet un vecteur gaussien
centré (Y7, ...,Y,,) de covariance D, qui est la restriction/projection orthogonale de C' & Im(C) est
de déterminant non nul (car 'orthogonal de Im(C) est Ker(CT) = Ker(C), donc D restriction a
Im(C) est injective (le noyau est dans I'orthogonal) donc bijective par le théoréme de rang). Y nous
rameéne donc au cas précédent d’'une densité. [

4 Indépendance

Le résultat suivant est important. Au contraire des variables générales, pour laquelle I'indépen-
dance n’est pas caractérisée par ’annulation de la covariance, I'indépendance dans un vecteur gaussien
est caractérisée de cette facon. On va voir que c’est une conséquence simple de la forme de la fonction
caractéristique.

Théoréme 26. Soit (Xy,..X,,Y1,..Y,,) : Q — IR™™ un vecteur gaussien. Alors X = (X1, ..., X))
(ou o(Xy, ..., X,) ) est indépendant de Y = (Y1, ..., Yy,) (ou o(Y1,...,Y.,)) si et seulement si

Vi e [1,n],Vj € [l,m], Cov(X,,Y;) =0.

Il est crucial que I'ensemble des vecteurs (Xi,...X,, Y],...Y,,) soit un vecteur gaussien, et PAS
seulement (X7, ..., X,,) et (Y1,...,¥;,) !
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PREUVE : L’implication, indépendance entraine covariance nulle, a déja été notée E(X,Y;) = E(X;)E(Y;)
si X;,Y; indépendantes. Pour la réciproque, comme (Xy,...X,,, Y1, ...Y},) gaussien on peut utiliser la
formule de la fonction caractéristique et I’annulation de la partie des bloc reliant les X et les Y :

DXy, X Vi Vo) (B1s oos By 15 28m) = exp(i(E(X), 1) +i(B(Y), s) — %((t, s), Cov(X,Y)(t,s)))
= exp(i({E(X),t) + i(E(Y),s) — %(t, Cov(X)t) — %(s, Cov(Y)s))
= (I)X(t)q)y(S)

Par la caractérisation [7, on obtient 'indépendance souhaitée. [

Ezemple 14. On voit que Y7, Y5 de 'ex 26 sont indépendantes par le calcul de leur covariance.

5 Mesures, espaces et processus gaussiens

Une famille de variables aléatoires (X;);c; est souvent appelé processus. C’est particuliérement
le cas quand I = IN, ou I = IR, I = IR, (il y a alors une intuition temporelle liée & Iordre qui est
'origine de la terminologie processus).

Définition 12. Un processus Xy, ¢ € I est un processus gaussien (centré) si pour tout ¢y, ...,t, € [
(X4, .oy Xy,) est un vecteur gaussien (centré).

Un sous-espace vectoriel H de L?(€2, T, P) est un espace gaussien (centré), si (X1, ..., X,,) est un
vecteur gaussien (centré) pour tout X7, ..., X,, € H (c’est-a-dire si pour tout Ay,..., A\, € R, > N X;
est une variable gaussienne).

Ezemple 15. Une suite (X,,) de variables A/(0, 1) i.i.d est un processus gaussien.

Ezemple 16. Si X, i € Test un processus gaussien, Vect(X;, 7 € I) est un espace gaussien. Un espace
gaussien H est lui méme un processus gaussien (indicé par lui méme) (X)xepn.

L s . —L? .
Théoréme 27. Pour tout espace gaussien H, la fermeture H  est encore un espace gaussien.

PROOF : 1 suffit de voir que si Y = (Y, ..., Y,) = lim(X\", .. X)) dans L? et que les X" =
(Xl(n), ...Xy(ff)) sont des vecteurs gaussiens, il en est de méme de (Y7,...,Y,,). En effet, la moyenne
E(X™) — m et la matrice de covariance C’i(f) = Cov(X™, X}")) — C d’aprés la convergence dans
L? (et par Cauchy-Schwartz pour le second). De plus la convergence L? implique la convergence en
loi, donc par le thm de Paul Lévy, les fonctions caractéristiques convergent

(CMt t)
2

) = eaplift,m) — S0,

donc par la caractérisation en terme de transformée de Fourier Y ~ N (m, C).
n

Définition 13. On appelle covariance d’un processus X;,t € I, la fonction sur I?, C(t,s) =
Cov(Xy, X).
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Théoréme 28 (Kolmogorov). (facultatif) Pour toute matrice de covariance C sur I, c’est a dire
fonction sur I? telle que pour tout ty,....t, € I (C(t;,t;))ijen.n €st une matrice symétrique positive.
Il eziste un unique processus gaussien centré X;,t € I tel que C(t,s) = Cov(Xy, X).

Enfin, on parle parfois de mesure gaussienne pour généraliser a un espace de Banach séparable
le cas des mesures associés aux vecteurs gaussiens de IR". On verra une mesure gaussienne et un
processus gaussien particulier au chapitre 5, le mouvement brownien.

Définition 14. Une mesure ~ sur la tribu des boréliens d’un espace de Banach E est appelée mesure
gaussienne si pour toute forme linéaire continue L € E*, sa mesure image L,y(B) = v(L™'(B)) sur
€ = IR? est une mesure gaussienne.
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Chapitre 3

Espérance conditionnelle

1 Rappels sur ’espérance et les espaces L”

1.1 Premiers rappels

Définition 15. Soit X : {2 — IR une v.a., 'espérance de X est notée

E[X] = /Q X (w)dP(w).

Elle est définie dans deux cas :
1. si X >0, et alors E(X) € [0, o0].
2. si X € L'(Q,dP) ie. si E(|X]|) = [ |X|dP < .
Si X : Q@ — IR", on note E(X) = (E(X,), ..., E(X,)).
La moyenne est une forme linéaire croissante sur I'espace vectoriel L'(Q, T, P) des v.a. intégrables.
En d’autres termes, on a toutes les propriétés usuelles de I'intégrale, dont les résultats de convergence :
Proposition 29. Si X et Y sont deuz v.a. intégrables, alors
1. LY, T, P) est un espace vectoriel et E(aX +bY) = aE(X) + VE(Y).
X <Y = E[X]| <E[Y] . En particulier, X > 0 = E[X] > 0.
|Z| < |X| implique 7 intégrable.
E(X)| < E(|X)).
Elcl=c,a <X <b=a<E[X]<b.

(Convergence monotone TCM) Si X,, > 0, X,, suite de v.a.r croissante et tend simplement
vers X alors E(X,,) — E(X).

7. (Lemme de Fatou) Si X,, > 0 E(liminf X,,) < liminf E(X).

8. (Convergence dominée TCD) Si |X,| <Y, E[Y] < 0o et P(X,, — X) =1 (on dit X,, —
Xp.s.) alors BE(X,,) - E(X).

S G o

Vous avez vu durant le cours d’intégration, les espaces

P, T,P)={X:Q— Rv.a [E(X|’) < oo},

21



pour p € [1,00[ (ou plutot 'espace des classes d’équivalence de fonctions égales sur un ensemble de
proba 1), espace vectoriel normé complet pour la norme

1X 11, = E(XP)7.

On définit || X||e = lim, o0 || X]|p et L2(Q,T,P) = {X : @ = R v.a. ||| X||« < co}. On rappelle
'inégalité de Holder :si p,q € [1,00] telsque 1/p+1/q=1/r <1, X € L’ Y € L% alors XY € L" et

XY ]| < [ X1 [Ylq-
On rappelle aussi qu’en prenant Y = 1, on obtient :
LP(Q,T,P)C LYQ,T,P) sip>q.

Définition 16. Soit k € IN Soit X une v.a. dans L*(Q, P). Le moment d’ordre k de X est défini par
la quantité

my, = E[X*] = / h 2*dPx ().

—00

Il est important de retenir la conséquence suivante du théoréme de Fubini :

Proposition 30. Soit X > 0 une variable aléatoire positive, alors pour p €]0, 00|
E(X?) = / dtpt!'P(X > t).
0
PREUVE : On remarque que X? = [0%ptP~'dt = [ 0%°ptP~'1 (x> dt. Or par Fubini-Tonelli,

E(X?) = / dP / dtpt’ L xspy = / dtpt?~! / dPl{xsyy = / dtptr ' P(X > t).
0 0 0

Tous les espaces LP sont implicitement des espaces de (classes d’équivalences p.s. de) fonctions a
valeur COMPLEXE!

1.2 L’espace de Hilbert L%(Q)

La formule B
(f,9) =E[fg]

définit un produit scalaire tel que ||f|[3 = (f, f). On peut donc appliquer & L*(Q) le résultat vu en
MASS 51 (Topologie et convexité) sur les espaces de Hilbert, dont le théoréme de projection sur un
convexe fermé. On rappelle ici I’énoncé du cas d’'un sous-espace vectoriel fermé. Ce sera la base que
I’on généralisera aux autres espaces LP avec I’espérance conditionnelle dans la section suivante.

Théoréme 31. Soit K C L*(Q, T, P) un sous espace vectoriel fermé. Pour tout f € L*(Q, T, P) il
existe un unique u = Pk (f) tel que

1/ = ullo = mE||f = gl
De plus c’est ['unique vecteur u € K tel que
Vwe K, E@(f—u)=0
c’est a dire tel que f — u est orthogonal a K ou encore
Vv € K, E@f) =E@WPk(f)). (PC)

Py est une application linéaire bornée appelée projection orthogonale sur K.
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On en déduit maintenant le calcul de 1'espace vectoriel des formes linéaires continues sur L? (voir
sous-section 1.2 pour des rappels).

Théoréme 32. Soit ¢ une forme linéaire continue sur L*(0, T, P) alors il existe un unique [ €
L3(2, T, P) tel que
Vo € LAQ, T, P), 6(v) = E(fo).

De plus, on a l’expression duale pour la norme :

1z = sup [E(fv)].

|lv]l2<1

PREUVE : Soit K = ¢!(0) le noyau de ¢. Si K = L*(Q2, T, P) alors f = 0 convient. On suppose
donc K # L2(Q, T, P). Soit donc gy € L*(Q, T, P) et g = 2=Lxl0) 100 — Pr(go)||o un vecteur de

p
norme 1 et orthogonal & H. Comme ¢ est une forme linéaire, on s’attend que H et g engendrent L2,
sorte de généralisation du théoréme du rang. En effet, soit v € L*(Q,T,P), w = v — %g vérifie
d(w) = p(v) — %gb(g) =0doncw e H et v=>Ag+w avec A = %.

On montre donc que f = ¢(g)g convient en montrant ’égalité sur v quelconque précédent :

E(fv) = ¢(g9){g,v) = 8(9)(g, A\g + w) = ¢(g9)Al|g]]3 = (9)A = ¢(v).

[’égalité des normes vient de Holder, cf proposition 33 ci-dessous. [

1.3 Dualité dans les espaces L? [Facultatif]

On rappelle du cours MASS 31 (prop 23 p 12) que les formes linéaires continues sur un espace
vectoriel normé coincident avec les formes linéaires lipschitziennes. Pour £ un e.v.n, on note E*
I’espace des formes linéaires continues avec pour norme la constante de lipschitzianité :

9+ = sup{|o(2)]; ||z]|z < 1}

On appelle E* I’espace de Banach dual de E (il est facile de voir que cet espace vectoriel normé
est toujours complet).
La conséquence facile de Holder que I'on utilisera fréquemment est la proposition suivante :

Proposition 33. Soit p € [1,00], q tel que 1/p+ 1/q = 1 le coefficient conjugué, alors L1(2, P) C
(LP(, P))* en identifiant g € LY(Q, P)Uapplication linéaire a I : f — [ fgdP et en particulier :

lall, = SUP{'/fgdP 1l < 1.

PREUVE : Par Hélder, fg € L' donc l'intégrale est définie et

| [ f9aPl < 117glls < 71l

d’oit ||g||q est plus grand que le sup de I'énoncé. Mais, pour p €]1, o[, si on prend f = glg|9=2/|]g||¢~"
_ -1

on a | f7 = gD/ llgllg™ " = |gl*/llglg car plg —1) = qp(1 — 1/q) = q, donc f € L7 et ||f||5 =

E(|f") = 1lgll2/llg]|¢ = 1 Aot le sup est supérieur a U fgdP} = |g\qu/Hg||g’1 =1|g||4- On déduit

donc I'égalité énoncée. En conséquence on déduit que 'identification est bien injective (si la forme

linéaire est nulle, le sup aussi, donc ||g||, = 0 donc g = 0 p.s. c’est & dire dans L9.)
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Sip=1,q = o0, g est dans tout L" et en prenant le f = g|g|"2/||g||-~" précédant qui est de
norme L' inférieure a 1, on voit que le sup est inférieur a ||g||, donc a la limite quand r — oo a
savoir ||g||oo-

Si p = 00,q = 1, il suffit de prendre f = 19750% de sorte que fg = |f| et la norme ||f||oc < 1. m

On a méme le théoréme suivant (on notera que p < oo contrairement au cas de la proposition
précédente ) :

Théoréme 34. Dans lidentification précédente, L1(Q, P) = (LP(S2, P))*, pour p € [1,00[, q tel que
1/p+1/g=1.

2 Définition et propriétés de ’espérance conditionnelle

En L2, vous avez vu la notion de probabilité conditionnelle P(A|B) = P(AN B)/P(B) de deux
événements. Cela donne une probabilité P(.|B) il est donc facile d’intégrer par rapport a cette mesure
pour obtenir un nombre. On veut maintenant pouvoir considérer a la place d’un événement supposé
connu, avoir une tribu d’événements. Ce sera 1’objet de base pour pouvoir formaliser un processus
avec notre connaissance qui augmente avec le temps (cf. exemple F,, = o(Xq, ..., X,,) déja rencontré
pour la loi du 0 — 1.) Le prochain résultat veut donc définir une espérance "sachant une tribu" qui
sera une v.a. mesurable par rapport & cette tribu et devra avoir les propriétés de I'espérance. On
va s’appuyer sur la projection orthogonale dans L? de la section précédente et I’étendre au cas des
variables intégrables.

Théoréme 35. Soit (0, T, P) un espace probabilisé et A C T une sous-tribu. Soit X € L*(Q, T, P)
une v.a. réelle, il existe une unique (p.s.) v.a. réelle A mesurable notée E(X|A) € L'(Q, A, P) C
LY, T, P) vérifiant la propriété caractéristique :

Vfe L*(Q A, P),E(fX)=E(fE(X|A) (PC).
Remarque 2. (PC) est équivalente a :
VAe A E(14 X)=E(14 E(X|A)) (PC)

comme on va voir dans la preuve. (PC’) suffit & voir I'unicité et (PC) implique (PC’) car 14 €
L>(Q, A, P). L’existence de la variable avec la propriété la plus forte implique donc que la v.a.
vérifiant (PC’) qui est unique doit aussi vérifier (PC) (sinon on raisonne comme pour la construction
de l'intégrale pour aller au dela des fonctions étagées.

PREUVE :

Unicité Soit g, h A-mesurables vérifiant (PC’). On pose pour € > 0, A = A, = {w, (gw) —h(w)) >
e} = (g —h)"!([e, 00[) qui est donc A-mesurable comme h — g, donc par (PC’) E(14h) = E(14f) =
E(14g) soit en utilisant 14(g — h) > €la :

0= E(La(g— h)) > eP(A)
donc P(A) = 0 pour tout € donc par union croissante

P(g > h) = lim P(A,) = 0.

e—0

Par symétrie P(h > g) = 0 et donc g = hp.s.
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Existence Si X € L*(Q, T, P), on pose E(X|A) = P2 4 p)(X) la projection sur le sous-espace
fermé L?(Q, A, P). Par définition elle vérifie pour (PC) avec f € L?(Q, A, P) donc a fortiori avec
feL®(QAP).

Montrons que pour X € L*(Q, T, P),

[E(X[A)| < E(|X][A),p.s.

Vu que |[E(X]A)| = maxE(X|A), E(—X|A)), il suffit de voir et par linéarité il suffit de voir
E(|X|-X]|A) > 0p.s. Maissi A = {w : E(|X|—-X]|A) < —€} , € > 0 qui est A mesurable, E(14 (|.X|—
X)) =E(14 E(|X|—-X|A)) la premiére espérance est positive comme espérance de fonctions positives
la seconde est négative par définition de A, donc elle est nulle. Or E(14 E(|X| — X|A)) < —eP(A)
donc P(A) = 0 En prenant € = 1/n aussi par union dénombrable P(E(]X|— X|.A) < 0) =0 ce qu’il
fallait démontrer.

En intégrant I'inégalité que 1’on vient de montrer, on obtient :

IE(X|A)]: < EE(X][A)) = E(X]) = [[X][x

par la propriété caractéristique. On étend donc E(.|A) : LY(Q, T, P) — LY(Q, A, P) par continuité
et par densité de L*(Q, T, P) C LY(2, T, P). (On verra plus loin une construction dans le cas positif
qui évite cette prolongation par continuité.). (PC) est étendu par densité vu que L C (L')* (et on
a vu qu’on avait méme égalité). u

Ezemple 17. Si A = {Q, 0} est la tribu triviale :
E(X|A) = E(X).

Plus généralement on a le méme résultat si o(X) et A sont indépendantes (quelque soit .A).
Ezemple 18. Si A est un événement, A = o(A) = {Q, A, A, 0} tq P(A) #0,P(A°) #0etsi B T,

E(15A) = P(B|A)14 + P(B|A%)1 4.

Plus généralement, on a :
E(X1,4) E(X14c)
1A -+
P(4) P(A)
On commence par donner les propriétés fondamentales similaires a celles de I'intégrale et on donne
ensuite les exemples fondamentaux (cas discrets, continus et gaussiens).
Dans les propriétés suivantes, on sous-entend les égalités/inégalités p.s. puisque les égalités sont
entre objets de L', définis comme classes d’équivalence p.s.

E(X|A) =

1.

Théoréme 36. Soit (2, T, P) un espace probabilisé, A C T une sous-tribu alors et X, Y € L*(Q, T, P)
1. (Linéarité) E(aX + bY + c|A) = aE(X|A) + DE(Y|A) + c.
2. (monotonie) X <Y = E[X|A] < E[Y|A| . En particulier, X > 0 = E[X|A] > 0.
3. (Jensen) Si ¢ : IR — IR est convere X wv.a. réelle, et p(X) € L' (Q, T, P) alors

P(E(X]A)) < E(¢(X)|A).
4. (Cas L?) Sip € [l,00], si X € LP(Q, T, P), alors E(X|A) € LP(Q, A, P) et

EXA ], < 11X -
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5. (Cas L?) Si X € L2, E(X|A) = Ppaioup)(X).
6. (Cas positif) Si Z > 0,
E(Z|A) = lim E(min(Z,n)|.A)
n—oo
limite croissante a valeur [0, 00| est l'unique v.a. positive A mesurable vérifiant (PC’), ou par

Vf=0,0(f) C AE(fX)=E(fE(X]A)) (PC").

7. (Convergence monotone TCM) Si Z, > 0, Z, suite de v.a.r croissante et tend simplement
vers Z alors E(Z,|A) — E(Z|A)p.s. en croissant.

8. (Lemme de Fatou) Si Z,, > 0 E(liminf Z,|A) < liminf E(Z,|A) p.s.
9. (Convergence dominée TCD) Si |Z,| <Y, E[Y] < o0 et Z, — Zp.s. alors
E(Z,|A) — E(Z|A) p.s et dans L'.
10. (Modularité) Si Y est A mesurable et soit Y, X > 0 soit X, XY € L' alors E(XY|A) =
YE(X|A).
11. (Conditionnement successif) Si B C A, E(E(X|A)|B) = E(X|B).
12. (Indépendance) Si X, T : Q — IR™ indépendantes de Z : Q — IR® alors E(X|o(Z,T)) =
E(X|T).

PREUVE : 2. et 5. on été vérifiées durant la construction. Toutes les égalités vont venir de (PC).
- Pour 1. soit f € L>*(Q, A, P), par linéarité de 'intégrale et application de (PC) a chaque
membre !

E(f(aB(X]A) + bE(Y|A) + ¢)) = E(faB(X|A)) + E(fbE(Y]A)) + E(fc) = E(faX + fbY + fc)

ce qui donne le résultat par (PC).
-De méme pour 11. si f € L*(Q,B,P) C L>(Q, A, P), deux applications successives de (PC)
pour les deux espérances conditionnelles donnent :

E[fE(E(X|A)|B)] = E[fE(X|A)]] = E[fX]

ce qui donne l'égalité par (PC).
-Pour montrer 3., on utilise que le graphe de ¢ convexe est 'intersection des demi-plans de pentes
rationnelles dessous lui. Si Ey = {(a,b) €Q? : Vo € Ré(z) > ax + b}, on a donc

¢(x) = sup (az +0b).

(a,b)EEy

Par 2. E(¢(X)|A) > E(aX + b].A) p.s pour tout (a,b) € Ey c’est a dire sur Q,, avec P(,p) = 1
Donc si ' = Ngper,Qap on a P(Y) =1 et

Vw e Q) E(¢(X)|A) > sup E(aX +blA) = ¢(E(aX + b|A)),

(a,b)€E¢

donc l'identité est vrai p.s.
- Pour 4. comme ¢(z) = |z, p €]1, 00| est convexe, on applique 3. et on prend l’espérance

E(E(X]A)P) < EE(X[]A)) = E(X]") = [[X][} < o0
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I’égalité venant de (PC) avec f = 1. Cela donne I’énoncé et I’égalité.
- Pour 6., (PC) usuelle appliquée & min(f,n) et le TCM 2 fois donne (PC")

E(fX)= Jim. E(min(f,n) min(X,n)) = Tim. E(min(f,n)E(min(X,n)|A)) = E(fE(X]A)).

L’unicité utilise le méme A, = {g — h > €} que dans le théoréme, pour g,h vérifiant (PC’)
E(hlalpen) = E(glalpen) = E(hla 1p<p) + €eP(Ac N {h < n}) donc comme les deux termes sont
finis eP(A. N {h < n}) = 0 en faisant tendre n — oo, P(A.) = 0 et on conclut comme avant.

- Pour 7. E(Z,|A) tend p.s. vers Y par monotonie il suffit de voir que Y vérifie (PC”) par
TCM des intégrales. Pour f positive, (c’est crucial pour garder monotonie), A mesurable, E(fY) =
limn,, o0 E(fE(Z,|A)) = lim,se0 E(fZ,) = E(f2).

-8.9 se démontrent alors comme en théorie de la mesure. infy>, Z; — liminf Z,, en croissant donc
on peut utiliser 7. et il suffit de remarquer que Elinfy>, Zx|A] < infy>, E[Z;|A] en utilisant 2. et en
utilisant la dénombrabilité pour avoir le résultat p.s.

Donc

E[lim inf Z,,|A] = lim E[égﬁ Zi|A] < lim ]1r>1£E[Zk|.A] = lim inf E[Z, | A].

-Pour 9. vu Z, — Y, Z, + Y > 0 on applique Fatou
E(Z — X|A) = E(liminf(Z — X,,))|A) < E(Z]A) — limsup E(X,,|.A)

E(Z + X|A) = E(liminf(Z + X,,)|A) < E(Z|A) + liminf E(X,,|.A)

donc en soustrayant le terme en Z, E(X|A) < liminf E(X,|A) < limsup E(X,|4) < E(X|A) p.s.
ce qui donne ’égalité p.s. et la convergence p.s. la convergence L' vient du TCD vu que E(Z|A) sert
de domination.

- Pour 10, le cas positif est évident par (PC”) et le cas L! s’en déduit en décomposant en parties
positives et négatives.

- Pour 12 E(X|T) est o(Z,T) mesurable, et par le lemme de Doob-Dynkin une fonction Y €
L>*(Q,0(Z,T)) s’écrit Y = h(Z,T) avec h borélienne bornée. Or de méme E(X|T) = ¢(T') avec
g € LY(IR™, Pr) donc par transfert, indépendance, Fubini et (PC) :

BTz 1) = [ aPet) [ dRs00n 0
_ / APy () EEBX|T)(=T)) = [ dPs(z)E(Xh(=,T))
_ / AP xr(, 1) / APy(2)zh(z 1) = B(XA(Z,T))
ce qui conclut par (PC).

Remarque 3. Pour des v.a. X1, ..., X,, Y positive ou intégrable, on note

E(Y|X1,... X,)) = E(Y|o(X1, ... X,)).

2.1 Cas discret

Il y a deux fagons de le décrire avec les systémes presque complets d’événements (definition ?7)
et les variables aléatoires.
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Proposition 37. 1. Soit (An)n>1 un systéme presque complet d’événements et A = o(A,,n > 1)
alors pour X € LY(Q, T, P) :

E(X1
E(X[A4) = Y %1%.
n:P(An)#0 "

2. SiY v.a. a valeur dans un ensemble dénombrable E et X € L*(Q, T, P), soit ¢(y) = Elg)((;i;“)
si P(Y =y) #0 et ¢(y) = 0 sinon, alors

E(X]Y) = o(Y).

2.2 Cas Continue
Théoréme 38. Soit (X1,...X,,,Y1,...Y,,) un vecteur aléatoire de densité p sur IR"™™. Soit h : IR" —
[0, 0o[ mesurable positive et g définie par
1
o) = o [ @bl )da
_ZR”

q(y)

si q(y) = [jpr p(x,y)dz la densité marginale est non nulle et g(y) = 0 (ou n’importe quelle valeur)
siq(y) =0 alors :

ERX)[Y] = g(Y).

PREUVE : Il suffit de vérifier la propriété caractéristique (PC”) du cas positif en appliquant le
transfert. Par le lemme de Doob-Dynkin (proposition [), prendre F' o(Y) mesurable positive revient
a prendre f : IR" — IR, borélienne positive et F' = f(Y'). Par transfert, pour appliquer (PC) on

calcule donc :
E(/ / F)a(w)aly)dy

( ( )

car f]R” h(z)p(x,y)dz = 0 si g(y) = 0 (qui implique p(x,y) = 0 pour presque tout x) ce qui a permis
de ramener 'intégrale & une intégrale sur IR™ qui est de nouveau la valeur donnée par transfert. Par
PC cas positif cela conclut a I'identité.

[ |

Remarque 4. La donnée de E(h(X)|Y') pour tout h positive mesurable est souvent appelée donnée
de la loi conditionnelle de X sachant Y.

2.3 Cas Indépendant

Proposition 39. Soient X : Q — IR",YQ) — IR™ des v.a. indépendantes et soit ® : IR"T" — IR,
mesurable et alors p(x) = E[®(z,Y)] € IR, est mesurable et

E[®(X,Y)|X] = p(X) p.s.
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PREUVE : La mesurabilité vient de Fubini-Tonelli. On est dans le cas positif ou on utilise (PC”) pour
I’espérance conditionnelle positive. Soit Z > 0 o(X)- mesurable, par le lemme de Doob-Dynkin [
Z = h(X) avec h: R" — R;.

Or par transfert et indépendance

ce qui établit par (PC”) E[®(X,Y)|X] = ¢(X). n

3 Lois conditionnelles

On va maintenant étendre le principe du conditionnement des espérances aux lois (en s’appuyant
sur le lemme de Doob-Dynkin : Proposition ). On sait que siona X = (X3,..., X,,), Y = (Y1,...,Y,)
alors pour h mesurable borné, E(h(X)|o(Y)) est une fonction o(Y)-mesurable, donc une fonction
g(Y') pour g mesurable bornée. On veut décrire g en terme d’une intégrale de h par rapport a la loi
conditionnelle de X sachant Y.

Définition 17. On appelle noyau de transition, toute fonction K : IR" x B(IR™) — [0, 1] telle que
1. pour tout B € B(IR™), y — K(y, B) = KY(B) est mesurable,
2. pour tout y € R", B +— K(y, B) = KY(B) est une mesure de probabilité.

Théoréme 40 (admis). Soit (X,Y) un vecteur aléatoire dans IR™ x IR", de loi P considérer sur la

tribu complétée T (engendré par les boréliens et les ensembles contenus dans un borélien de P-mesure
nulle). Il existe un noyau de transition K telle que pour toute fonction borélienne bornée h :

Eh(X)|o(Y)) = / hdK ¥ p.s.

La mesure KY(dz) est appelée loi conditionnelle de X sachantY =y et notée L(X|Y = y).
(Une idée de preuve est donné dans le Barbes-Ledoux et la preuve compléte dans Real Analysis
and Probability de R. Dudley Theorems 10.2.2 and 10.2.5)

Ezemple 19. La proposition B7 dit que si (X,Y’) est discréte alors L(X|Y =y) =3 v P(X =
z|Y =y)d, si P(Y =y) # 0 et & sinon.

Ezemple 20. Le Théoréme B dit que si (X,Y) a une densité, p alors L(X|Y =y) = %
quand l'intégrale est non nulle et disons 9y sinon.

Ezemple 21. La proposition 39 dit que si (X,Y") sont indépendante alors L(X|Y =y) = L(X).
4 Espérances conditionnelles dans le Cas Gaussien

Pour les vecteurs gaussiens, on a deux simplifications, d’abord le calcul de I'espérance condition-
nelle est ramené a un probléme d’algébre linéaire :
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Théoréme 41. Soit (X,Y1,...,Y,,) un vecteur gaussien centré (i.e E(X) = E(Y;) = 0) et Y =
(Y1, ..., YY), alors

m

E(X|Y) =3 AY,

j=1

est la projection orthogonale sur Vect(Yy,...,Yy,,) C L*(Q,0(Y), P).

Cette projection est donc sur un espace beaucoup plus petit que celle a priori pour tous les
vecteurs L? & savoir sur L*(Q, (YY), P).

PREUVE :

Soit \; avec Z;nzl A;Y; la projection orthogonale sur Vect(Ys, ..., Y,,). Voyons la propriété carac-
téristique pour la projection orthogonale sur L*(Q, o(Y), P), qu’on sait étre E(X]Y’). On veut donc
voir que X — 7" A;Yj est orthogonale & L?(Q, o(Y), P).

OrZ =X — Zwi )\ Y; orthogonale & Vect(Y1, ..., Y,,) donc Cov(Z,Y;) = E(ZY;) = 0 (car les
vecteurs sont centrés). De plus (Z,Y7,...,Y,,) est un vecteur gaussien comme application linéaire
de (X,Y1,...,Y,,) donc par le critére d’indépendance 26, o(Z) et o(Y1,...,Y,,) sont indépendants,
donc pour tout f € L*(Q,0(Y), P), E(Zf) = E(Z)E(f) = 0. Donc Z est bien orthogonal & tout
L*(Q,0(Y), P). Donc Z = E(X|Y).

]
1 11

Ezemple 22. Soit (X1, X5, X3) un vecteur gaussien de loi N(0,T') et ' = [ 1 3 2 |. Montrer
1 2 3

que E(XQ‘Xl,Xg) X1+X3

Le résultat suivant donne en fait la "loi conditionnelle".

Théoréme 42. Si (X4, ..., X, Y1, ..., Y,,) un vecteur gaussien centré, Y = (Y1, ..., Yy,). Soit h : IR" —
[0, 0o mesurable positive. Soit C' la matrice de covariance conditionnelle

Cij = B[(X; — E(Xi[Y))(X; — E(X;[Y))]

et soit g : IR" — [0, o[ définie par

avec Z(m) ~ N (m,C). Alors
E(h(X)]Y) = g(E(X]Y)).

Remarque 5. Le résultat s’interpréte en terme de loi conditionnelle et disant que L(X|Y) = N(E(X[Y), C).
On remarque aussi que

C = Cov(X,X)— Cov(X,Y)Cov(Y,Y) 'Couv(Y, X).
En effet, on a d’abord :
E(X|Y) = Cov(X,Y)Cou(Y,Y) 'Y

car il suffit qu’il est la bonne covariance avec Y et Cov(Cov(X,Y)Cov(Y, Y)Y Y) = Cov(X,Y)Cov(Y,Y) ™!
COU(X Y') comme voulu. De plus on obtient donc E [(X; — E(X; |Y))(X E(X;)Y))] = BE(X,X;) —

E E(X;)Y)E(X;]Y))] = Cov(X;, X;) — E[[Couv(X,Y)Cov(Y,Y) 'Y];[Cov(X,Y)Cov(Y,Y)"'Y],] =
Cov(X;, X;) — Cov(X,Y)Cou(Y,Y) 'Cou(Y,Y)Cou(Y,Y) T Cov(X,Y)T],;.
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Ezxzemple 23. Dans I'exemple précédent, Var(Xo—E(X3| X1, X3)) = (=1/2,1, -1/2)[(=1/2,1,-1/2)T =
(—1/2,1,-1/2)(0,3/2,0)T = 3/2. Donc

X+ X30\* X1+ X3\ 2
B(X3| X1, X3) =27/4 + (%) +9 (%) :

PREUVE : On note g, le g de I'énoncé. Par la caractérisation du cas positif et le lemme de Doob-
Dynkin, il suffit de montrer pour f: 7™ — [0, co[ mesurable :

E(f(Y)gn(EX]Y))) = E(f(Y)h(X))
SiE(f(Y)) =0 f(Y) = Op.s. donc les deux cotés sont nuls. On suppose le contraire, soit

_ E(/(V)an(E(X]Y)))
E(f(Y)) '

u(l) = 1et gg = 1 donc v(1) = 1. u(B) = u(lp),v(B) = v(lp) définissent des mesures de
probabilités sur B(IR") et il est facile de voir que p(h) = [ hdp,v(h) = [ hdv.

Donc pour voir u(h) = v(h) il suffit de voir = v et par le théoréme d’injectivité de la transformée
de Fourier il suffit de voir pour tout ¢ € IR" :

E(/(¥Y)B(eAEEM) = B(f(¥)et)

Soit encore Ot t
B V[y) = B AR = cap(ifr, B |Y)) — 20

la derniére identité par la transformée de Fourier du vecteur gaussien Z(m). Or ((t, X),Y1, ..., Yi,)
est gaussien, et (¢, E(X|Y)) = E((t, X)|Y) par linéarité de I’espérance conditionnelle donc par la
preuve du résultat précédent (¢, X) — (t, E(X|Y)) est indépendant de Y7, ..., Y,,, donc

B Y) = B(e"0 - CEEWNY Yeap(i(t, E(X|Y)) = B(e" 0 CBEM M eap(i(t, B(X|Y)),

par la modularité (Thm B6.10) et la relation a I'indépendance (ex B9). En utilisant la transformée
de Fourier d’une variable gaussienne et (Ct,t) = Var({t,X) — (t, E(X|Y))), on obtient le résultat
d’égalité des transformées de Fourier qu’il fallait démontrer. ]
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Chapitre 4

Chaines de Markov

1 Definitions et premiers exemples

Toutes les variables seront dans un ensemble fini ou dénombrable E, appelé espace d’états.

1.1 Matrices de transition
Définition 18. On appelle matrice de transition sur E une collection de nombres réels positifs
P = (Pi,j)i,jeE telle que :

jEeE

Remarque 6. Une matrice de transition donne des probabilités EjeE P;;6; qui donnera la loi de
probabilité sous E partant de ¢. Il sera pertinent de noter x — y si P, , > 0 pour dire qu’il y a une
probabilité non nulle de passer de z a y.

Pour deux matrices de transition, P, (), on note

(P.Q)ij = PisQury.

keE

Cette somme de termes positifs est bien définie (a priori dans [0, +o00] mais comme @ ; < 1, on
a (P.Q)ij <> wep Pir < 1 donc dans [0,1].)
De plus par Fubini-Tonelli, on a

Z(P-Q)ij = Z ZPi,ka,j = ZPMl =1.

jEE keE jEE keE

Donc en particulier tous les termes sont finis et P() est ue matrice de transition.
On notera P" = (P.--- .P) n fois. Sur un espace d’états finis, c’est le produit matriciel usuel.

1.2 Chaines de Markov

Définition 19. Soit P une matrice de transition sur F. Une suite de variables aléatoires & valeur
dans E, (X,)n>0, est une chaine de Markov de matrice de transition P si pour tout n, dés que
P(X, =in,...,Xo=1y) >0,0n a:

P(Xn+1 — 'l.n+1|Xn — in, ...,XO — 'lo) — Pin’in+1.
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Remarque 7. On a donc
P(Xpi1 = tn1| X0 = tn, ooy Xo = 10) = P(Xpg1 = tpi1| X = 1n).
Autrement dit le futur X,,,; ne dépend du passé qu’a travers le présent X,,, ceci se réécrit :
L((Xonans oo X1, X)) | (Xony e, X0)) = LU X mntns oo X1, Xn) | Xn)-

Certains auteurs nomment chaine de Markov toute suite de variables aléatoires satisfaisant cette
relation. Ils appellent alors chaines de Markov homogénes notre définition, ou en plus on a :

P( X, =yl X, =2)=P,,, = P(X; =y| Xy =x).

Toutes les chaines de Markov de ce cours seront homogénes, la probabilité de transition ne dépendra
pas de I'instant n. On a alors

L( Xmany oo Xnw1, Xo) | (Xny ooy Xo) = (T, oo, ) = L(( Xy o, X)) | Xnn = @) = L(( Xy -0y Xo)| Xo = x0).
(4.1)
On a la caractérisation évidente :

Lemme 43. Une suite (X,,)n>0 est une chaine de Markov de matrice de transition P si et seulement
st pour tout ig, ...,1, € E :

P(Xn:’in,...,Xl:’il,XOI’io):P<X0:’io)Pi P

Oyil in—ly’in'

Ce lemme montre que la loi des suites finies (Xo, ..., X,,) est déterminée et un théoréme de Kol-
mogorov dit alors que la loi de la suite infinie (X,,),>0 est déterminée. Il y a donc au plus une loi de
chaine de Markov de matrice de transition P partant de X, v.a. de loi Px, = p fixé. On la note
CM(E, i, P).

1.3 Exemples

Ezemple 24. Variables i.i.d Une suite de variablesi.i.d de loi = ). p;d; est une chaine de Markov
de matrice de transition a colonnes constantes P; ; = p;.

Ezemple 25. Cas a 2 états Toutes les chaines & deux états ont pour p,q € [0, 1] une matrice de

transition de la forme : P = ( p I-p ) .
p

l-—q ¢
On la représentera par le graphe : 1—gq qz
1—p 1/3 1/3 1/3
Ezemple 26. Un Cas a 3 états de matrice de transition P = | 1/2 1/2 0

0 0 1

Ezxzemple 27. Processus de Bernoulli
C’est la chaine de matrice de transition P,; = (1 — p), P ;41 = p et p; ; = 0 sinon, pour p € [0, 1]

de graphe de transition : 1—p 1—p 1—p
n—1 ’n‘ n+1
P ~ P

C’est le modéle discret dont une certaine limite donnera le processus de Poisson du chapitre 5.
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Ezemple 28. Suites récurrentes aléatoires Soit X, une v.a. a valeur F, (U,),>¢ une suite i.i.d.
dans un espace de proba F, et g : E x F' — E mesurable, on peut définir X,, ;1 = g(X,,, U,41). Clest
une chaine de Markov de matrice de transition P, ; = P(¢(¢,U,) = j) qui ne dépend pas de n puisque
(Un)nzo est 1.i.d.

Ezemple 29. Marches aléatoires C’est le cas précédent avec ' = F' F un groupe fini (par exemple
E = 7Z/n7Z) ou dénombrable (E = 7Z%) et g(z,y) = x + y, de sorte que X,, = Xo+ Uy + - - + U,.

Ezemple 30. Marches aléatoires simples (MAS) C'est le cas précédent avec E = 7ZZ% et U; i.i.d de
loi de sauts aux plus proches voisins partant de Xy = 0, Py, = 2—1d Z;l:l die, ote; = (0,...,0,1,0,...,0)
est le vecteur coordonné avec un 1 sur la j-éme coordonnée et la somme contient 2d masse de Dirac.
Alors la MAS est X,, = U; +- - -+ U,. C’est le modéle dont une certaine limite donnera le mouvement
Brownien du chapitre 6.

1.4 Filtration et Temps d’arrét
On fixe (€2, 7, P) un espace probabilisé.

Définition 20. Une filtration (F,), N est une suite croissante de sous-tribus de 7.

Intuitivement F,, est la tribu des événements connus a 'instant n. A partir de maintenant toutes
les tribus F,,,7 sont supposées dénombrablement engendrées, méme si ce n’est pas stricte-
ment nécessaire pour les énoncés, seulement pour simplifier les preuves.

Ezemple 31. Si (X,), N est une suite de variables aléatoires, on considére souvent la filtration
engendrée par ce processus, définie par F,, = o(Xo, ..., X,,).

Réciproquement, on a une notion correspondant & un processus connu a l'instant n pour une
filtration.

Définition 21. Une suite (X,,) N est dite adaptée a la filtration (F,) _\ si pour tout n X, est
F,-mesurable.

Exemple 32. Une suite <Xn>ne]N est toujours adaptée a la filtration engendrée par le processus
(Fn = 0(Xo, -, Xn)),cIN et elle est adaptée a JF,, si et seulement si o(Xo, ..., X,,) C F,

On fixe & présent une filtration F = (F,), N

Définition 22. Soit (F,), N une filtration. Une variable aléatoire T": (Q,7) — INU {oc} est un
temps d’arrét si pour tout n € IN, {T' < n} € F,,.. On note alors la tribu en T’

Fr={AeT;¥n,An{T <n} € F,}.

Une fonction constante T" = n est un temps d’arrét et alors Fp = F,, est une notation consistante.

Ezemple 33 (Temps d’atteinte). Soit A un ensemble mesurable dans R? et X, : Q — R? un

processus adapté, alors
T =inf{n € N, X,, € A}

est un temps d’arrét. En effet on a {T' < n} = {Im < nX,, € A} € F,car 0(Xo, ..., X,,) C Fn.
Ezxercice 1. Si T, S sont des temps d’arréts alors leur minimum S A T aussi.

FEzercice 2. Si T temps d’arrét p.s. fini pour F, et (X,,) adapté, montrer que X est Fr-mesurable.
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2 Construction, Propriété de Markov forte et Simulation

2.1 Construction et Simulation récurrente

On va commencer par construire une chaine de Markov a partir d’une suite de variables indépen-
dantes uniformes sur [0, 1] (ce qui donnera ’existence puisque qu’une telle suite peut étre construite
sur [0, 1] avec la mesure de Lebesgue). Cela donne aussi une méthode de simulation naive des chaines
de Markov. A partir d’une construction canonique on obtiendra un renforcement de la propriété de
Markov de la définition qui donnera une construction plus efficace en terme de temps d’attente et de
sauts, comme au chapitre suivant pour le processus de Poisson.

Proposition 44. Pour toute matrice de transition P sur E et mesure de probabilité p sur E, il
existe des fonctions f : [0,1] — E,g: E x [0,1] — E telles que si (Uy,)n>0 est une suite de variables
aléatoires i.i.d. uniformes sur [0,1] alors la suite Xo = f(Up) et Xpi1 = g(Xy, Uns1) est une chaine

de Markov CM(E, ji, P).

Comme f, g sont explicites dans la preuve, cela donne une méthode de simulation a partir d’une
suite de nombres aléatoires.

Démonstration. On suppose sans perte de généralité £ = IN et on pose :

fw) = mingn € N : u({0}) + -+ + u({n}) > o},
gn,z) =min{m € N: P, g+ ---+ Py, > x}.

Le fait que f(Up) ait la loi u est standard (méthode de simulation par U'inverse de la fonction de
répartition). Rappelons le f(z) < n si et seulement si (n est dans l’ensemble définissant le min
soit) pu({0}) + -+ + u({n}) > =z, donc f(Uy) est a valeur dans IN et P(f(Uy) < n) = P(Uy <
w({0}) + -+ p({n})) = u({0}) + - -+ + u({n}) comme voulu pour la fonction de répartition de .
De méme, la loi de g(m, U, ;1) est de loi Zn>0 P, »,0,,. Pour voir qu’on a bien une chaine de Markov,
on utilise le lemme B3] et I'indépendance des U,

P(X,, =iy, ..., X1 =11, X0 = ip) = P(f(Up) = t0, g(i0, U1) = i1, - - g(in_1,U,) = in)

= P(f(Us) = i0)P(g(io, Ur) = i1) - - - P(g(in_1,Upn) = in)
= P(Xo = io)Pys,... P,

10,81 L in—1,in "

Un exemple de simulation appliquée a la Marche aléatoire simple sur 7 :

7 trajectoires de la marche aléatoire simple sur ZIssue de 0 7 trajectoires de la marche aléatoire simple sur ZIssue de 0

100 ; : ; 200 ; : ;
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2.2 Chaine canonique

Théoréme 45 (Construction canonique des chaines de Markov). Soit u une probabilité sur E et P
une matrice de transition.

On définit sur l’ensemble des suites a valeur dans E : Q) = EN une filtration F,, = {AXEIN A C
E™} de la tribu canonique F = o(UF,). Il existe sur Q une unique mesure P, tel que X, (w) = w,

(n-iéme coordonnée) soit une chaine de Markov (X,,),>0 de matrice de transition P et de loi initiale
pu = Px,, soit P, ~ CM(E, p, P).

Démonstration. Par la propositiond4, ona Y : ' — EN 1a chaine de Markov obtenue. TI est facile
de voir quelle est F mesurable, car ceci équivaut a X,, oY = Y,, mesurable pour tout n (en effet
vérifier cela pour n < N donne Fy mesurable). P, = Py est alors la mesure image, loi de Y. Pour
I'unicité, il suffit que deux chaines de Markov coincident sur les F,, par définition, et U,,J,, soit stable
par intersection finie, donc le lemme de classe monotone conclut a I'unicité (égalité de deux mesures
ayant la méme loi de chaine de Markov). O

2.3 Propriété de Markov forte

La propriété de Markov permet de reformuler la propriété fondamentale des chaines de Markov
(£2) en terme d’indépendance conditionnelle et de renouvellement de la structure de chaine de
Markov dans l'avenir. La version forte exprime la méme propriété au niveau de tout temps d’arrét.

On note 6, : @ = EIN — Q T'opérateur de translation (On(wW))m = Wngm-

Lemme 46 (Propriété de Markov faible). Soit p une loi de probabilité sur E, P une matrice de
transition et P, ~ CM(E,p, P) la construction sur l’espace canonique ), F,, = o(Xo,...X,) On
note x — E, = Es_ l'espérance pour la loi Ps, ~ CM(E,J,, P). Pour tout F' mesurable (positive ou
bornée), on peut calculer l’espérance conditionelle sur le passé du processus de la fagon suivante :

E.(Fo00,|F,) =Ex,(F) (=E(F)oX,). (4.2)

Autrement dit (X, +m)m>o0 est de loi CM(E, Py, , P) et la loi conditionnelle L((Xyim)m>o0|(Xos -y Xin))) =
Px, . En particulier, conditionnellement a ’événement { X,, = x} cette chaine de Markov (X, 1m)m>0 ~
CM(E,d,, P) et est indépendante de o(Xo, ..., X,,).

On se souvient du résultat en terme de loi conditionnelle mais c’est la formule (42]) qui est son
interprétation concréte qu’on utilise dans les exercices et autres applications.

Démonstration. Par la propriété caractéristique de I’espérance conditionnelle, il s’agit de vérifier pour
tout A € F, = o(Xo, ..., Xp) :

E,(Fo0,1,) = E,(Ex, (F)1,).

Vu la forme des tribus pour les variables discrétes, on peut prendre A = {X, = zg,..., X, = z,}.
Commencons par F' = 1x,—y; x,=y1,... Xpn=y..- Al0rs, on a :

EM(F (@) inA) = PM(XO = Xy, 7Xn = Tn = Yo, Xn+1 =Y, ~-~>Xn+m = ym)
= 1zn=yoﬂ({I0})Pxo,:v1---Pxn—l,yopyo,m---Pym_1,ym

P P donc

De méme, on a E,(F) =1 ot - Pt um

Y=Yo

E.(Ex,(F)1a) = P

Yo,y1---

P,

Ym—1,Ym

P;L(Xn = yO7XO = Ty -y Xn = ,’L‘n)
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ce qui donne bien la méme valeur que ci-dessus. Le lemme de classe monotone conclut a I'égalité pour
tout £ = 1p vu que v1(B) = E,((1g) 0 0,14),12(A) = E,(Ex,(15)14) définissent deux mesures de
probabilités qui s’accordent sur tous les B = { Xy = yo, X1 = y1, ..., X;n = Ym } qui forment une classe
stable par intersection fine qui engendre F. Enfin, comme dans la construction de I'intégration ou le
lemme de transfert, on étend par linéarité a F' étagée puis par convergence monotone & I’ mesurable
positive, puis & F intégrable (par exemple mesurable bornée).

Pour obtenir le résultat conditionnellement & {X,, = z} (qui est F,, mesurable, on remarque

EM(F (@] inAl{Xn:x}) = EM(EXn (F)]-Al{Xn:x}) = Em(F)EM(lAl{Xn:x})
Donc en divisant par P(X,, = z) si ¢’est non nul :
E, (Fo0,14|X, =2)=E,(F)E,(14|X,, = 2) = E,(F 00,/ X, = 2)E,(14|X,, = z).

ce qui est I'indépendance souhaitée (la derniére égalité vient du cas A = Q) et donne la loi de
(Xn—l—m)mZO = ((Xm)mZO) O Qn qu1 est, Pa: ~ CM(E, 5x, P) ]

On rappelle que la tribu Fp d’'un temps d’arrét a été définie en sous-section 1.4.

Théoréme 47 (Propriété de Markov forte). Soit p une loi de probabilité sur E, P une matrice de
transition et P, ~ CM(E,p, P) la construction sur 'espace canonique 2, F,, = o(Xo,...X,). On
note v — E, = Ej, 'espérance pour la loi Ps, ~ CM(E,d,, P). Pour tout F mesurable (positive ou
bornée), tout temps d’arrét T par rapport a la filtration (F,), on a

Eu(l{T<oo}F o) 0T|-FT) = 1{T<oo}EXT(F)- (43)

Démonstration. Pour utiliser la propriété caractéristique, il faut d’abord noter que par 'exercice [2]
Lir<oo} X7 est Fp mesurable de sorte que par composition et produit, 1irco}Ex, (F) est aussi Fr
mesurable.

Comme dans la preuve de la propriété de Markov Faible, par la propriété caractéristique de
Pespérance conditionnelle, il suffit de vérifier, pour A Fr mesurable :

EM(I{T<OO}F o QTlA) = EM(]‘{T<OO}EXT(F)1A)'

En décomposant {T'" < oo} = U,{T" = n} comme union disjointe et par o-additivité, il suffit de
vérifier :

EM(I{T:n}F (] QTlA) = Eu(l{T:n}F @) inA) = EM(I{T:n}EXn (F)].A) = Eu(]-{T:n}EXT (F)].A)

Mais I’égalité au milieu est en effet vraie puisque par définition de Fr, AN{T = n} € F, de sorte
que le résultat se réduit a l'identité de Markov faible. O

Corollaire 48. Sous les hypothéses du théoréme, conditionnellement a l’événement {Xr = z,T <
oo} on a une chaine de Markov (Xrym)m>o0 ~ CM(E, 6., P) qui est indépendante de Fr.

Démonstration. C’est la méme preuve que pour Markov simple, on le laisse en exercice. O
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2.4 Simulation utilisant les sauts

Soit (X,,) une chaine de Markov CM (FE, i, P) et S, la suite des temps de sauts, définie par Sy = 0
et
Sn+1 = ll’lf{/{? > Sn : Xk §£ Xsn}

Il est facile de voir que les S, sont des temps d’arréts (exo) a valeurs dans IN U {+o0} (bien sir
inf ) = +00), et par définition X,, = Xg pour tout temps m élément de {m € IN: S,, <m < S,41}.
On peut donc reconstruire (X,,) a partir de la suite (S,, Xgs,) € FF = IN x E U {(c0,0)} (la valeur
Xo = 0 étant fixée par convention).

Nous allons voir que c’est une chaine de Markov que I'on peut simuler comme en section 2.1.
Comme on évite ainsi les sauts constants, cela est plus efficace, d’autant plus que ceux-ci sont
nombreux (si les coefficients diagonaux de P sont proches de 1).

Proposition 49. Soit (X,,) une chaine de Markov CM(E, u, P). Avec les notations précédentes,
(Sn, Xs, )n>0 est une chaine de Markov CM(F, 6y X u, Q) avec F' = INx EU{(c0,0)} et matrice de
transition () donnée par :

Q((S,ZL‘), (t’y)) = P£;5—1P$7y’x 7é y,t > S,Q((S,ZL‘), (0070)) - l{Px,xil}’

Q((00,0), (00,0)) = 1,Q((s,x), (t,y)) = 0 sinon.

Démonstration. cf TD. O

3 Classification des états

La compréhension qualitative d’une chaine de Markov va passer par la classification de 1’espace
des états en terme du retour possible ou non de la chaine a un état donné et donc des régions que la
chaine peut ou non visiter selon son point de départ.

Dans cette perspective, les définitions suivantes vont étre pertinentes. On fixe toujours une chaine
de Markov canonique (X,,),>0

Définition 23. Le temps de premier passage en x est le temps :
17, =inf{n >1: X, =z}

et le nombre de visites en z est le nombre :

k=0

On note p(x,y) = P,(1, < +00) et U(z,y) = E,(N,).
Définition 24. 1. Un état = € F est dit récurrent si p(z,z) = P,(7, < +o00) = 1. Il est dit au
contraire transitoire si p(z,x) = P,(1, < +00) < 1.

2. On dit que z est connecté a y, qu'on note z ~ y, si p(x,y) = P,(r, < +00) > 0 ou de
fagon équivalente si il existe n tel que P, > 0. (cf 3 du thm montrant aussi I’équivalence a
U(z,y) >0.)

On dit que x et y communiquent si z ~» y et y ~> x ce que 'on note x e y.
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3. Un ensemble A C E est dit fermé si pour tout = € A, si x ~» y alors y € A

4. Un ensemble A C E est dit unre classe irréductible si pour tout z,y € A alors x «~ y et pour

tout z € A,y & A alors x ¢ y.
Le résultat suivant résume les principales propriétés permettant d’utiliser ces notions :

Théoréme 50 (De classification des états). 1. Un état x € E est récurrent si et seulement si
U(x,x) = 400 si et seulement si P (N, = +00) = 1.
-Dans ce cas, pour touty € E p(y,z) = Py (N, = +00).
-Si de plus y ~ x, on a U(y,z) = +00
-Si enfin x ~+ y alors y est récurrent, P,(N, = +00) =1 et y ~ .
2. Un état © € E est transitoire si et seulement si U(x,x) < +00o si et seulement si P,(N, =
+00) < 1 si et seulement si P,(N, = +o0) = 0.

Alors on a U(y,x) = Mx)) siy#xetU(x,x)=

1
1—p(z,z 1—p(z,x)"

3. En général pour tout x,y, on a
Ulz,y) =Y Pr,
n=0

et pour © %y, U(z,y) = p(z, y)U(y,y) = p(z,y).

4. Enfin, E = RUT se partitionne en classes d’équivalence (les classes irréductibles) pour la rela-
tion de communication x «~ y. Chaque classe est constituée soit seulement d’états récurrents,
soit seulement d’états transitoires. L’ensemble R des états récurrents est ainsi partitionné en
sous-ensembles fermés irréductibles R;, indicés par un ensemble I (dit autrement toute classe
d’ensembles récurrents est automatiquement fermée irréductible). L’ensemble T =T, U T} des
états transitoires se partitionne entre états (absorbés) T, qui communiquent avec des états
récurrents et des états x € Ty (“fuyant a Uinfini") qui ne communiquent avec aucun état
récurrent et pour lesquels pour tout y, P,(N, < +00) = 1. Donc on a la partition :

E=TuT,u (|JR):
i€l
Classifier les états d’une chaine de Markov, c’est trouver les classes irréductibles
(savoir si elles sont closes ou non), les états récurrents et les composantes irréductibles
de R, et d’autre part les états transitoires, ceux communicants vers des états récurrents
et les autres.

3.1 Exemples de Classifications

On consacrera une section plus tard aux cas ou ’espace d’états est fini. On traite ici quelques
exemples infinis.

Ezemple 34. Variables indépendantes de loi p. On sépare le support S = {z : p({x}) # 0} de
p. Pour tout z € F,y € S, on ax — y donc x ~» y. Donc S est bien une classe irréductible. Si z & S,
U(r,z) =) P}, = I, =1 < +o0o donc x est transitoire.

S est la seule classe irréductible récurrente. En effet, P?(z,y) = >, cq PopPry = Dopes P{EN{y}) =
p({y}), donc tous ces éléments sont bien récurrents car si y € E U(y,y) = > - P"(y,y) >
>y {y}) = +oo.

Enfin, les états transitoires sont dans 7T, car ils sont tous reliés a S en un saut, et leurs classes
irréductibles sont les singletons {y},y € S¢ car ils n’ont aucun x avec x — y.
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Ezemple 35. On reprend I'exemple 27 Pour tout n on a U(z,z) =3 > (Pr, = " (1 —p)" = %
(vu que le seul chemin de z & = est le chemin constant et en sommant ensuite la série géométrique).
Donc si p > 0 tous les états sont transitoires, et forment une classe close. Remarquez que p(z,x) >
(1 —p) > 0 méme si 'état est transitoire. Chaque singleton est une classe irréductible, car si m > n
on a U(m,n) = 0 (le processus ne peut décroitre donc un état n’est équivalent qu’a lui-méme). Si
p = 0 tous les singletons sont absorbants et forment une classe irréductible a part...

Ezemple 36. Une marche aléatoire assymétriquesur Z P, ,, .1 = 1—p, P, ,,_1 = p avec p # 1/2.
p p

X, =Y ,U avec E(U;)) = —p+ (1 —p) =1—2p # 0 Par {Oa LGN X, /n — E(U;) on déduit
X, — Z£oo p.s. donc pour tout n la proba de retour en n est nulle. Tous les états sont donc

transitoires. Cependant p(n,m) > (1 — p)” " (chemin direct) si m > n, p(n,m) > p"~™ si n > m.
Donc tous les états communiquent et on a une seule classe irréductible transitoire (contenu dans T¥).

Ezxzemple 37. On considére la chaine de Markov sur £ = {X,,,Y,,, Z,,n € 7ZZ} de diagramme suivant
avec p € {0,1/2,1} : 1 1

1
@ @
p p
Yn—l

Y, Yn+1
I—=p p l—p

0

La ligne des Z reproduit I'exemple précédent, c’est donc une classe irréductible de Ty. p(X,, X,) >
Py, x, = 1 donc tous les X,, sont absorbants (et a fortiori récurrent). Si Y,, était récurrent comme
p(Y,, X)) > p>0donc Y, ~ X,, on aurait X,, ~ Y,,, ce qui n’est pas le cas comme X,, absorbant,
donc Y,, est transitoire. Comme les Y,, ne communique que vers des Y,,,m > n, les {Y,,} sont des
classes irréductibles transitoires de T, car elles sont absorbées par les X,,. Cet exemple a donc tous
les types de classes du théoréme de classification et une infinité de classes irréductibles récurrentes,
une infinité de classes irréductibles transitoires, et une classe irréductible transitoire infinie.
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3.2 Preuve (facultative) du théoréme de classification

3/ On commence par prouver le point 3. Par définition et Fubini-Tonelli

Ulr,y) =Y Eu(lx,my) = Y PulXa=y) =D P,
n=0 n=0 n=0

comme voulu. Le second point vient de la propriété de Markov forte car pour que N, soit non nul il
faut d’abord que y soit atteint et N, = N, 06, dés qu'on part de x # y (pour que n = 0 ne soit pas
une visite de y puisque n = 0 est exclu de 7, > 1 par définition) :

U(l‘, y) = Em(lTy<ooNy) = Ex(17y<ooNy09Ty) = Ez(lTy<ooEXTy (Ny)) = Ez(lTy<OO)Ey(Ny) = p(xa?/)U(yay)-

la/ On montre ensuite 1 bien stir P, (N, = 400) = 1 implique U(x,z) = +oo qui implique x
récurrent (car si x transitoire le 2 donnera U(z, z) < +00). On suppose donc x récurrent et on calcule
P.(N, = 400). On pose M = T, et kD inf{n > PR X, =z} = 0 6 0., .

En appliquant la propriété de Markov forte au temps d’arrét 7, on obtient vu X, =z :

Px(Ta(:k+1) < +OO) = Ez(lfrx<ool{7_£k)<+oo}oem) = Ex(lm<ooEXTx (1{7.;’9)<+00})) = EZ‘(]"Tx<OO)EZ'(]‘{T£k)<+OO}))'

On obtient donc par une récurrence immédiate :P, (7" < +o00) = [P.(7, < 00)]¥*1. Or N, =

1{X0=£B} + 22021 1{T§<+OO} donc
Ulx,z) =1+ Zp(x,x)k.
k=1

En particulier si p(x,z) = 1 on obtient bien l'infini et plus par intersection croissante P, (N, =
+00) = P, (VETF < +00) = limy_ o Px(ngkH) < 400) = 1. Ceci conclut 1’équivalence du 1.

2/ De plus si p(xz,x) < 1, on obtient U(x,x) = %, comme annoncé en 2. Ceci conclut la
preuve de ’équivalence du 1 et des formules du 2 (la premiére formule en combinant avec 3.) On voit
aussi que x transitoire implique U(x,z) < +oo donc P, (N, = 0o) = 0 (sinon un calcul d’intégrale
donnerait U(z,x) = +00) donc P,(N, = o0) < 1 et la contraposé de ce qu’on vient de montrer
donne que x est transitoire. Ceci conclut la preuve du 2.

1b/ On reprend la preuve des assertions du 1. Si y = = et 2 récurrent, on vient de voir P,(N, =

o0) =1 = p(x,z). On applique de nouveau la propriété de Markov forte pour y # = :
P,(N; =) = Ey(lr,<colN,=00 0 0r,) = Ey (17, <0 ) Pu(Ne = 0) = E (11, <)

la derniére égalité vient de x récurrent.

1¢/Si x récurent on a U(z,z) = +oo et la formule du 3 donne U(y,z) = p(y,z)U(z,x) et si
y ~» x, donc p(y,x) > 0 donc U(y, z) = +oo.

1d/ De méme, on peut supposer que y # x, on applique de nouveau la propriété de Markov forte
aprés avoir remarqué que {N, < oo} D {7, < 00,7, 00, = +00} correspondant a la stratégie d’aller
en y et ne plus revenir en x ce qui garantit un nombre fini de passages en = (avant d’atteindre y).
Donc si x récurent

donc si x ~» y le premier terme est positif et donc P, (7, = 00) = 0 soit p(y,z) = P,(7, < 00) =1
et donc y ~» x. Donc U(z,y) = p(z,y)U(y,y) > p(x,y) > 0 et de méme U(y,z) > 0 donc soit n,m
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avec Py’ >0, P, > 0, donc :
- Z_Pyyy Z PnyIIPIy = P U(l‘,l’)mey — +OO
k=

donc on trouve y récurrent. De 1a I'assertion précédente montre P, (N, = +00) = p(x,y) et on a vu
p(z,y) =1 (par symétrie y/z. Ceci conclut la preuve du 1.

4/ la relation de communication entre états est évidemment symétrique et réflexive, elle est aussi
transitive (car la relation de connexion & partir de laquelle elle est définie est clairement transitive).
C’est donc une relation d’équivalence qui partage donc F en classe d’équivalence, qui sont par défini-
tion des composantes irréductibles. Par 1/ dés qu’un membre d’une classe d’équivalence est récurrent,
tous les autres le sont. Donc de méme si un membre est transitoire, tous les autres le sont. Par 1.
encore, les classes récurrentes sont closes car si x récurrents et x ~» g , on a vu que x,y sont dans la
méme classe. D’ou la décomposition de R en R;.

Enfin par 1. si y récurrent P, (N, < 4+00) = 1 si et seulement si p(z, y) = 0 soit si et seulement si =
n’est pas connecté a y. Si un état transitoire n’est connecté a aucun état récurrent (soit ¢ 7,) alors
P,(N, < 400) = 1 pour tout y récurrent. Si maintenant y transitoire on a U(y,y) < +oc et par 3
U(z,y) = p(z,y)U(y,y) < +oo donc P, (N, < +00) =1 (sans quoi U(z,y) > P, (N, = +00)oo serait
infini). Dans tous les cas on a bien P, (N, < +00) = 1 comme voulu. Et ceci pour tout y entraine
aussi réciproquement que x n’est relié & aucun récurrent. T, et Ty forment bien une partition de 7T'.

4 Mesures invariantes

On cherche a déterminer la loi assymptotique de X,, quand n — oo. Il se trouve qu’elle va étre
reliée au temps moyen passé sur chaque sommet et qu’elle va donc nous donner accés a un moyen de
calculer ce temps.

Définition 25. Soit (X,,),>0, une chaine de Markov de matrice de transition P sur E. Une mesure
wsur E est une mesure invariante si dés que Xy a loi p, X; a aussi loi p (et donc X, a loi p pour
tout n) : ¢’est-a-dire si :

Vo€ B, u({z}) =D p{y}) Pyo-

yek
Remarque 8. Lorsque E est fini on obtient un systéme linéaire & |E| inconnus et le méme nombre
d’équations qu'’il est facile de résoudre.
On rappelle qu’une chaine de Markov est dite irréductible récurrente si elle est irréductible et que
sa seule classe d’équivalence est composée d’états récurrents.
Théoréme 51 (des mesures invariantes). 1. Toute chaine de Markov irréductible récurrente ad-
met une mesure invariante non nulle.

2. 80 py, e sont deur mesures invariantes non nulles sur une chaine de Markov irréductible
récurrente, alors il existe ¢ > 0 tel que py = cus.
3. Pour une chaine de Markov irréductible récurrente on a deuzx possibilités.
(a) Soit toutes les mesures invariantes vérifient u(E) = +oo et dans ce cas pour tout x € E :
E.(7,) = 400. On dit alors que la chaine est récurrente nulle. De plus, on a pour tout
yek :

1 n
—Zl{xk:x} — O,Py —p.S
nk:O
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(b) Soit il existe une unique mesure de probabilité invariante 7 et alors pour tout x € E :
E.(r) = m.On dit alors que la chaine est récurrente positive.De plus, on a pour tout
yek:

1 n
=D lpo=a = 7({2}), P
k=0

Remarque 9. On utilise le théoréme pour calculer E,(7,) a partir de 7, que ’on obtient en résolvant
une équation, rarement l'inverse.
En général, on n’a pas
nlglgo Px(Xn = y) —7n—o0 M({x})

avec p mesure invariante. C’est vrai avec u la probabilité invariante quand la chaine est irréductible
récurrente positive et APERIODIQUE, c’est a dire que pour un 2 € E (de fagon équivalent pour
tout x € E) pged(n > 1: P}, >0) =

Définition 26. Soit (X,,),>0, une chaine de Markov de matrice de transition P sur E. Une mesure
uosur E est une mesure réversible si

n({y}) Py = p{z}) Poy

Remarque 10. 11 est facile de voir qu'une mesure réversible est invariante. Mais c¢’est une condition
plus restrictive a vérifier, la réciproque est fausse.

4.1 Preuve facultative (et admise en cours) du théoréme d’existence [51]

1. Par récurrence, on sait 7, < oo 0.s. On peut donc définir la mesure

Tz—1

pe({y}) = Zl{xk —y}) Z Lixy=y})-

Montrons que p, est invariante.
On note d’abord que par Markov faible au temp & — 1 vu {7, > k} = {r, <k —1}° € F;_1, on

E(Vx, =y ez xo=2)) = Ee(BE(Lix =y | Fe-1) Ymohxoi=23) = P(2,9) Be(Lrohx=2y)- (444)

On utilise Fubini-Tonelli & la premiére ligne

—+o00
pz({y}) = Zl{xk ymziy) = O Ba(lix,=yr2ry)

k=1

= Z Z Ez(l{Xk:vathXk_l:z})

k=1 zeFE
_ZZPZ Y) Ee(Lr, >k x,_ 1 =2})

z€FE k=1

b Te—1

zeE k=1 zeE k=0
=> Pz y)u({z})

zeE
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En deuxiéme ligne on a introduit une partition de €2, puis en troisiéme ligne utilisé le fait précédent.
Ensuite, on reprend les calculs a I’envers. La derniére ligne est exactement l'invariance.

2/ Pour montrer 'unicité, on montre que toute mesure invariante v vérifie v({y}) = v({z})u.({y})
(c’est possible car par définition de 7, u,({z}) =1

On voit d’abord par récurrence sur p :

inf(7z—1,p)

v({y}) = v({zhE: > -y (4.5)

k=0

si x =y c’est évident car v({y}) = v({z})u.({x}). On prend x # y. Le cas p = 0 est évident car

Er(Lixo=yy) = 0 < v({y})
Si c’est vrai au rang p, on écrit 'invariance et 'hypothése de récurrence

v({yh) = v{z)P(zy)

zeE
inf(7—1,p)
> ZP z,y)v({x}) EL( Z Lix,=2})
zeE k=0
=> P(zyv({z}) Z o (L{x=2,70—128})
z€R =0
=> v({z}) Z Ey(1{Xy=2,Xps1=ysro—12k})
z€EE k=0
p
= v({z}) Y Ee(lxprmpm-13k)
k=0
inf(7z—1,p)
=v({zDE( Y Iixee=w)

k=0
inf(7z,p+1)

=v({eDE( Y L=y
k=1
inf(7:—1,p+1)

=v({zDE:( Y lpxen)

k=0

A la quatriéme ligne on utilise ([£4]), puis une partition aprés Fubini-Toneli, enfin un changement
d’indice a I’avant derniére ligne et a la derniére ligne 7, < oo p.s. donc Xy # y P, p.s et X, # yP,.
Cela termine la récurrence et par convergence monotone, on prend la limite p — oo et on obtient, :

Tz—1

v({y}) = v({z})E Z Lix=yy = v({z})na({y}) (4.6)

Un récurrence évidente montre que v, i, sont invariantes pour P".
On peut donc écrire :

v({z}) =Y vy P (y.x) = Y v{au({y}) P (y 2) = v({2})p.({z}) = v({z}).

yek yeE
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Comme on a inégalité terme a terme, on a égalité partout soit : v({y})P"(y, ) = v({z})u.({y}) P"(y, )
mais pour tout y il existe n avec P"(y,z) # 0 par irréductibilité, donc v({y}) = v({z})p.({y}).
CQFD.

3/ On voit par Fubini-Toneli et une partition :

To—1 Tz—1 Tp—1
Z E Z 1{Xk U} Z Z 1{Xk U} (Z 1) = E.L<7—£>
yeE k=0 ycE k=0

Donc soit il existe un mesure invariante infinie et alors p,(E) = E,(7,) = 400 soit il existe une
mesure finie et I'unique proba 7 est obtenue en normalisant 7 = p,./E,(7;) et donc E,(7,)7({z}) =1
comme annonce.

Il reste a voir les convergences des moyennes en appliquant la LGN. Donnons juste l'idée de
preuve. On voit que Tx ) de la section (3.2) vérifie que T, = ngk) — Tékil) sont i.i.d sous P, de loi celle
de 7. Par la LGN on a

Tx

1 =F

i = Bl

Soit N, (z) = >} _o L{x,=s} alors on voit par définition que 7, Nn@) < < pn(@F , par récurrence,
on a N,(x) — oo, donc par comparaison :
Nn(x) Ny (z)+1
n T,
= lim —— = lim —————— = F,(,).

RN @) T N o Na(@) 71

Vu la relation entre E,(7,) = u.(F) cela conclut dans les deux cas. Le cas y # = ne change que 7!
et est donc similaire.

5 Le cas des espaces d’états finis en détail.

Tout se simplifie sur les espaces d’états finis, on sait décrire toutes les mesures invariantes et la
classification ne contient pas d’états transitoires fuyant a l'infini ni de classe récurrente nulle. Le
théoréme suivant résume la situation. On fait ensuite un exemple complet :

Théoréme 52. Soit E un espace d’état fini et (X,,) ~ CM(E, u, P).

1. L’ensemble R des états récurrents est non-vide et toute classe irréductible récurrente est ré-
currente positive. De plus Tr =0 et P(Tp < 00) =1 ou Tp = inf{n > 1: X,, € R}.

2. Une classe irréductible est close si et seulement si elle est récurrente. Autrement dit, les classes
irréductibles dont aucune fleche ne sort est récurrente, sinon, les autres sont transitoires. Un
état x est transitoire si et seulement si il existe un état y tel que x ~y et y ¥ x.

3. Les mesures invariantes ne chargent pas les états transitoires. Si Ry, ..., R, sont les classes de
récurrences, chaque R; porte une unique mesure de probabilité invariante p; qui est l'unique
vecteur propre & coordonnées positives et valeur propre 1 de la matrice transposée PT restreinte
a R;. Toute mesure invariante est de la forme Z;Zl ;g o > 0.

Le second point montre que la classification des états ne dépend que de la connectivité du graphe
et pas des poids.
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De’monstmtion 1/ Pour y e T transitoire, U(x,y) = " PF, < U(y,y) < oo donc limy_o, PY, =0
Or Y cp Pr,+ > cr Pr, =1 et lasomme étant finie on obtlent

P, XkER ZP koo 1

yER

Douvu{X; € R} C{Xy1 € R},onaP,(Tgr < ) =P, (Fk, X} € R) = limy_,o, P.(X; € R) =
1 donc R est non vide. D’aprés le théoréme G511 les classes irréductibles récurrentes possédent une
mesure invariante, nécessairement finie (vu le nombre fini d’états), donc ces classes sont récurrentes
positives. Le fait que P,(Tr < oo) pour tout = implique Ty = (). Par combinaison linéaire finie, on
déduit P, (T < o0) = 1.

2/ Pour tout y comme P, (T < 00), il existe z € R avec y ~» z. Si y récurrent on a vu au
théoréme 1., que = ~» y et réciproquement si x ~» y le méme théoréme donne y récurrent. Donc
par contraposé, y est transitoire si et seulement si il existe x (en fait récurrent) tel que y ~» x et
x +~ y, comme voulu. Les deux premiers énoncés sont des conséquences évidentes : on a vu qu’une
classe irréductible récurrente est toujours close et réciproquement, une classe irréductible close ne
contient pas des y comme ci-dessus, donc ces membres ne sont pas transitoires. Etre clos revient a
dire qu’aucune fléche ne sort de la classe.

3/Enfin, si y transitoire, alors pour tout x, on a vu en 1. limy_,, Pﬁy = 0 donc pour une mesure
invariante u({y}) = > .cp t({y}) Py, —nseo 0 donc pu({y}) = 0 donc une mesure invariante ne
charge pas les états transitoires. En conséquence, toute mesure invariante est combinaison linéaire
de la normalisation de sa restriction a chaque classe irréductible récurrente. L’'unicité de la mesure
invariante de probabilité restreinte a4 chaque classe p; vient du théoréme GBIl Enfin I'identification
avec les vecteurs propres est directe par la définition. O

Ezemple 38. On reprend 'exemple 5l Toutes les chaines a deux états ont pour p,q € [0, 1] une
. . 1-—
matrice de transition de la forme : P = ( 1 f . ¢ p ) .

Son graphe est : p 1—q q

Sip#1#q, les 2 états se connectent I'un a I'autrgq i]_%’y a qu’une classe irréductible récurrente
positive. Pour trouver 'unique mesure de proba invariante, on résout :

p 4 po =1, (g, pi2) P = (pi, pi2)

soit fup + pa(1 — q) = pu,pua(1 — p) + pog = p2 qui donne pp = pi(1 —p)/(1 — ¢) donc py =
1/1+1-p)/1=9q)=010-q¢/C-p—q)p2=1—-p)/2—-p—2q).

Si p =1 = q, les deux états sont absorbants, n a 2 classes irréductibles récurrentes {1}, {2} et
toute mesure est invariante.

Si p =1+ ql'état 1 est absorbant donc récurrent (le dirac en d; est invariant), 2 est connecté a
1 qui n’est pas connecté a 2 donc 2 est transitoire. d; est donc 'unique mesure invariante.

1/3 1/3 1/3
Ezxzemple 39. On reprend I'exemple 26 La matrice de transition est P = 1/2 1/2 0
1 1/3 12 1/2 0 0 1
Son graphe est :
1/3 1/3
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3 est absorbant donc récurrent. {1,2} est une classe irréductible. Comme 1 est connecté a 3 mais pas
Pinverse, 1 est transitoire et donc 2 aussi. L’unique mesure invariante est donc ds.

1 0 0 O
. o [ 0 1/2 1/4 1/4
Ezemple 40. La matrice de transition est P = 0 0 1/3 2/3
0 0 1/2 1/2
Son graphe est : 1/2 1/3

1
0 Q-

2 3

2/3( 172 | 1/2

1/4
1 est absorbant donc récurrent. {2}, {3,4} sont les autres classes irréductibles. Comme 2 est connecté
a 3 mais pas 'inverse, 2 est transitoire. Comme {2, 3,4} est clos donc forme une chaine de Markov
finie par elle méme et qu’elle contient forcément une classe récurrente, Ry = {3,4} est une classe
récurrente (on peut aussi dire qu'il est clos irréductible fini).

01 est une mesure invariante. Trouvons 1'unique mesure de probabilité invariante associée a
Ry :p3d3 + pady. On doit vérifier pus/3 + p4/2 = ps,2us/3 + pa/2 = pa, ps + pg = 1 soit uz =
3us/4 = 3/7. On déduit que E3(73) = 1/pus = 7/3 et de méme E4(74) = 7/4. On a aussi E;(7y) = 1.

On applique enfin Markov faible au temps 1 aprés avoir remarqué que 3,4 ne reviennent jamais
en 2 : Eo(1) = Eo(me(1x,22 + 1x,23 + 1x,24)) = Ea(m2(1x,22)) = Ea(1(1x,—2)) + 00 = 0o vu que
E3(m) = oo puisqu’il n’y pas de retour possible de 3 vers 2.

Ezercice 3. Calculer les autres E;(7;) dans les exemples précédents.

6 Exemple détaillé en finance : Modéle de Cox, Ross et Ru-
binstein

Nous vous référons au livre Cours de Calcul stochastique appliqué a la finance de Lamberton et
Lapeyre pour plus de détails sur ce modéle (version discréte du modeéle de Black et Scholes du dernier
chapitre) et surtout pour un traitement beaucoup plus complet des notions utilisées en finance et
que nous n’introduisons que sur le cas du modéle.

6.1 Un modéle général

En finance, on considére souvent un placement sans risque a intérét fixe dont la valeur a I'instant
n est Z, = Yo(1+ )" si il vaut Yy a Pinstant 0 et gagne un taux d’intérét r & chaque pas de temps.
On considére également un placement risqué de valeur Y,, a 'instant n.
On suppose que
Yn+1 =T,Y,

avec T,, : Q — {1 + a,1 4 b} une variable de Bernoulli telle que 0 < 14+ a < 1+ b. a,b sont donc
les taux d’intérét gagnés possibles (dont I'un peut étre négatif ou inférieur a r) et T,, — 1 le taux
d’intérét aléatoire donc risqué. On considére la filtration engendrée F,, = o (11, ..., T,—1).
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1. Comme le placement & taux d’intérét r est toujours disponible, on regarde X, = Y,,/Z, que
'on appelle valeur actualisée a 'instant n. On cherche a savoir quand E(X,,11|F,) = X,, (on va
expliquer pourquoi ¢’est une condition de viabilité du marché). Or X, 4\, = T,,Y,,/Z, (1 +r) =
X, T,/(1+71) et X,, est F,, mesurable donc

E(T,|F.)
E(X, 1| Fn) = X,————.
(KusalF) = Xo o2l
Donc E(X,,.1|F,) = X, si et seulement si E(T,,|F,) = 1+ r pour tout n. On va voir que
cela force X,,,Y,, a étre des suites récurrentes aléatoires de la forme de I'exemple 28], donc des
chaines de Markov.

2. On parle d’arbitrage si il y a possibilité d’avoir un gain strictement positif avec une mise nulle
en empruntant/achetant éventuellement 1'actif sans risque. Par exemple, si » > b on vend un
actif risqué (& découvert) pour une valeur Y et on achéte avec le gain de I’actif sans risque. A
la date N, on récupére 'intérét Yo(1 + )Y sur le marché sans risque et on paie la valeur Yy
de Iactif risqué soit un gain Yo(1 + 7)Y — Yy > Yo[(1 + 7)Y — (1 +b)"]. On a donc gagné un
montant strictement positif sans mise, donc sans risque de perdre de ’argent. De méme, on
montre que si r < a, il y a possibilité d’arbitrage (en empruntant sur le marché sans risque
de quoi acheter I'actif risqué). Un marché financier est dit viable si il n’y a pas de possibilité
d’arbitrage. Ici, cela impose r €]a, b].

3. On suppose maintenant r €]a,b[. En finance, si l'actif actualisé X,, vérifie E(X,,1|F,) = X,
(on dit X,, est une martingale) pour une certaine loi de probabilité, il est facile de voir qu’il
n'y a pas de stratégie d’arbitrage et que le marché est (donc dit) viable (c’est pour nous
la définition que I'on prendra d’un marché viable). Si en plus, comme ci-dessous, il y a une
unique loi (ici pour les T},) qui permet d’obtenir ce résultat, on dit que le marché est complet,
et on utilise cette (unique) loi pour calculer des prix et des stratégies (de couverture pour les
marchés dérivés).

Lemme 53. Le marché est viable si et seulement si les T,, sont i.1.d de loi
Pr, = 2 T51+a + u51+b-
—a b—a
Démonstration. Siles T,, sont i.i.d comme indiqué, il suffit de calculer vu que 7, indépendant
de F,,

b—r

:b—a

(1+a)+ﬂ(1+b):1+a(b_2jz(r—“)

E(Tn|]:n) = E(Tn) b—a

=1+4r,
comme il fallait d’aprés le point 1. Réciproquement, si pour tout n E(7,|F,) = 1+ r, vu que
T, =1+ alyr,—11a} + g1, 2140y = 1 + b+ (a — b)1{7,=1+q} est de Bernoulli, on voit

T — b = E((CL — b)l{Tn:1+a}|~Fn)-
Donc pour tout A € F,,, par (PC) pour l'espérance conditionnelle et le calcul ci-dessus

- ~ E(lalinm14ay)  EB(LWE(g,o100)F0)  (r—b)E(l4)  (r—0)
P =1+ad)=——p05— = P(A) T @—0PA)  (a=b)

donc {T,, = 1 + a},{T,, = 1 + b} sont indépendants de A donc de F,, comme voulu, soit T,
indépendant de F,, et est de loi souhaitée.
O
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6.2 Etude du point de vue des chaines de Markov dans un cas simple

Ezemple 41 (Modeéle simple de portefeuille d’actions). Il est utile de considérer le cas symétrique
r = “TH’ . Dans ce cas, on appelle r taux d’actualisation et ¢ = b_T“ le coefficient de volatilité. On

pose €, = w € {-1,1}. On a donc
Y,=0+r+o0€,)Y, 1.

On a donc vu que X,, = (1 + r)™"Y,, est une martingale si et seulement si les ¢, sont i.i.d avec
P, = %(51 + d_1). En supposant ce cadre, on voit que Y,, est une martingale si et seulement si
r = 0, une sous-martingale (resp. surmartingale) si et seulement si » > 0 (resp. r < 0). Noter que la
condition 1+ a > 0 revient a |o| < 1+ 1.

On prend Yy =1

Comme c’est une suite récurrente aléatoire comme & ’exemple 28| c¢’est une chaine de Markov.
Les valeurs qu’elle prend sont dans l'espace d’état E = {(1+7r + 0)*(1 +r — o)}, k,l € IN} Bien sir,
I'espace d’état change beaucoup si il existe ou non k, [ tel que (1 +7+o)*(1+7r—o) = 1.

1/ Cas VEk,[(1+r+o)(1+r—o) #1
Dans ce cas, les états sont décrits par les couples (k,1) et la somme k + [ augmente de 1 a chaque
pas, donc chaque état est une classe irréductible et tous les états sont transitoires.

2/ Cas 3k, l(1+r+o)f(1+r—o)=1,1+r+0)(1+r—0)#1

Sans spécifier I'espace d’état exactement, on peut tout de méme classifier partiellement la chaine.
Quel que soit état (1+7r+0)5(1+7r—0)" on a une proba (1/2) =1 d’arriver en : (1+7r+0)%(1+
r—o)l(1+r+o)ft(1+r—o)=0+r+o)5(1+r—o)f et de méme a (1+7+0)5(1+r—o)l!
donc tous les états sont connectés a tous les états, il n’y a qu'une classe irréductible.

Voyons que tous les états sont transitoires. En prenant le logarithme log(Y;,) = >~} _; log(1 +r +
o€,) est une marche aléatoire et

E(log(l +r +0ey)) = [log(l +7+0) +1log(l +r —0)]/2 =log((1 +7)? —0?)/2#0

par I’hypothése. Donc on est dans le cas de I'exemple[36] 1a loi des grands nombres donne p.s. log(Y,,) —
oo si (1+7)?—0% > 1soit Y,, — +oop.s. soit p.s.log(Y,) — —oo si (1+71)% —0? < 1 soit Y,, — Op.s.
Dans les deux cas, cela implique que p.s. la chaine ne revient plus en aucun état fixé, qui est donc
transitoire. On a donc une seule classe irréductible transitoire.

3.Cas (1+r+o)(l+r—0)=1

Alors Despace d’¢tat E = {(14+r+0)",n € Z} et on a passage de (1+r+0)" — (1+7r+0)" avec
proba 1/2 et (14+7+0)" = (1+7r+0)"! avec proba 1/2 . Comme avant la chaine est irréductible.
Voyons qu’elle est récurrente.

On calcule U((L+7r+0)", (1+7r+0)") = 1oy (1+T+0) (rtoyn = 2oheo P, vu que la loi de
saut est invariante par translation multiplicative. Noter que

k k k
Pﬁlzp(zlog(1+r+oen):0) P(log(1+r+ o) Zen Z(en+1)/2:k;/2)
n=1

n=1 n=1

vu que log(1 4+ 7 + o) = £log(1 + 7 + o) par I'hypothése. Or 2% _ (¢, 4+ 1)/2 est la somme de k
bernoulli indépendante donc une loi blnomlale (k,1/2), donc la valeur est nulle si k impair, et si

k=2lonaP(Xf_ (e, +1)/2=1) = u 241 donc :

49



U(l+r+o)",(1+r+0)")=> (5!2;2)[!” = +o00.
=1

En effet par la formule de Stirling n! ~ e "n"/2mn donc (l(!z)?il ~ (li?jfijgﬂ)“ ;l = \/% terme général
d’une série divergente (de Riemann) donc le critére des équivalents conclut a la divergence annoncée.
On obtient donc la récurrence annoncée.

Montrons enfin que la chaine est récurrente nulle. En effet, u({(1 + r + 0)"}) = 1 définit une
mesure invariante car u({(1+r+ 0)"}) = 1/2u({(1 +r + )" '}) + 1/2u({(1 + r + o)"}) est
I’équation d’une mesure invariante de notre chaine. C’est une mesure de masse infinie, donc la chaine

est récurrente nulle.

6.3 Introduction aux produits dérivés

Ceci prépare au chapitre sur le mouvement brownien car le modéle ci-dessus converge en loi (des
marginales fini-dimensionnelles) vers un mouvement brownien géométrique (une fois correctement
normalisé).

1. Les fameux “produits dérivés" intervenant en finance, parmi les plus simples, sont les options
européennes d’achat et de vente construites sur l'actif risqué Y,,. Une option d’achat (ou
en anglais call) est le droit (mais non l'obligation) d’acheter 'actif a U'instant N au prix
K (Padjectif européen désigne les options d’achat-vente a terme, ici I'instant final N). Elle
rapporte donc la différence Cy = (Yy — K)4+ = max(0, Yy — K) (puisque si Yy — K # 0 on
n’a pas intérét a acheter 'actif comme on a le droit avec 'option). De méme, une option de
vente (ou put) au prix K rapporte Py = (K — Yy); = max(0, K — Yy). On appelle valeur
de 'option a l'instant n, ’actif dont la valeur actualisée est une martingale fermée de valeur
a l'instant N, la valeur (actualisée) de l'option (Cy ou Py), soit :

(Yy — K)

Cn = Z,E( 7n - | Fn) = (1+T>H7NE<<YN_K)+|]:VL)7 b, = (1+T>H7NE<<K_YN)+|]:VL)-

La probabilité pour laquelle est calculée ces valeurs (dans un marché viable et complet) est
celle pour laquelle le prix de I'actif actualisé est une martingale.

2. Calculons la “relation de parité call-put" :

Co,—P,=1+7r)"YE((Sy — K); — (K = Sy)+|F) = (L +7)" VE(Sy — K|F,)
=(1+7)"EXNF) -0 +r)" YK =1+7)"X, - (1+7)"VK
=S, — K(1+7r)"N,
On a utilisé que X,, = S, (14 7)™ est une martingale par hypothése et la relation élémentaire
(Sv —K)y — (K —-Sy)y =Sy — K.

3. Calculons finalement la valeur explicite de C,, dans ce modéle c’est a dire
Co=14+r)"NE(Y, .. Tv_1 — K) | Fn).

Pour appliquer la proposition B9 puisque Y,, et T,,...Tv_; sont indépendants et In(T,...Tv_1)
est une somme de v.a. de Bernoulli indépendantes de loi poy,(1+q) + (1 —p)(sln(l_;,_b) avec p = 2:—2
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de sorte que m(lj[ln(Tn---TN—l) — (N —n)In(1 + a)] est de loi binomiale B(N —n,1 —p) (et
1+a

vaut j quand T,,...Tx_; vaut (1+b)/(1+a)¥""79 N > n+1) et donc on calcule par transfert

c(n,s) =EB((sT,..Tn 1 — K)y) = - Ol (1 —=p) N (s(1 4 a) (1 + D)V "7 — K),.

On obtient finalement la formule explicite C,, = (1 + )" V¢(n,Y,).
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Chapitre 5

Processus de Poisson

Nous continuons en étudiant un processus a temps continue mais a espace d’état discret (a
valeur entiére), le processus de Poisson. Les temps de saut du processus modélisent les temps de
désintégration d’atomes radioactifs, les arrivées des appels a un central téléphonique, etc. Nous
commencons par passer en revue les différents points de vue en terme de nombre de désintégration
ayant eu lieu a l'instant ¢, temps de la n-iéme désintégration, ou intervalle de temps entre deux
désintégrations.

1 Deéfinition en terme de processus de comptage

Définition 27. Un processus (Nt)tem+,Nt : (Q,T,P) — IR est un processus de comptage si NV :

IR™ x Q — INU {+00}, est mesurable N(0) = 0 et si il existe un A € T vérifiant P(A) = 1 et pour
tout w € A, t — Ny(w) est croissant (soit N p.s. croissant).

Définition 28. Un processus de comptage (Nt)tEIR+ est dit :

1. a accroissements indépendants si pour tout t1 < ... < t, Ny, Nyy — Ny, ooy Ny, — Ny, sont
indépendants

2. a accroissements stationnaires si pour tout s <t N; — Ny a méme loi que N;_;.
3. localement continu a droite en probabilité si pour tout t > 0 limy,_,o+ P(Nyyp — Ny > 1) = 0.

4. p.s. a sauts simples si il existe A mesurable tel que P(A) = 1 et pour tout w € A, pour tout
t >0 limp,_y0 Niyp(w) — Ni(w) < 1.(noter que la limite existe p.s. vu que N est p.s. croissant).

Définition 29. Un processus de comptage (Nt)th+ est un processus de Poisson d’intensité A > 0 si
le processus est a accroissements indépendants et pour tout t,h > 0 ,Nyp, — V; est de loi de Poisson

de paramétre Ah, soit :
_an (AR)"
P(Nt+h—Nt:n):€ —', 'I’LZO
n!

On voit immédiatement qu’un processus de Poisson est & accroissements stationnaires.

On a aussi :
Lemme 54. Un processus de Poisson est localement continu a droite en probabilité.
Démonstration. On a P(Nyyp, — Ny > 1) =1—P(Nyyp — Ny =0) =1 —e M —; 5+ 0. O

Lemme 55. Le processus de Poisson est p.s. a sauts simples. De plus pour tout t il n’a p.s. qu’un
nombre fini de saut sur [0, t].
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Démonstration. Par intersection dénombrable d’événement de proba 1 obtenu par stationnarité, il
suffit de voir que la restriction en temps a [0,1| vérifie la méme propriété. On pose

A°=n,B,

avec B, = {3j € [1,2"] : Njjon — N(j_1)j2n > 2} Alors la suite des B,, est décroissante (par croissance
de N) et par stationnarité :

2n 00 00
3 A V205 e o V2D e ay on

P<B”) < P(N1/2” > 2) =2 E Te A2 <2 E Te A — 9 ()\/2 )2 —Fn—oo 0
Jj=1 k=2 k=0

d’ott P(A°) =lim P(B,) = 0 de plus si w € A In,Vj € [1,2"] : Njjon — Nj_1y/o» < 1 ce qui empéche
aucun saut plus grand que 1 et un nombre infini de saut sur [0,1] (il y a un n avec au plus 2"
sauts). O

Théoréme 56. Un processus de comptage (Nt)thJr (c’est-a-dire un processus p.s. croissant a valeur
entiére partant de Ny = 0) est un processus de Poisson si et seulement si il vérifie les 4 conditions :

1. il est a accroissements stationnaires et indépendants,

2. il est non trivial (a savoir, non p.s. nul soit I3t > 0P(N; > 0) > 0),

3. il est localement continu & droite en probabilité : pour tout t > 0 limy,_,o+ P(Nyyp—Ny > 1) = 0.

4. il est p.s. a sauts simples : il existe A mesurable tel que P(A) =1 et pour tout w € A, pour
tout t > 0 limy,_o Nyip(w) — Ny(w) < 1.

Alors, Uintensité du processus est donnée par la limite suivante qui existe :

.1
lim 2 P(N, = 1) = A > 0.
Démonstration. On a déja vu qu'un processus de Poisson vérifiait les 4 conditions et +P(N, = 1) =
e~ tend bien vers \.
Considérons donc N un processus vérifiant les 4 conditions. Soit p(h) = P(N, > 1) On a par
stationnarité p(h) = P(Nyp — Ny > 1). On sait qu'il existe h avec p(h) > 0 par non trivialité et la
condition de continuité dit que p(h) —,_s0+ 0.

Moavee A > 0.

En effet, par croissance des incréments on a f(t +s) := 1 — p(t + s) = P(Nyyp = 0) =
P(Nyyn — Ny =0 et N, = 0) et par indépendance puis stationnarité :

1. Montrons d’abord que p(t) =1 — e~

J(t+5) = P(Niyn = 0) = P(Niwn — Ny, = 0)P(N, = 0) = f(£)f(s).

Maintenant, obtenir la formule pour f est un exercice d’analayse standard on écrit f(h) =
e M < 1 donné par P(N,) > 0, ce qui implique A > 0. Par multiplicativité pour p entier
f(ph) = e P puis pour p,q entier f(ph/q)? = f(ph) donc f(th) = e " pour t rationnel.
Enfin, par multiplicativité, et continuité a droite de f en 0, f est continue a droite en tout
point, et en prenant t,, € Q) décroissante avec t,, — t on obtient & la limite f(th) = e, Ceci
donne la formule pour p(t).
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2. Pour tout intervalle |a, b], ’événement, I,, = {N, < oo et N, = +oo}, disant que N; a une

infinité de sauts dans ]a, b] est de probabilité nulle.
Sinon en prenant ¢ = (a+b)/2 on voit que I, = I, .U I.; et par 'hypothése de stationnarité
P(l,.) = P(I.p) et comme les deux dépendent des accroissements ils sont indépendants
mais de plus ils sont disjoints vu la condition N, = +oo incompatible avec N, < oo soit
1 — P(Iy) = (1 —P(1,.)? = (1 — P(I,3)/2)* = 1+ P(l,p)*/4 — P(1,) soit P(I,;) = 0
comme voulu.

3. Soit t > 0 fixé. A° =N, B, avec B, = {3j € [1,2"] : Njijon — N(j_1)r/2» > 2} Montrons que
P(A) = 1. En effet, pour w fixé (dans un ensemble de proba 1), il y a au plus m sauts dans
[0,¢] par le point précédent et aucun saut double, donc on a une distance minimale entre 2
sauts et donc il existe n minimal avec 1/2™ entre 2 sauts donc w € B C A.

4. Montrons que N suit la loi de Poisson de parameétre At. Soit Xy, = Ny — Nyp—1)/m, 1 <k <n
sont i.i.d a valeurs entieres par hypothése. Soit Y}, = 1;x,>13 et S,, = Y1 +... +7,, de sorte que
Sn < Ny. Soit A l'ensemble obtenu a la question précédente, comme {S,, # N;} = {3jX; > 2}
(car Iégalité S, = N, équivaut a 1’égalité de tous les termes des sommes qui les définissent
X = Y, vu que la différence est positive et qu'une somme de termes positifs est nulle si et
seulement si ils sont tous nuls). On en déduit que sur A pour n assez grand on a Syn = N;.
Donc Son — N, p.s. donc en loi.

Or Yj est de loi de Bernoulli p(t/n)éd; + (1 — p(t/n))dy, donc de fonction caractéristique
p(t/n)(e" — 1) + 1. Par indépendance la fonction caractéristique de S, est

[(1—e ™) (e —1) +1]" = exp(nIn((1 — e /™) (e — 1) + 1) =00 cxp(At(e™ — 1))

C’est bien la fonction caractéristique d’une loi de Poisson, donc par le théoréme de Paul Lévy,
la limite en loi /V; est bien de loi de Poisson de paramétre At.

O
[’application suivante est plus simple & vérifier en pratique :

Corollaire 57. Un processus de comptage (Nt)t€1R+ (c’est-a-dire un processus p.s. croissant & valeur
entiére partant de Ny = 0) est un processus de Poisson si et seulement si il vérifie les 3 conditions :

1. il est a accroissements stationnaires et indépendants,

2. il est non trivial (4 savoir, non p.s. nul soit 3t > 0P(N; > 0) > 0),

3. On a limy,_,o+ W =0.
Démonstration. exo : c¢f TD O

Lemme 58. Un processus de Poisson (Nt)t€1R+ admet une modification continue a droite qui est un
processus de Poisson de méme intensité Yy : i.e. pour tout t P(Y; = N;) = 1.
Plus précisément Y; = Ny := infy~o Ny est cette modification.

On ne considérera donc a partir de maintenant que des processus de Poisson p.s.
continus a droite (On peut ’ajouter si on veut a la définition).

Démonstration. D’abord, Ny < Y; < Ny, done {Y; # N} C {Npww # N} = {Newp — Ny >
1} donc P(Y; # Ny) < P(Nygp — Ny > 1) =40 0 donc Y; = N; p.s. comme voulu. (Attention
’égalité p.s. est a t fixé et pas pour tout ¢ a la fois). Voyons que Y; est un processus de Poisson. Les
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incréments }/tl’ }/;2 — }/;17 vy }/;fn — }/tn71 sont, P-S. la limite de Nt1+h7 Nt2+h — Nt1+ha ey Ntn-f—h — Ntn71+h
donc la limite en loi de ces variables qui sont indépendantes, en utilisant le théoréme de Paul Lévy
et la caractérisation de l'indépendance, on a Y;,,Y:, — Yy, ..., Y, — Y: _, indépendant, soit Y; a
accroissements indépendants et ce sont aussi des variables de Poisson. O

2 Définition en terme d’incréments, Construction et Simula-
tion

Comme le processus de Poisson est a sauts simples en nombre fini (et méme p.s. continu a droite)
dans chaque intervalle, on peut le décrire de deux facons alternatives. D’abord par la donnée des
instants de sauts. L’instant du n-iéme saut est donné par S,, = inf{t: Ny =n}, {N;>n}={5,<

t}.
Réciproquement, étant donné une suite croissante .S, avec lim,,_,,, S, = 400, on obtient le pro-
cessus

Ny =sup{n >0:5, <t}

Alternativement, on peut aussi considérer la suite (7,,) des temps entre 2 sauts ("suite des inter-
arrivées") de sorte que T, = S,, — S,_1 (So = 0) soit S, = T1 + ... + Tp,.

Le premier résultat pour décrire le processus de Poisson a partir des suites des temps de sauts et
des inter-arrivées est le suivant :

Proposition 59. Soit N; un processus de Poisson d’intensité X > 0. Soit la suite des inter-arrivées

Tn=38,—Sn1 (Sp=if{t >0: N,=n})
1. (T,) est formée de variables i.i.d. de loi exponentielle E(N) soit Pr,(dt) = Ae M1 y=ndt.

n—1

2. S, suit la loi Gamma de parameétre (n, \) soit Ps, (s) = h)\"e*)‘sl{po}ds

3. L((S1, ..., Sp)| Nt =n) = STU(n, [0,t]) (statistique d’ordre uniforme sur [0,t]) de densité :

n!
t_n]‘{0<81<...<5n<t} (81540 Sn)-

Ezercice 4. Montrer que L((S1, ...,.S,)|Sny1 =t) = STU(n, [0,1]).
Démonstration. On calculelaloide (S, ..., S,). Soit s;, h; > 0avec 0 < s1 < s1+h) < s9 <+ < 8, <
$p+ hy,. Calculons la probabilité de A,, = {S] € [s1,s1+h1[, S2 € [s2, S2+ha[, -+, Sn € [Sn, Sn+ hnl}-
On peut réécrire A,, en terme de NNV;.
An - {Nsl - OaNsl—i—hl - ]- - N827N82+h2 - 2 - N827 t 'Nsn—i—hn Z n}
puis en terme des incréments indépendants :
An - {Nsl - 0, N81+h1_N81 - 1, ng_Nsl-l—hl - 0, N82+h2_N82 - ]-7N83_N82+h2 - 07 o 'Nsn-l—hn_Nsn Z ]-}

Donc on obtient en utilisant 'indépendance et la loi de Poisson des incréments :

P(An) — M1 )\hle—A(s2—s1—h1)e—>\h2)\h2 . (1 _ e—Ahn) _ e—Agn)\n_lhlmhn_l(l B e_)\hn)

Si on a une densité f continue, on a ;—5-P(A,) = ;- fssl1+h1 f;”h" (@, o) = f(S1, ) Sn)-
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En prenant la limite (hy,...,h,) — 0 cela suggére le candidat de loi P, . g,)(ds1,...,ds,) =
e*’\sn)\”l{0<sl<___<sn}dsl...dsn. Pour vérifier que c’est bien la loi, on applique le lemme de classe mono-
tone [l comme les produits d’intervalles [sq, $1+ hi[X[S2, So+ ha[- -+ X [$n, Sp+ hy [, avec des inégalités
comme avant, sont stables par intersections finies dans le simplexe {0 < s; < $9,... < s,} et en-
gendrent la tribu borélienne, il suffit que cette loi donne la bonne valeur sur ces produits, et un calcul
d’intégrale montre que c’est le cas. Le changement de variables linéaire t; + ... + t; = s (de jacobien
1) donne la loi Prry, _1(dty, ..., dt,) = e Mttt 1 o doep,ydty...dt, ce qui est la loi de n
variables exponentielles indépendantes.

En intégrant les premiéres variables, on obtient la densité de S, :

- - n
Cdsydsp1e M N Lgeg < sy = €T
R"!

(on peut par exemple calculer I’air du pavé et diviser par le nombre de permutation permettant de
les ordonner).

Si s, + h, < t, on peut calculer P(A, N N; = n) la derniére condition N, 5, — Ns, > 1 est
remplacée par Ny i, — Ny, = 1, Ny — N, ,p, = 0 d’ou P(A, N N; = n) = e M\*hy...h,. Donc vu
P(Ny=n) = e*’\t% on conclut P(A,|N; =n) = %hy...h,. Le méme raisonnement avec le lemme
de classe monotone identifie la densité voulue par un calcul d’intégrale évident (pavé pour mesure
uniforme). O

Réciproquement, on a le théoréme de construction suivant, qui montre I'existence du processus
de Poisson :

Théoréme 60. (de construction du processus de Poisson) Soit T, une suite de variables indépen-
dantes et identiquement distribuées de loi E(N) soit Pr,(dt) = Ae 1g~qydt. Si on pose

Ny=sup{ne IN: Ty +---+ T, <t}
alors Ny est un processus de Poisson d’intensité X.

Remarque 11. Noter que cette construction du processus de Poisson donne un processus p.s. continu
a droite car sup{n € N : 71 +--- + T, < t} = infpsgsup{fn e N: 71 +---+ T, < t+ h}. En
effet, < est évident car sup{n e N: 71 +---+ T, <t} <sup{n e N: Ty +---+ T, <t+ h} par
inclusion des ensembles donc on peut passer a U'inf. n = inf,oqsup{n € N : T} +---+ T, <t + h},
Ti+---+T, <t+hetenprenant 'infsur h T1+---+T, < t,doncn <sup{n € N :T1+---+T, < t}.

Démonstration. Par construction le processus N, est un processus de comptage. Il est p.s. a sauts
simples car un saut double en ¢ est I'événement U; {7} + ... +T; = t,T;11 = 0} mais comme la densité
de chaque T; est continue P(T;,; =0) = 0.

On calcule la loi de N; en utilisant {N; > n} = {S, = T1 + ... + T,, < t} donc en utilisant
la distribution I' obtenue pour la somme de variables exponentielles indépendantes a la précédente
proposition. On obtient la valeur souhaitée pour une loi de Poisson :

t A7 n—1 )\n+1 n t Py A\
P(N, =n) = P(Sy < )=P(Spy1 < 1) = / [ AT ]e%: / dl s ] Y
0 0

(n—1)! n! n! n!

On considére ensuite des incréments pour les temps 0 = sp < s1 < ... < s, et des entiers j, € IN
dont on nomme les sommes J; = j; + ... + Ji.
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Valeur du Processus de Poisson Nt d'intensite 2

10

On doit décrire la loi des incréments de N a partir des S, on décrit ’événement consistant a avoir
7k sauts entre t_q et ¢, de deux facons :

N,
k=1

n

— Ny =k} = {5140, > 50} 0 ﬂ{sk—l < Spiir < <8y <o}

k=1

En utilisant le théoréme de tansfert et en posant D = eru nl j]ﬁéo{sk_l <Ugp 41 < ... <uy, <
skt X {ui4, > sp}, on obtient :

P( ﬂ{Nsk — N, = ]k}> = /dP(Sl,...,SJnH)(Ul, ey Uigg,)lp = )\J”H/ e M duy . du g,
k=1 D

en utilisant que la loi des S; est obtenue comme & la proprosition précédente. Par le théoréme de
Fubini-Tonelli, il s’agit d’un produit :

PN~ Mo, =i} =

II

ke[lvn} 7.]k7é0

Nk / dzy..dzj, x A / e Mdz.
{Sk—1<21<---<zjk§5k} Z2>8n

Donc en calculant les intégrales de simplexes on obtient la valeur voulue :

P( kﬁl{Nsk ~ N =ii}) =

(sk — Sk—1)j’“
Ji!

Nk e~

II

ke [1777/] 7jk7£0

O

A partir de cette construction, la simulation est évidente, il suffit de simuler les temps inter-
arrivées indépendants de lois exponentielles T,, = —log(U, )/ avec U,, obtenu par un générateur de
nombres aléatoires uniformes sur [0, 1]. ( & gauche intensité 2, a droite intensité 1, on voit que les
temps entre sauts d’espérance 1/2, dans le premier cas, sont plus cours) :

10
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) Trajectoire d‘ur\‘ Processus de Po‘isson
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o I I I
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3 Propriété de Markov

La propriété de Markov simple est une conséquence simple de la définition :

Proposition 61 (Markov simple). Soit (N;)i>0 un processus de Poisson d’intensité X, alors pour
tout u >0, (Nipu — Ny)i>o est un processus de Poisson d’intensité X\, indépendant de (Ns)o<s<u-

Démonstration. Les incréments du nouveau processus Ny = Ny, — NV, sont encore des incréments
de 'ancien, donc ils suivent la loi de Poisson et sont indépendants (si correspondant a des intervalles
disjoints). Comme c’est bien siir un processus de comptage, on obtient que ¢’est un processus de Pois-
son, I'indépendance vient de celle des incréments puisque la tribu engendrée par N/ est engendrée par
des incréments comme celle de (Ny)o<s<y. Par regroupement par paquet, on obtient I'indépendance
voulue. O

Définition 30. Un temps d’arrét par rapport a la tribu du processus de Poisson F; = o(Ng, s < t)
est une variable aléatoire 7" : 2 — IR, U {400} vérifiant {T' < ¢t} € F; pour tout ¢ € IR.

Proposition 62 (Propriétés de Markov forte). Soit (Ni)i>o un processus de Poisson d’intensité
A (p.s. continue a droite), alors pour tout temps d’arrét T conditionnellement sur {T < +oo}, le
processus (Npyn, — Nr)p>o est un processus de Poisson d’intensité X indépendant de T et (Nrps)s>o-

Démonstration. On note comme avant 7), les temps inter-arrivées de N.
1/ Réduction au cas ot 7' prend un nombre dénombrable de valeurs finies
On doit montrer que pour h- (7T, (Nras)s>0)-mesurable, f mesurable bornée, hy, ..., hy, :

E(f(Nrsn, — Nry ooy Npw. — Np)R) = E(f(Nuy, ..o, No, ) E(R).

Il suffit de montrer cela pour h o(7, Nrps,, ..., Nras, )-mesurable bornée. En effet si c’est le cas,
on a le résultat pour tout h = 1, dans cette tribu pour tout si,...,sp et c’est une classe stable
par intersection finie qui engendre o (7', (Nzas)s>0), donc le lemme de classe monotone [ conclura a
I’égalité des deux cotés pour tout h = 14 et ensuite par linéarité et en approchant par des fonctions
étagées, pour tout h (cf demo du théoréme de transfert ou du lemme de Doob Dynkin). On fixe
donc h o(T, Nrps,, ..., Nras, )-mesurable bornée, par le lemme de Doob-Dynkin [ il s’écrit h =
9(T, Nrpsy, ..., Nrps,,) avec g mesurable bornée.
On pose
T = Z ﬁl{QnTe]k—l,k]} > 70 > T,

2n
keIN

C’est une suite décroissante de temps d’arréts qui converge vers T, p.s.. En effet, la limite T" est par
construction et théoréme des gendarmes vu 7™ < T+ 2% De plus, 7™ est bien un temps d’arrét car
{TM) <t} = Up{T™ < t,2°T €lk — 1,k]} = Up{k <127, 2"T €k — 1, k]|} = Upcpn{2"T €]k —1,k]}
et chaque terme est dans Fjon C F;.

Comme N est p.s. continu a droite, on déduit : Npwn,, — Nrpas, P-S- et Npwyyp, — Npwmy —
Nryp,, — Nr p.s. Comme les fonctions ci dessous sont mesurables bornées, on déduit du TCD (dominé
par des constantes) que :

E(f(Npwpn, —Nro s oo Npoo g, — Npeo )9 (T, Npeongys s Npowas, )
= E(f(Nay, s Nuy ) E(G(T™, Ny gy 0 N sy )
—nsoo E(f(Nryn, — Nry ooy Npip,, — Np)g(T, Nppsy s ey NT/\sk))
= E(f(Nnyy-oos N ) )E(g(T, Nppsy s ooy Nrpsy, ) )-
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2/ Cas ou T prend un nombre dénombrable de valeurs Soit Y, = Np,, — Np. Y}, est un
processus de comptage p.s. a sauts simples avec un nombre infini de sauts, il est donc décrit par une
suite de temps de sauts R,, = inf{t: YV, =n}—inf{t : Vi =n—-1},n>1, {V;>n}={Ri+..+R, <
t}. La loi de la suite détermine donc la loi de Y. On doit montrer que pour h = f(7T', Nrps,, -..; Nras, )
avec f mesurable bornée.

Comme {T" < +00} = Up>o{T, < T < T,11} et donc en décomposant aussi Q = Uyer) {1 = a},
par o-additivité des deux cotés, il suffit de voir (pour r; > 0), a € T(9) :

E<1{R12r1,---,Rmzrm,TngT:a<Tn+1}hf) = P(T1 >ryc I 2 Tm)E(l{TngT=a<Tn+1}h)-
OrsiT, <T<Tyy,onaR =T, 1 —T, T, =Rpn,m>2,:

E(LR 201 B zr Tu<T=a< T3 1) = E(U1, 1 2atm Togo>rae Tvmzrm Ta<t=a} f (@ Nansy s - Nans, )
Or les T,, sont indépendants et i.d. de loi exponentielle et si T,, < a < T),11, N, = n, donc Nyps, =

sup{k < n,Ti+...+T} < aAs;}est o(T1,..,T,) mesurable. De méme {1 = a} est F, = 0(Nyps, s > 0)-
mesurable donc o (71, ..,T,,) mesurable. En utilisant I'indépendance et la distribution, on obtient :

E(l{Rlzrl,---,RmZTm,TngT:a<Tn+1}h) - 6—)\(@+T1)P(T2 Z Ty« -+ aTm Z rm)E(l{TngT:a}f(aa Na/\817 ceey Na/\sk))

ce qui vaut aussi en utilisant les lois exponentielles et la méme indépendance :

E(LRy>r, Rp>rm Tu<T=a<Tni1} 1)
=P(Th1 > a)P(Ty 211,15 > 19, -+, Ty 2 1) E(Lr, <r=a} [ (@, Napsys -, Nansy )
- P(Tl Z TlaTZ Z To,- .- 7Tm Z Tm)E(l{TnST:aSTn.H}f(aa Na/\sla ceey Na/\sk)

ce qui est le résultat voulu. O

4 Exemples de généralisations

Si on veut utiliser le processus de Poisson comme modeéle, les hypothéses caractéristiques peuvent
sembler restrictives.

1. La stationnarité peut étre remplacée en remplacant dans la définition les variables de Poisson
de paramétre A\t constant par ceux de parameétre Ny — Ny ~ P(f: A(u)du) pour une fonction
intensité instantanée A(u) > 0. C’est le processus de Poisson inhomogéne.

2. On peut voir le processus de Poisson comme un processus ponctuel, ¢’est a dire une variable
2 . N o .
aléatoire a valeur mesure : w +— A(w) = Y, 0g,(w) de sorte que N, = A([0,¢]) est la fonction
de répartition aléatoire de cette mesure. C’est le moyen de généraliser le processus de Poisson
en dimension supérieure (comme mesure aléatoire ou fonction de répartition aléatoire).

3. Si on remplace les sauts exponentiels par des temps d’attente ayant une autre loi, on obtient
un processus de renouvellement qui peut modéliser des durées de vie aléatoires (par exemple
pour des machines) etc.

4. Si on remplace les sauts toujours de +1 dans le processus de Poisson, par des sauts quelconques
sur I'espace d’états IN selon une chaine de Markov, on obtient un processus de Markov a temps
continu (et espace d’état discret).

En général, les généralisations précédentes n’ont pas des incréments indépendants. Nous nous concen-
trons sur une généralisation a incréments indépendants. C’est un cas particulier de Processus de Lévy,
dont le mouvement brownien sera un autre exemple continu.
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Valeur de Yt

4.1 Processus de Poisson composé

On fixe N; un processus de Poisson d’intensité A > 0 et Y,, une suite de variables aléatoires i.i.d,

indépendantes de N. Le processus :

Nt
) =D Y
k=1

est appelé processus de Poisson composé.
On calcule sa fonction caractéristique :

Proposition 63. Le processus Y est un processus stationnaire a accroissements indépendants de loi

donnée par la fonction caractéristique :

(I)y(t) (l‘) =€

M@y, (2)-1)

Démonstration. On note juste @y = ®y,. Soit ng =tp =0<1 < ... <t,

E(ei E?=1$k<Y<tk>—Y<tk—1>>) = > E(¢ B n @it W\ N N, = ) P(Vi < mNy, = n;)

n1<...<ng

et par indépendance des Y, et de IV, c’est égal a :

Z E(eizznzlxk(z;;knk_ﬁlyl )P(Vz < mNt = nz

n1<...<ng

ce qui donne en sommant les séries de I’exponentielle :

E H (Py () )™+ 1o Am H i_

n1<...<ng k=1 i<m

)"

E<ezz;“:1mY(tk)fY(tkfl))) — T et®r @At

k<m

Ceci donne I'indépendance (forme produit) la stationnarité et la loi. O
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5 Processus de Poisson et limites

5.1 Processus de Poisson comme Limite du Processus de Bernoulli

On rappelle le procesuus de Bernoulli de 'exemple 27 de paramétre p. C’est la chaine de Markov
sur IN de matrice de transition P, ,, = (1 — p), Pynt1 = p-

Proposition 64. SOit A > 0 et py €]0, 1 une suite de nombres telles que kpj, — g 00 A. Soit B¥ un
processus de Bernoulli de paramétre py, et Ny un processus de Poisson d’intensité \. Alors pour tout

0<t <...<t,, (B’ftlkj, e ,Bftnkj) converge en loi pour k — oo vers (Ny, -+, Ny,)

Démonstration. D’abord, par changement de variable, il suffit de montrer que les incréments

(B]ftlkjv B]ftgkj — B]ftlkjv e 7B]ftnkj — B]ftn_lkj) convergent en loi vers (Ny,, Ny, — Nyyyooo Ny, — Ny, ).

Par la construction de la proposition @4, Bf = 22:1 X, avec X; ii.d Bernoulli B(py). Les
incréments sont donc indépendants comme a la limite, et il suffit, par le théoréme de Paul Lévy,
de voir que (DB'ftnkFB’ftn_lkJ (&) = PN, -, (6).

Mais par indépendance

(&) = P, (LM — B, k)
= exp(In(1+ (e — Dpp)([tuk] — [ta-i1k])) = exp((e® — 1)(t, — ta_1)N)),

@Bk

_ pk
Lenk) " Blen_1k)

car par encadrement pi(|t,k| — [ta_1k]) € [pe(tn — tno1)k — 2pk, pr(tn — tn_1) + —2pi] et les deux
bornes tendent vers (t, — t,_1)A\. O

5.2 Cas limite du processus de Poisson

On peut aussi appliquer la loi des grands nombres et le TC au processus de Poisson pour retrouver
A et construire un mouvement brownien. Comme on va le voir, ce sera un processus a incréments
indépendants, donc il suffira de voir la limite des lois unidimensionnelles :

Proposition 65. Soit N, un processus de Poisson d’intensité X alors N/t — X\ p.s. et Vt(N,/t —
A) £ N0, \).

Démonstration. 11 suffit d’appliquer LGN et TCL aux incréments indépendants en remarquant que
espérance et variance sont A pour un loi de Poisson de paramétre \. O
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Chapitre 6

Introduction au mouvement Brownien :
Application au modéle de Black et Scholes

1 Deéfinition et propriétés fondamentales du mouvement Brow-
nien

Définition 31. Un processus gaussien centré (By),_p+, By : (2,7,P) — IR est un mouvement
brownien (standard) si il existe A € T avec P(A) = 1 tel que pour tout w € A, t — By(w) est
continue et si il est de covariance E(B;B;) = min(s, t).

Remarque 12. On rappelle que, pour vérifier qu’un processus est gaussien, il faut vérifier que (B, ..., By,)
est un vecteur gaussien pour tout (¢y, ..., t,). Pour vérifier qu’il est centré, on doit vérifier E(B;) = 0. 11
n’est pas évident que le mouvement brownien existe (c¢’est-a-dire que I’on peut construire le processus
gaussien ci-dessus avec toutes ses trajectoires continues. On 'admettra.

Par ailleurs, certains appellent = + ut 4+ o B; aussi mouvement brownien (non standard), partant
de z, avec dérive p et variance ot. Nous n’utiliserons que des mouvements browniens standards.

Théoréme 66. Un processus (Bt)th+ est un mouvement brownien si et seulement si il vérifie
— (continuité p.s. ) Il existe A € T avec P(A) = 1 tel que pour tout w € A, t — B;(w) est
continue
— (accroissements indépendants) Pour tout n et tout t; < ... < t, By, By, — By, ..., B, — By, _,
sont indépendants
— (Accroissements gaussiens stationnaires) Pour tout s <t B, — Bs ~ N (0,t — s).

PREUVE : Si B, vérifie les hypothéses, (By,, B;, — By, ..., B, — By, _,) est un vecteur gaussien (suite
de variables indépendantes gaussiennes), donc par transformation linéaire (By,, By,, ..., By,) est un
vecteur gaussien, donc (B;) est un processus gaussien (centré car chaque B; est supposé centré).
Comme en plus, il est continu, ¢’est un mouvement brownien si il a la bonne covariance, et en effet,
sis <t

E(BtBs) = E((Bt - BS)BS) + E(B?) = E(Bt - BS)E(BS) ts=s5= min(sa t)

en utilisant la variance et I'indépendance. Par échange de s et ¢, on a le cas général.
Réciproquement, si (B;) est un mouvement brownien, il est supposé p.s. continu et chaque

(By,, By, ..., By,) est un vecteur gaussien donc par combinaison linéaire (By,, By, — By, ..., By, — By, _,)

est un vecteur gaussien, et il suffit de calculer les covariances nulles pour obtenir I'indépendance.
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Or pour i < n, on a

E((Btz - Bti—l)(Btn - Btnfl)) - E(Btthn - Bti—lBtn - BtiBtnfl + Bti—lBtnfl)
= min(¢;,t,) — min(t;_1,t,) — min(¢;, t,—1) + min(t;_1, t, 1)
=t —ti1—t;+1-1 =0

De méme B; — By est une variable gaussienne et il ne reste qu’a calculer la variance pour ¢t > s.

E((B; — B,)?) = E(B? — 2B,B; + B?)
=t—2s+s=(t—s).

On a donc obtenu toutes les propriétés. [

Proposition 67. (Invariance) Si B; est un mouvement brownien, alors pour A > 0, (\"'Byz;)i>0 €t
(Br — B))i>a sont des mouvements browniens.

PREUVE : La continuité est évidente et par combinaison linéaire on a bien des processus gaussiens cen-
trés, il suffit donc de vérifier la covariance pour le premier E(A™!By2, A7 Byz,) = A2 min(\%t, \%s) =
min(¢, s). Pour le deuxiéme on utilise le théoréme, comme les incréments (B; — By )>x sont des
incréments de B; on trouve 'indépendance et la stationnarité, comme voulu. [

1.1 Limite de marches aléatoires

Soit S, = X; + ... + X,, avec X; i.i.d, E(X;) = 0,E(X?) = 1. On s’intéresse au chemin k — S}, et
on introduit pour cela une normalisation similaire au TCL pour se ramener a [0, 1].

1
Stn — %Sm”,t S [0, ]_]
ST est la variable du TCL qui tend vers une variable gaussienne. Le processus tend vers un processus
gaussien qui n’est rien d’autre que le mouvement brownien (en loi fini-dimensionnelle) :

Théoréme 68. (Donsker) Pour tout (t1,...,tn), (SP

7, ..., S ) converge en loi vers (By,, ..., By,,) avec
(B¢)¢>0 un mouvement brownien.

En fait le meilleur théoréme de Donsker établit qu’une variante continue linéaire par morceau
converge en un sens plus fort (en loi sur I’espace des fonctions continues).
PREUVE : Il est équivalent de considérer la convergence en loi des incréments (changement de va-
riables linéaire) soit pour t; < ... < t,, (S{,Sp — S, ..., — S ). Or par regroupement par
paquets ces variables sont indépendantes car S — Sp € o(X;i € [[tmin] + 1, [tmn]]) qui
donnent des familles disjointes d’indices donc indépendance. De plus S — 5! ~a méme loi que

—M}WSWW"H%‘I"J) qui converge donc en loi par le TCL vers une N(0,t,, — t,,—1). En
utilisant 'indépendance (et par exemple les fonctions caractéristiques), on obtient que (S}, S} —

Sp, ..., S —Sp ) converge en loi vers des variables indépendantes ayant méme loi que le mouve-
1 m m—1

ment brownien. u
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1.2 Quelques faits géométriques [facultatifs]

Le théoréme suivant admis donne une idée de I’allure des trajectoires du mouvement brownien

Théoréme 69. Soit (B;);~0 un mouvement brownien, alors
1. Pour tout € > 0, p.s. sup,gjg Bs > 0 et inf,c)0, Bs > 0,
2. Supgejoq Bs a méme loi que | By,
3. On a p.s. limsup,_,, Bs = +o00 et liminf, ,, B = —o0
4

L’ensemble des trajectoires nulle part dérivables contient un évenement de probabilité 1.

1.3 Simulation du mouvement brownien

Une premiére méthode pour simuler le mouvement brownien, soit une discrétisation de celui-ci
de la forme (By/n, Bat/n, ..., By) est d’utiliser la méthode de simulation des vecteurs gaussiens de la
section 2 du chapitre 2. Mais avec le calcul de la racine carrée matricielle, ce n’est pas trés efficace.
L’avantage est que cela fonctionne pour tout processus gaussien.

Une méthode plus efficace vient du théoréme [66l 11 suffit de simuler (71, ..., Z,,) n variables gaus-
siennes standard i.i.d et de considérer

Vtn(Zy, Zy+ Zyy -+ 2+ + Zy) ~ (Bt/n7 B/, ., By).

Simulation de 7 trajectoires du Mouvement brownien standard
2 I 1 1
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2 Modéle de Black et Scholes

Définition 32. Un mouvement Brownien géométrique de taux d’intérét p et de volatilité o est le
processus (S;);~0 donné par la formule :

0.2
Sy = Spexp ((u — 7)75 + UBt) ;

avec (By)i~o un mouvement brownien.

C’est le modéle d’action proposé par Black et Scholes.

Remarque 13. Le modéle de Black et Scholes n’est qu’un modéle financier parmi d’autres, particu-
lierement simple. On pourrait facilement intégrer un taux d’intérét et une volatilité dépendant du
temps pour améliorer le modéle. Plus fondamentalement, on lui reproche souvent que les trajectoires
du mouvement brownien géométrique sont continues alors que les marchés financiers ont des sauts
(nécessité de processus de Poisson/Lévy). On reproche aussi dans la méme ligne que les trajectoires
du mouvement brownien sont trop réguliéres pour représenter qualitativement les marchés financiers.

La caractérisation du mouvement brownien permet de trouver une propriété caractéristique plus
parlante probabilistiquement :

Proposition 70. Un processus positif (St)telR+ est un mouvement brownien géométrique si et seule-
ment si il vérifie
— (continuité p.s. existe A € T avec = 1 tel que pour tout w € — Si(w) es
(continuité p.s. ) Il existe A € T P(A) = 1 tel que pour tout A, t— Si(w) est
continue
— (accroissements relatifs indépendants) Pour tout uw < t, S;/S, est indépendant de la tribu
o(Sy;v < w).
— (Accroissements stationnaires log-normauz) Pour tout uw < t, Si/S, est de loi log normale
A ' ts stati res log Pour tout t, Si/S, est de loi log [
2 G . .
LN ((p— %)t —u),0(t —u)) , c’est-a-dire de loi :

In(s) — (n— Z)(t —u g
Ps,/s,(ds) = Samew <_( E 232@ —Zvj)< ) )1]0,00[(5)655-

PREUVE : Il est facile de voir que les hypothéses se traduisent pour % (ln(St/So) — (pu— (’2—2)75) sur

les hypothéses du théoréme [66 et donc qu’il s’agit d’un mouvement brownien (standard) B;. u
Le théoréme suivant va étre utilisé pour calculer le prix des options associées & ce modéle. Le
modeéle de Black et Scholes suppose donné un actif sans risque de prix a 'instant ¢ de taux d’intérét
(instantané) r :
SY = exp(rt).

On a le cas particulier suivant du théoréme de Girsanov (de changement de mesure des processus
stochastiques) :

Théoréme 71 (Girsanov avec dérive constante). Soit (By)icpo,r] un mouvement brownien (standard)
dans (2, T, P). Soit Fr = o(By,t <T). Alors la formule suivante définit une mesure de probabilité

sur (, Fr)
P(A) = E(1seap (- (’“‘ - T) Br— g (’“‘ - "’)2>).

Dans (Q, Fr, P), W, = B, + (E=5) t est un mouvement brownien (standard) sur [0,T).

(e
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PREUVE : On commence par montrer que ['on a bien une probabilité. Comme

L enp (— (=) Br%(”;r)g)

est positive, on a bien la positivité, la sigma-additivité (par convergence monotone), il reste a noter

que P(Q2) =1 ce qui revient &

mcen (~ (127) 8 )) = o (§ (”_>)

C’est le calcul fait dans la preuve du lemme [l pour la transformée de Laplace d’une variable gaus-
sienne.

Pour montrer que W; est un mouvement brownien, on va vérifier les hypothéses du théoréme
[66. On va utiliser souvent la propriété suivante (intégration par partie gaussienne) d’une variable Y
gaussienne N (0, 0?), pour tout f C! telle que Y f(Y), f/(Y) € LY(Q), on a (facile & vérifier aprés
transfert par IPP) :

E(Y[(Y)) = a"B(f'(Y)). (6.1)

On remarque que la continuité p.s. est évidente avec le méme A.
On remarque d’abord pour f mesurable bornée ou f(x) = 2¥ k = 1,2 (d’abord k = 2 pour obtenir
intégrabilité), par indépendance des accroissements du mouvement brownien :

B Beap (~ () Br ) = B Boean (~ (“57) B ) e (= (“55) (Br = B))
= B(f(Bean (- (“) B Btean (~ (57 (B 5))

donc pour t < T, E(f(B;)Lr) = E(f(B;)L;). (En fait on peut voir que L; est une martingale &
temps continu, du type des martingales exponentielles de I'exemple ?7). Il est alors facile de voir
que W; € LQ(Q,ﬁ), car Blexp (— (“;r) Bt) € L'(Q) par une borne par une fonction exp(cB;) +
exp(—cBy) € LY(9).

-Calcul de I’espérance.

On utilise (6.1 pour obtenir :

E(Byeap (— (“ . r) Bt)) =— (%) tE(exp (— (“ - T) Bt)>

On déduit alors du calcul utilisant I'indépendance ci-dessus que

E(W,) = E((B, + (“ - T) ) Lr) = B((B, + (’”‘ - T) $)L,) = E(B,L;) + (’”‘ - T) t=0.

o o o

-Calcul de la variance.
On utilise (6.1)) (puis le calcul précédent) pour obtenir :

E(B2exp (— (” — T) Bt)) — tE(eap (— (’: - T) Bt)) - (” — T) tE(B,exp (— (” - T) Bt))
—[t+ (“;T) 12]E(exp (— (’“‘;T) Bt)).
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On déduit alors du calcul utilisant I'indépendance ci-dessus et du calcul de ’espérance que

E(W?) = B(B2L,) + 2E(B,L,) (’”‘ - T) t+ (u)Q 12 = E(B2L,) — (“ — r)2t2 —t.

o o

-Calcul de transformées de Fourier pour obtenir les incréments gaussiens. En fait, cette
étape suffit car on va recalculer la variance et la moyenne avec la transformée de Fourier. On utilise
juste la preuve du lemme[3 :

Blean(isBuyens (_ (u - r> Bt>) — exp (g (is s 7«)2>
(4 (57 - (5)

E(eap(isW,)) = E(eap(isB; + ist (?))Lt) = exp (‘%) .

d’ou la valeur attendue :

-Indépendance et stationnarité des incréments

Pour tout n et tout ¢; < ... <t,, montrons que Wy, , Wy, =W, , ..., W, —W, | sont indépendants.
Prenons donc aussi f1, ... f,, mesurables bornées (par exemple des exponentielles donnant des fonctions
caractéristiques). On note § = *=* et on obtient en utilisant I'indépendance des incréments de B,
sous P :

E (fl(th)fQ(VVt2 - Vth)fn(th - thfl)) =E (fl(m1)f2(Wt2 - th)fn(mn - Vthﬂ)Ltn)

n

=E<hm%NMW5—Wmmh@%f4%nJMJIaw(—W&y—&FJ—%:;t¥ﬁ>

k=2
- th — ti
=E (fl (th)Lt1> H E (fk(Wtktkl)exp (_eBtktkl - %02>>
k=2

=E (i W) E (f(Wy, — W) . E (fu(Wi, — Wi, _,))

la derniére ligne étant obtenue en prenant tous les f; égaux a 1 sauf un pour identifier les termes.
La stationnarité des incréments se déduit du méme calcul en utilisant celle de B;. [

En finance, un produit dérivé (ou option) est un contrat sur Pactif financier S; qui produit un
paiement positif H, 7 mesurable au temps d’échéance T'. Nous ne considérerons que les options dites
européennes de la forme H = ®(S7) avec & mesurable positive. La définition suivante (motivée dans
la section suivante) permet de donner une valeur a 'option a I'instant ¢ (méme si l'option n’est pas
cotée, et permettant de détecter des "anomalies" de marché (par exemple possibilités d’arbitrages)
si la cotation ne correspond pas a la valeur théorique).

Définition 33. La valeur au temps ¢t < T de loption, définie par la variable aléatoire ®(Sr)
d’échéance T, est donnée par la formule utilisant la probabilité P du théoréme [(1] par :

V, = E(e "0 (S| F).
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Le prix a U'instant ¢ = 0 est la valeur de vente conseillée (par la théorie) dans ce modéle pour
'option. On va obtenir le calcul explicite dans le cas des options de type call &(z) = max(x—K,0) =:
(x — K)4 et put &(x) = (K —x)4.

On note la fonction de répartition d’une gaussienne standard

1[4 2
N(d) = \/—2_71-/ G_le’

(L) + (r+ )T —t
W) DT 1)
oV —t
On remarquera que py(t,x) = p_(t,z) + o/T — t.
Théoréme 72. (valeur des put et call de Black-Scholes) La valeur au temps t < T de loption de
type call (St — K)y d’échéance T est donnée par V; = F.(t,S;) avec :
Fu(t,) = 2N (py (t,2)) — Ke " TON(p_(t,)).

La valeur au temps t < T de Uoption de type put (K — Sr)y d’échéance T est donnée par
Vi = F,(t,5:) avec :

et on pose

Fy(t,x) = Ke " IN(=p_(t,2)) — aN(—ps (£, 2)).

On remarquera que ces valeurs sont indépendantes de p (grace au changement de probabilité) et
ne dépendent que de la seule volatilité o.
PREUVE : On note d’abord qu’avec les notations du Théoréme de Girsanov, la valeur actualisée de
I’actif est par calcul élémentaire S; := Sie " = Spexp(cW; — 0*t/2) et donc

Sy = Sie" T Dexp(c(Wyp — W) — o*(T —t)/2).
Donc E(Sy — K|F,) = Se" T DE(exp(c(Wy — W,) — 0X(T — 1)/2)) — K = S’ ™D — K = F(t, 3,)
avec F(t,z) = zeT=) — K. Puisque (S; — K); — (K — Sr); = Sy — K on déduit donc, aprés
multiplication par e "™~% la relation que nos formules vérifient :
F.(t,x) — Fy(t,x) = — Ke "7,

On considére donc le cas du call. Donc avec Y = YWt o obtient par les calculs précédents

T—t
avec 0 = o1 — ¢ :
e (Tt (St —K)y = (Sexp(0Y — 02) — Ke_T(T_t))+ = (Siexp(0Y — 92/2) — Ke_r(T_t))l{erm (t,51)>0} -

En effet, on a noté Syexp(0Y — 62/2) — Ke ™"~ est positif si et seulement si In(S;/K) > —r(T —
t) — (0Y — 6%/2) soit In(S;/K) +r(T —t) — 6?/2 + 0Y > 0 ou encore Y + p_(¢,S;) > 0.

En prenant I'espérance conditionnelle sur F; en utilisant I'indépendance des accroissements de
W, sous P c’est a dire celle de Y avec F; et la proposition B9, on obtient V; = F.(t,S;) avec

Fc(t, ,I‘) = l‘E(GI‘p(QY — 02/2)1{Y+p,(t,x)20}) — KG_T(T_t)E(]_{y_i_pi(tﬂj)zo}).

Comme Y ~ N(0,1) sous P on a évidemment

E(l{Yer_(t,z)ZO}) = P(Y > _p—(ta IL‘)) = P(Y < p_(t,l’)) = N(p—(ta IL‘))
De méme, on a la relation conclusive (obtenue par 2 transferts et changement de variable y — 0) :
~ o0 dy ~
E(eap(0Y =07 /2) 1y 1p_(a)20)) = / exp(—(y—0)*/2)—= = E(lyy1o1p_(0)20)) = N(p4(t, 7).
—p_(t,x) V2T
]
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3 Motivation de l'intégrale stochastique pour I’étude du mo-
déle de Black et Scholes

Le but de cette section sans preuve est de motiver l'utilisation d’une notion d’intégrale stochas-
tique pour l'interprétation du prix défini ci-dessus dans le modéle de Black et Scholes.

Il existe une notion d’intégrale stochastique qui permet d’écrire une formule intégrale pour f(¢, B;)
si f:(t,x) — f(t,z) est C* (ou méme seulement C' en t). On obtient alors la formule d’Tto :

af 10°f

t ta
f@&ﬁﬁmm+1k5+§%ﬁ@&wwlk%@&M&

Le changement notable par rapport au cas dérivable en temps (on rappelle que B; est p.s. nulle part
dérivable), c’est le terme faisant intervenir la dérivée seconde de f. Par exemple, on obtient

t t
Sy = S+ / wSsds + / 0S.dB;.
0 0

En écriture infinitésimale dS; = S;(udt+ o0dB;) qui est trés semblable au modéle discret de I’exemple
Y, —Y,1 =Y, 1(r + 0€,). On peut manipuler ces expressions en utilisant les “régles"

dt* = 0,dtdB, = 0,dB? = dt.

C’est un théoréme qu’une intégrale stochastique fot f+dBy est définie pour f, adaptée dans L?([0,T], L*(2, P)) :
L*([0,T] x Q,dt ® P) par I'isométrie d'Tto :

MAEMMzLHWﬂWt

C’est souvent une "martingale" sur [0,T] si f est suffisamment bornée (sinon c’est une "martingale
locale").

Une stratégie (ou portefeuille) pour le couple (S?,S;) est une paire de valeurs ¢, = (ay, 3;)
représentant les valeurs achetées de Pactif sans risque S? et de Pactif risqué S; au temps t. La valeur
du portefeuille est donc :

Vi(®) = Sy + BiSy

Celui-ci est auto-financé si (avec des hypothéses appropriées sur ¢; pour que les intégrales aient un
sens)

wwz%@+lw&+ﬂmm

qui revient & demander, dans l'intervalle [, 4 dt], que la variation du portefeuille dV;(¢) = a,dSP +
BsdS; ne viennent que des variations des valeurs des actifs et pas d’apports au portefeuille (do,d/3;).
On suppose en particulier (ay), (5;) adaptés a la filtration F;. Si on regarde les valeurs actualisées

Sy = (SP)71S,, Vi(¢) = (SP)"1Vi(¢) = i + B:St, on a les relations (pour un portefeuille autofinancé)

dS, = S[(n — r)dt + odBy], et
dVi(¢) = —re " dtVi(¢) + e dVi(¢) = —r (s + BiSy)dt + reudt + Bre"dS, = S,

si bien que la valeur de a; est déterminée par
t
o = V(@) — BiSy = Vo(¢) + / BidSs — BiSy
0
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On retrouve la condition 1 = 7 pour que S, et V;(¢) soient des martingales (locales) sous P (similaires
a I’exemple 4], ce sont toujours des martingales locales sous ﬁ)

On peut montrer que si V;(¢) > 0 (on dit admissible) alors il n’y a pas de possibilité d’arbitrage,
c’est & dire de stratégies auto-financées avec Vo =0,Vy > 0 et P(Vy > 0) > 0.

Une option ®(Sr) est dite répliquée si il existe un portefeuille autofinancé tel que Vy(¢) = ®(Sr).
La valeur de l'option (au sens du paragraphe précédent). V; = Vi(¢) est la valeur d'un tel portefeuille
autofinancé au temps ¢

On peut montrer I'existence du portefeuille sous 'hypothése E(L2.®(Sr)?) < oo. Elle nécessite
des outils de calculs stochastiques dépassant la portée de ce cours (et la condition E(L3H?) =
E(H?) < oo fonctionne pour des options non-européennes H # ®(S7) mais la solution est alors
moins explicite).

Le calcul du portefeuille simulant est utile en finance pour la “couverture de l'option" (par le
vendeur vendant au prix Vy(¢) qui utilisera cette stratégie pour produire une richesse Vi(¢) au
temps T et qu’il doit donner & I’acheteur). Donc le cas du put et du call, on a les formules

OF, .
o =€ "(Fye(t, Sy) — BiSh), B = 82/

Pour le call on a ; = N(p,(t,S;)) et pour le put f; = —N(—p,(t,S})).

(t,S).
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