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Chapitre 1

Rappels sur les fontions aratéristiques, la

onvergene en loi et le Théorème entral

limite

On suppose onnu le modèle des probabilités en terme de théorie de la mesure.

L'espae des réalisations Ω d'une expériene aléatoire est l'ensemble des résultats possibles de

ette expériene.

Dé�nition 1. La famille T des événements onstitue une partie de P (Ω) ayant la struture d'une

tribu qui, par dé�nition, possède les propriétés suivantes :

1. ∅ ∈ T , Ω ∈ T .

2. Si A ∈ T alors Ac ∈ T .

3. Pour toute suite �nie ou in�nie dénombrable (An)n≥1 de parties de T , alors ∪n≥1An ∈ T .

Pour Ω = IR

n, on utilisera en général la tribu des boréliens B(IRn), plus petite tribu engendrée

par les ensembles ouverts.

Dé�nition 2 (Dé�nition d'une probabilité). On appelle probabilité sur une tribu T toute appliation

P : T → [0, 1] ayant les propriétés suivantes :

1. P (∅) = 0, P (Ω) = 1.

2. Pour toute suite �nie ou in�nie (dénombrable) (An)n≥1 d'événements deux à deux inompa-

tibles,

P (
∞⋃

n=1

An) =
∞∑

n=1

P (An).

Autrement dit, P est une mesure positive ave P (Ω) = 1.

1 Lois, Invariant des lois, Fontion Caratéristique (Transfor-

mée de Fourier)

1.1 Rappels sur les Lois

On utilisera souvent le lemme suivant vu en théorie de la mesure.
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Lemme 1 (de lasse monotone). Si deux probabilités P1, P2 sur (Ω, T ) sont égales sur une lasse

C stable par intersetion �nie ('est-à-dire ∀C ∈ C, P1(C) = P2(C)) et telle que σ(C) = T alors

P1 = P2.

Dé�nition 3. Soit (E, E) un espae mesurable. Une variable aléatoire (v.a.) dé�nie sur Ω est une

appliation mesurable X : Ω → E, 'est-à-dire telle que, pour tout B ∈ E

{X ∈ B} ≡ X−1(B) ≡ {ω ∈ Ω : X(ω) ∈ B} ∈ T .

Le plus souvent l'espae d'arrivée sera (IR,B(IR)), as des variables aléatoires réelles (v.a.r.) ou
(IRn,B(IRn)), as des variables aléatoires vetorielles (v.a.v.) ou veteurs aléatoires.

Comme ette tribu est engendrée par les produits d'intervalles, une appliation X : Ω → IR

n
est

un v.a.v si et seulement si X−1(
∏n

i=1[ai, bi]) ∈ T , pour tout ai < bi.

Dé�nition 4. Soit X : Ω → (E, E ) une v.a. On appelle loi de X (ou distribution, ou mesure image

de X) la probabilité sur (E, E ), notée PX , dé�nie par

PX(B) = P ({X ∈ B}) = P (X−1(B)), B ∈ E

On véri�e que PX ainsi dé�nie est e�etivement une probabilité (ar l'image inverse respete

unions et omplémentaires). Cela ramène l'étude des probabilités assoiées aux veteurs aléatoires à

l'étude de probabilités sur IR

n
puisqu'on veut des résultats ne dépendant pas de Ω mais seulement

de la loi PX .

Dé�nition 5 (Egalité en loi). Deux v.a. X et Y ayant même loi PX = PY sont dites équidistribuées

ou égales en loi ou identiquement distribuées, e que l'on peut noter X =L Y . Insistons sur le fait

que l'égalité en loi est distinte de l'égalité pontuelle.

Pour les veteurs aléatoires, on a la onséquene importante du lemme de lasse monotone (f.

Th de la mesure, utilisé dans l'uniité de la mesure de Lebesgue)

Proposition 2. Soient X, Y : Ω → IR

n
. Les propriétés suivantes sont équivalentes

1. X, Y sont égales en loi : PX = PY .

2. Pour tout h : IRn → IR, ontinue bornée,

∫
h(X)dP =

∫
h(Y )dP

3. Pour tout ouvert O de IR

n
, PX(O) = PY (O).

4. pour tout (x1, ..., xn) ∈ IR

n
:

PX(]−∞, x1]× ...×]−∞, xn]) = PY (]−∞, x1]× ...×]−∞, xn]).

La fontion FX(x1, ..., xn) = PX(] − ∞, x1] × ...×] − ∞, xn]) appelée fontion de répartition

aratérise don la loi.

Démonstration. Les produits d'intervalles ]−∞, x1]× ...×]−∞, xn] et les ouverts sont des familles

stables par intersetion �nie et engendrent la tribu des boréliens de IR

n
(ar par intersetion et

omplémentaire on obtient les boules arrées de la norme in�ni et que tout ouvert de IR

n
est union

dénombrable de telles boules, de entre un point de lQ

n
par densité de lQ

n
.) On applique don le lemme

de lasse monotone 1 pour obtenir les 2 dernières équivalenes. 1 implique 2 vient du th de transfert

plus bas omme l'équivalene de 2 ave : Pour tout h : IRd → IR,
∫
IR

d h(x)dPX(x) =
∫
IR

d h(x)dPY (x).

Pour montrer 3 à partir de 2 et onlure, il su�t de remarquer que hn(x) = max(1, nd(., Oc)) sont
des fontions ontinues bornées par 1 (ar la distane à un fermé x 7→ d(x,Oc) = inf{d(x, y), y ∈ Oc}
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est ontinue, f. MASS 31). Si x ∈ Oc
, hn(x) = 0 et sinon, hn est une suite roissante qui tend vers

hn(x) → 1O(x) (ar si x ∈ O, nd(., Oc) → ∞ don ≥ 1 pour n assez grand don hn(x) = 1 pour n
assez grand). Don par onvergene monotone,

∫
IR

d hn(x)dPX(x) → PX(O) d'où l'égalité du 3. par

elle du 2.

1.2 Théorème de transfert

Le premier théorème fondamental montrant que seule la loi PX d'une v.a. est importante et pas

la réalisation onrète sur Ω est la suivante :

Théorème 3 (Théorème de transfert). Soit X : (Ω, T , P ) → (E, E ) une v.a. et h : (E, E ) →
(IR,B(IR)) une fontion mesurable. Alors, si h est à valeur positive :

E(h(X)) =

∫

E

h(x)dPX(x).

De plus, si h n'est pas à valeur positive h(X) ∈ L1(Ω, P ) si et seulement si h ∈ L1(E, PX) et on
a enore E(h(X)) =

∫
h(x)dPX(x).

Autrement dit on ramène une intégrale sur Ω à une intégrale sur IR :

∫

Ω

h(X(ω))dP (ω) =

∫

IR

h(x)dPX(x).

Preuve : On proède omme pour la onstrution de l'intégrale. Si h = 1B ave B ∈ E , h ◦ X =
1X−1(B) et don E(h(X)) = P (X−1(B)) = PX(B) =

∫
h(x)dPX(x). Par linéarité on obtient le as de

h étagé. Si h positive, h est la limite roissante d'une suite de fontions étagées, par exemple :

hn(x) =

4n∑

k=0

k

2n
1[ k

2n
, k+1
2n

[(h(x)) =

4n∑

k=0

k

2n
1h−1([ k

2n
, k+1
2n

[)(x)

qui est étagée mesurable (ar h est mesurable). En e�et, voyons que hn(x) ≤ hn+1(x), si h(x) ∈
[ k
2n
, k+1

2n
[, soit h(x) ∈ [ 2k

2.2n
, 2k+1

2.2n
[ et alors hn(x) = hn+1(x), soit h(x) ∈ [2k+1

2.2n
, 2k+2

2.2n
[ et alors hn(x) =

k/2n ≤ hn+1(x) = (2k+1)/2n+1. Dans les as en dehors de es intervalles, hn(x) = 0 qui est forément

inférieur aux valeurs positives prises par hn+1. Comme hn(x) → h(x) par onstrution, on applique

le théorème de onvergene monotone aux deux mesures :

E(h(X)) = lim
n→∞

E(hn(X)) = lim
n→∞

∫
hn(x)dPX(x) =

∫
h(x)dPX(x).

Le dernier résultat du as intégrable est évident par le as positif pour l'équivalene et par linéarité

pour l'égalité.

Exemple 1. Loi de Y = 1
1+U

si U ∼ U ([0, 1]).

Remarquons que lorsque X et Y sont égales en loi, on voit que, pour toute fontion h, E[h(X)] =
E[h(Y )], pourvu que l'un des deux membres existe. En partiulier, X et Y ont mêmes paramètres

(moyenne, variane, fontion de répartition, fontions aratéristiques et).

Exemple 2. Cas disret, as ontinu.
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Proposition 4 (Lemme de Doob-Dynkin). Soit X une variable aléatoire, X : (Ω, T , P ) → (E, E ),
σ(X) = {A = X−1(B), B ∈ E } est une tribu (appelé tribu engendrée par X) et si Y : Ω → IR

n

v.a. est σ(X)-mesurable si et seulement si il existe h : (E, E ) → (IRn,B(IRn)) tel que Y = h(X).

De même, si X = (Xi)i∈I une famille de variables aléatoires, Xi : (Ω, T , P ) → (Ei, Ei), on note

σ(X) = σ(X−1
i (Bi), Bi ∈ Ei} somme tribu engendrée par les tribus σ(Xi).

Preuve : La ondition su�sante est évidente. Réiproquement, on raisonne omme pour le transfert

par le as étagé Y =
∑

i λi1Ai
et Ai = X−1(Bi) et alors h =

∑
λi1Bi

onvient. Sinon, si Y positive, on

la prend pour limite simple de Yn étagée de la forme hn(X) par le as étagé, et h(x) = lim infn→∞ hn(x)
onvient ar mesurable et ar Y (ω) = limn hn(X(ω)) = h(X(ω)) enX(ω) hn onverge d'après le hoix

de Yn.

1.3 Théorème d'injetivité de la transformée de Fourier

Dé�nition 6. La fontion aratéristique (f.. ou transformée de Fourier) du v.a. (X1, ..., Xn) : Ω →
IR

n
est dé�nie par

Φ(X1,...,Xn)(t1, ..., tn) = E[ei〈t,X〉],

pour tout t = (t1, ..., tn) ∈ IR

n
et en notant le produit salaire 〈t, X〉 :=∑n

i=1 tiXi.

La fontion ϕX aratérise la loi de X par le théorème d'injetivité de la transformée de Fourier/

théorème d'inversion de la transformée de Fourier i-dessous. On utilisera aussi plus tard au hapitre

2 la fontion aratéristique pour aratériser une notion de onvergene, au hapitre 3 pour l'intro-

dution des veteurs gaussiens qui seront la base du hapitre 5 sur le mouvement brownien. C'est

une notion FONDAMENTALE...

Lemme 5. Soit X ∼ N (m, σ2) de loi normale alors ΦX(t) = exp(− t2σ2

2
+ imt).

Preuve : On a vu une preuve à l'exerie 8 du TD 3 de MASS 31 utilisant que la partie imaginaire est

nulle par parité et le alul de la partie réelle en établissant une équation di�érentielle par intégration

dépendant d'un paramètre.

On donne ii une autre preuve par prolongement analytique. Par transfert, on doit montrer

∫
1

σ
√
2π
eixt−

(x−m)2

2σ2 = exp(− t2σ2

2
+ imt) en faisant le hangement de variables u = (x − m)/σ on se

ramène au as σ = 1, m = 0.
En prenant m = z dans le alul de la densité, on a pour z ∈ IR

∫ ∞

−∞
dx

1√
2π

e−
x2+z2−2xz

2 =

∫ ∞

−∞
dx

1√
2π

e−
(x−z)2

2 = 1.

Pour z ∈ lC, en appliquant le résultat préédent

∞∑

n=0

∫

IR

dx
1√
2π

|zx|n
n!

e−
x2

2 = lim
N→∞

∫

IR

dx
1√
2π

N∑

n=0

|zx|n
n!

e−
x2

2 ≤
∫

IR

dx
1√
2π

e−
x2

2
+|zx| ≤ exp(

|z|2
2

) < ∞

La première bornitude permet d'appliquer le TCD pour les séries (ou Fubini pour la mesure disrète)

et intervertir somme et série :

∞∑

n=0

zn
∫

IR

dx
1√
2π

xn

n!
e−

x2

2 =

∫

IR

dx
1√
2π

e−
x2

2
+zx
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la fontion de droite est don la somme d'une série entière exp( z
2

2
) pour z ∈ IR, don par identi�ation

des oe�ients, elle vaut ette valeur pour tout z ∈ lC, en partiulier pour z = it et on trouve le

résultat.

On démontrera le théorème suivant dans la prohaine setion puisque la preuve utilise des pro-

priétés générales de l'indépendane importante à noter pour elles-mêmes :

Théorème 6 (Théorème d'injetivité de la transformation de Fourier). Deux v.a. (X1, ..., Xn), (Y1, ..., Yn)
tels que

Φ(X1,...,Xn)(t) = Φ(Y1,...,Yn)(t)∀t ∈ IR

n

sont égales en loi, 'est à dire :

P(X1,...,Xn) = P(Y1,...,Yn).

De plus, si ΦX ∈ L1(IRn, Leb) alors P(X1,...,Xn) a une densité par rapport à la mesure de Lebesgue

donnée par (la transformée de Fourier inverse) qui est une fontion ontinue :

f(X1,...,Xn)(x) =
1

(2π)n

∫

IR

n
Φ(X1,...,Xn)(t)exp(−i〈x, t〉)dt.

Proposition 7 (Caratérisations de l'indépendane). Soient (X1, ..., Xn) des v.a. réelles. On a équi-

valene des assertions :

1. X1, .., Xn sont indépendantes.

2. ∀a1 ∈ IR, ..., ∀an ∈ IR

P (X1 ≤ a1, ..., Xn ≤ an) =
n∏

i=1

P (Xi ≤ ai)

3. ∀(t1, ..., tn) ∈ IR

n

Φ(X1,...,Xn)(t1, ..., tn) =

n∏

i=1

ΦXi
(ti).

Preuve : (i) implique (ii) ou (iii) est évident par le théorème de la loi produit et sa onséquene.

(ii) implique (i) vient de la aratérisation de la loi par les fontions de répartition (Prop 2). (iii)

implique (i) vient de même en utilisant l'injetivité de la transformée de Fourier.

1.4 Sommes de variables aléatoires indépendantes (Rappels)

Vous avez probablement vu en TD de théorie de la mesure la dé�nition de la onvolution que l'on

rappelle ii et relie aux sommes de variables aléatoires indépendantes.

Dé�nition 7 (Convolution). Soit µ une mesure de Proba sur S ⊂ IR

d
et f : IR → IR une fontion

mesurable telle que pour tout x ∈ S, y 7→ f(x− y) est dans L1(IRd, µ), la onvolution de f et µ est

la fontion f ∗ µ dé�nie par :

(f ∗ µ)(x) =
∫

IR

d
f(x− y)dµ(y).

Si µ est absolument ontinue par rapport à la mesure de Lebesgue de densité g, on note aussi f ∗ g.

Proposition 8. Soient X, Y : Ω → IR

d
des v.a. indépendantes :
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1. ∀t ∈ IR

d,ΦX+Y (t) = ΦX(t)ΦY (t)

2. Si Xi, Yi sont dans L
2(Ω), Cov(Xi + Yi, Xj + Yj) = Cov(Xi, Xj) + Cov(Yi, Yj).

3. Si PX(dx) = f(x)dx, PY (dx) = g(y)dy alors PX+Y est absolument ontinue par rapport à

Lebesgue (sur IR

d
) de densité f ∗ g dé�nie Lebesgue p.p. :

PX+Y (dz) = (f ∗ g)(z)dz.

4. Si seulement X est de loi absolument ontinue mais de densité ontinue bornée f , alors quel
que soit Y, PX+Y est absolument ontinue par rapport à Lebesgue (sur IR

d
) de densité f ∗ PY

(dé�nie partout). De plus, pour tout h ontinue bornée :

E((h ∗ f)(Y )) = E(h(X + Y )).

Preuve : 1. On a ΦX+Y (t) = E[eit(X+Y )] = E[eitXeitY ] = E[eitX ]E[eitY ] = ΦX(t)ΦY (t) l'avant

dernière égalité par indépendane ar f(x) = eitx est bornée don intégrable (par rapport à une

probabilité).

2. En général par bilinéarité Cov(Xi + Yi, Xj + Yj) = Cov(Xi, Xj) +Cov(Yi, Yj) +Cov(Yi, Xj) +
Cov(Yi, Xj), mais ii par indépendane les deux derniers termes sont nuls.

3.Il faut d'abord véri�er que f ∗ g est bien dé�nie. Par Fubini-Tonelli vu le aratère positif :

∫

IR

n
dx

∫

IR

n
dyf(x− y)g(y) =

∫

IR

n
dy(

∫

IR

n
dxf(x− y))g(y) =

∫

IR

n
dyg(y) = 1

don

∫
IR

n dyf(x− y)g(y) existe et est �ni p.p.
En prenant h mesurable positive et en appliquant le transfert, on obtient par hangement de

variables z = x+ y dans l'intégrale sur y obtenue par Fubini :

E(h(X +Y )) =

∫

IR

2d
h(x+ y)f(x)dxPY (dy) =

∫

IR

2d
h(z)f(z− y)dzPY (dy) =

∫

IR

d
h(z)(f ∗PY )(z)dz

e qui donne le alul de densité (égalité de la loi ave seulement le as h = 1B). Dans le as de 4.

on raisonne pareil sauf que f ontinue bornée donne x 7→ f(x− y) intégrable par rapport à la proba

PY diretement. L'appliation de Fubini vient de

∫
IR

2d |h(z)f(z − y)|dzPY (dy) ≤ ||h||∞. L'égalité

intermédiaire donne aussi E(h(X + Y )) =
∫
IR

d(h ∗ f)(y)PY (dy) = E((h ∗ f)(Y )) par transfert.

1.5 Preuve [Faultative℄ du Thm d'injetivité de la transformée de Fourier

On va utiliser les lois gaussiennes pour se ramener au as ave densité tout en exploitant leurs

propriétés de stabilité par ette transformée.

Lemme 9. Soit gσ la densité sur IR

n
d'un n-uplet de variable gaussienne i.i.d. N (0, σ2). Pour tout

h : IRn → IR ontinue bornée, (h ∗ gσ)(x) →σ→0 h(x). On a même onvergene uniforme sur tout

ompat.

En terme de onvergene en loi, ela signi�era au hapitre 2 que si (X1(σ), ..., Xn(σ)) sont les

variables de densités gσ, alors x+ (X1(σ), ..., Xn(σ)) →σ→0 x en loi en utilisant la proposition 8.(4)

au as Y = x.
Preuve : Par transfert et hangement de variables

(h ∗ gσ)(x)− h(x) =

∫

IR

d
(h(x− σz)− h(x))g1(z)dz.
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En prenant, en prenant le supremum sur un ompat K :

sup
x∈K

|(h ∗ gσ)(x)− h(x)| ≤
∫

IR

d
sup
x∈K

|(h(x− σz)− h(x))|g1(z)dz

la limite vient de la onvergene dominée par une onstante 2||h||∞ puisque une onstante est inté-

grable par rapport à une probabilité omme g1(z)dz, et la limite pontuelle en z vient de la ontinuité
de h qui est don uniformément ontinue sur K +B(0, |z|) et don pour |σ| < 1, x− σz, x sont dans

e ompat de distane σ|z| tendant vers 0. Si h est uniformément ontinue sur IR

d
on a même

onvergene uniforme sur IR

d
.

Preuve du Thm 6 : Pour montrer l'injetivité, par le lemme 2, il su�t de montrer que l'égalité

des transformée de Fourier implique égalité de E(h(X)) pour tout h ontinue bornée.

Or par le lemme préédent, (h ∗ gσ)(x) → h(x) tout en étant borné par ||h||∞ don par TCD :

E(h(X)) = lim
σ→0

E((h ∗ gσ)(X)) = lim
σ→0

E(h(X + Yσ))

la dernière égalité ave Yσ de densité gσ et indépendant de X par la proposition 8 (4) puisque la

densité gσ est ontinue bornée. Or la transformée de Fourier de X + Yσ est ΦX+Yσ(t) = ΦX(t)ΦYσ(t)
par la proposition 8 (2) et don

ΦX+Yσ(t) = ΦX(t)exp(−
||t||22σ2

2
)

par le alul du lemme 5. Comme ei est intégrable, on s'attend à avoir la formule d'inversion de

Fourier de la deuxième partie qui va donner E(h(X+Yσ)) en fontion de ΦX+Yσ(t), nous allons don
la montrer à la main dans e as pour onlure la preuve.

Or en interprétant la densité omme une variante de la transformée de Fourier dans le as gaus-

sien :

(gσ∗PX)(x) =

∫

IR

d

1

σd(2π)d/2
exp(−||x− y||22

2σ2
)PX(dy) =

∫

IR

2d
PX(dy)dv

1

σd(2π)d
exp(−||v||2

2
+i〈y − x

σ
, v〉))

soit par le hangement de variables u = v/σ de jaobien σ−d
on obtient

E(h(X + Yσ)) =

∫

IR

d
dxh(x)(gσ ∗ PX)(x) =

∫

IR

3d
dxPX(dy)dvh(x)

1

(2π)d
exp(−σ2||v||2

2
+ i〈y − x, v〉))

soit en appliquant Fubini sur les intégrales en y, v

E(h(X+Yσ)) =

∫

IR

2d
dxdv

h(x)

(2π)d
exp(−σ2||v||2

2
−i〈x, v〉))ΦX(v) =

∫

IR

2d
dxdv

h(x)

(2π)d
exp(−i〈x, v〉))ΦX+Yσ(v)

qui est la formule souhaitée qui ne dépend bien que de la transformée de Fourier ΦX et onlut

l'injetivité.

Maintenant si ΦX est intégrable |h(x)ΦX+Yσ(v)| ≤ h(x)|ΦX(v)| est une domination (si h est à

support ompate) et puisque ΦX+Yσ(v) →σ→0 ΦX(v) par les formules préédentes, on obtient par le

TCD la formule souhaitée pour la densité à la limite. La ontinuité de la densité vient du Théorème

de ontinuité des intégrales à paramètres. On remarque qu'en utilisant E(h(X))) =
∫
IR

d dxh(x)fX(x)

pour tout h positive ontinue à support ompat, on déduit fX positive (sinon par ontinuité elle

est négative sur un ouvert dans lequel on peut prendre le support de h pour ontredire positivité de

l'intégrale) et par onvergene monotone et faisant tendre h → 1, on déduit fX intégrable et densité

de proba. D'où on peut utiliser E(h(X))) =
∫
IR

d dxh(x)fX(x) (maintenant valable pour h ontinue

bornée ar fX peut servir de domination) pour identi�er PX(dx) = fX(x)dx en utilisant le lemme 2.
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2 Convergene en loi, Théorème de Paul Lévy

On note Cb(IR
d) l'espae de Banah (e.v.n omplet) des fontions ontinues bornées sur IR

d
muni

de la norme de la onvergene uniforme : ||φ|| = sup
x∈IRd |φ(x)|.

Dé�nition 8. Soit Yn : Ωn → IR

d
une suite de variables aléatoires et µ une probabilité sur IR

d
. On

dit que Yn onverge en loi vers µ, notée Yn
L→n→∞ µ, si

∀ϕ ∈ Cb(IR
d), E[ϕ(Yn)] →n→∞

∫

IR

d
ϕ(x)dµ(x).

Si de plus Y : Ω → IR

d
une autre v.a., Yn onverge en loi vers Y , notée Yn

L→n→∞ Y, si Yn onverge

en loi vers PY .

La onvergene en loi ne dépend que des lois de Yn et 'est pour ela que les espaes probabilisésΩn

n'ont pas besoin d'êtres égaux. On relie d'abord la onvergene en loi ave la onvergene la plus faible

déjà renontrée, la onvergene en probabilité : On herhe ensuite des dé�nitions équivalentes. On

note Cc(IR
d) les fontions ontinues à support ompat ('est à dire nulles en dehors d'un ompat).

Proposition 10. 1. Soit Xn : Ωn → IR

d
une suite de variables aléatoires et µ une probabilité

sur IR

d
. Alors Xn

L→n→∞ µ, si et seulement si

∀ϕ ∈ Cc(IR
d), E[ϕ(Xn)] →n→∞

∫

IR

d
ϕ(x)dµ(x).

2. (as des v.a. entières) Si Yn : Ωn → ZZ

d = S et µ une probabilité sur ZZ

d
alors Yn

L→n→∞ µ, si
et seulement si

∀x ∈ ZZ

d, P (Yn = x) →n→∞ µ({x}).

Exemple 3. Limite en loi de Xn de loi binomiale B(n, p = λ
n
).

Preuve : 1. L'impliation direte est évidente puisque Cc(IR
d) ⊂ Cb(IR

d). Pour la réiproque, on

prend hn ∈ Cc(IR
d) suite roissante à valeur [0, 1] tendant vers 1 (par exemple hn(x) = max(1 −

d(x,B(0, n)), 0) qui vaut 1 sur la bouleB(0, n).) omme hmφ est à support ompatE((hmφ)(Xn) →n→∞∫
IR

d ϕ(x)hm(x)dµ(x).
Or par positivité de 1− hm :

|E((1− hm)(Xn)ϕ(Xn))| ≤ ||ϕ||E((1− hm)(Xn))

et de même

|
∫
(1− hm)ϕdµ| ≤ ||ϕ||

∫
(1− hm)dµ.

Comme d'habitude, on utilise l'inégalité triangulaire :

∣∣∣∣E[ϕ(Xn)]−
∫

IR

d
ϕ(x)dµ(x)

∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣E[(hmϕ)(Xn)]−

∫

IR

d
hmϕ(x)dµ(x)

∣∣∣∣

+ |E((1− hm)(Xn)ϕ(Xn))|+ |
∫
(1− hm)ϕdµ|

8



don omme le premier terme tend vers 0, en utilisant la sous additivité de la lim sup et les deux

bornes préédentes pour les 2 derniers termes, on a :

lim sup
n→∞

∣∣∣∣E[ϕ(Xn)]−
∫

IR

d
ϕ(x)dµ(x)

∣∣∣∣ ≤ lim sup
n→∞

||ϕ||
(
E((1− hm)(Xn)) +

∫
(1− hm)dµ

)
.

L'utilisation de la limsup permet la onvergene de Xn de nouveau sur la borne ar (E((1 −
hm)(Xn)) = 1− E(hm(Xn)) → 1−

∫
hmdµ =

∫
(1− hm)dµ. Don

lim sup
n→∞

∣∣∣∣E[ϕ(Xn)]−
∫

IR

d
ϕ(x)dµ(x)

∣∣∣∣ ≤ 2||ϕ||
∫
(1− hm)dµ →m→∞ 0,

et la dernière onvergene par onvergene monotone est fait alors que le premier terme ne dépend

pas de m et le seond pas de n.
Pour 2. P (Yn = x) = E[1{x}(Yn)] = E(hǫ(Yn)) pour une fontion hǫ ontinue égale à 1 sur x et 0

en dehors de B(x, ǫ) don 0 sur les autres points de ZZ

d
si ǫ ≤ 1/2). Don pour l'impliation direte

P (Yn = x) → µ(hǫ) →ǫ→0 µ({x}) ar en faisant tendre ǫ → 0, par onvergene monotone on obtient

la limite souhaitée. Pour la réiproque Il su�t de noter pour h a support ompate E(h(Yn)) =∑
x∈ZZd

,h(x)6=0
h(x)P (Yn = x) qui omme la somme est �nie tend vers

∑
x∈ZZd

,h(x)6=0
h(x)µ({x}). Cei

montre que Yn onverge en loi vers

∑
x∈ZZd µ({x})δx = µ ar µ est une probabilité sur ZZ

d. (si on ne

savait pas ela, on ne pourrait exlure une perte de masse)

Le résultat prinipal est la aratérisation en terme de fontions aratéristiques :

Théorème 11 (Lévy). Soit Yn : Ωn → IR

d
une suite de variables aléatoires et Y : Ω → IR

d
une

autre v.a., alors Yn onverge en loi vers Y si et seulement si :

∀t ∈ IR

d,ΦYn(t) →n→∞ ΦY (t).

Exemple 4. (Xi) i.i.d N (0, 1) limite en loi de

1
n5/2

∑n
k=1 k

2Xk.

Exemple 5. Soit (Xn) i.i.d de loi de bernoulli B(1/2). Mq

∑n
k=1

1
2k
Xk

L→n→∞ U ([0, 1]).

Remarque 1. Comme la onvergene est partout absolue, la limite U redonne Xk = Ent(2kU) −
2Ent(2k−1U) sont indépendants pour U uniforme. La mesure de Lebesgue donne don une suite

de v.a. de Bernoulli indépendante. et on onstruit à partir de là n'importe quelle suite de v.a.

indépendantes.

Démonstration. Comme x → eitx est une fontion ontinue bornée, l'impliation suit diretement de

la dé�nition. Réiproquement, soit h ∈ Cc(IR
d), on a vu dans la preuve du théorème d'injetivité de

la transformée de Fourier que

E((h ∗ gσ)(X)) =

∫

IR

2d
dxdv

h(x)

(2π)d
exp(−σ2||v||2

2
− i〈x, v〉))ΦY (v)

et de même pour Yn omme h est à support ompate h(x)exp(−σ2 ||v||2
2

) est intégrable par rapport à
la mesure de Lebesgue et donne une domination (vu |ΦYn(v)| ≤ 1). Or par hypothèse ΦYn(v) → ΦY (v)
don la onvergene dominée :

E((h ∗ gσ)(Yn)) → E((h ∗ gσ)(Y )).

9



Or, d'après la preuve du lemma 9, (h ∗ gσ) onverge uniformément vers h ar h est uniformément

ontinue (ar à support ompat et par le Théorème de Heine) don pour ǫ �xé on a ||(h∗gσ)−h|| ≤ ǫ
D'où lim supn→∞ |E(h(Yn)) − E(h(Y ))| ≤ 2ǫ + lim supn→∞ |E((h ∗ gσ)(Yn)) − E((h ∗ gσ)(Y ))| =

2ǫ →ǫ→0 0. Don E(h(Yn)) → E(h(Y )) pour tout h ontinue à support ompat et, par la proposition

préédente, alors Yn onverge en loi vers Y .

2.1 Version forte du Théorème de Paul Lévy [Preuve faultative℄

Dans la version forte, on n'a pas besoin de supposer que la limite des fontions aratéristiques est

une fontion aratéristique, on obtient e résultat. On a aussi le résultat utile pour les transformées

de Laplae.

Théorème 12 (Lévy). 1. Soit Yn : Ωn → IR

d
une suite de veteurs aléatoires, on suppose que

∀t ∈ IR

d,ΦYn(t) →n→∞ ϕ(t)

et que sa limite ϕ est ontinue en t = 0.

Alors, Yn onverge en loi vers une probabilité µ sur B(IRd) et ϕ(t) =
∫
IR

d ei〈x,t〉dµ(x).

2. Soit Yn : Ωn → IR+ une suite de variables aléatoires positives, on suppose que la transformée

de Laplae LYn(t) = E[exp(−Ynt)] onverge :

∀t ∈ IR+,LYn(t) →n→∞ h(t)

et que sa limite h est ontinue en t = 0.

Alors, Yn onverge en loi vers une probabilité µ sur B([0,∞[) dont la transformée de Laplae

est h(t) =
∫∞
0

e−txdµ(x).

Exemple 6. Si Yn ∼ N (0, n), ΦYn(t) → 1{0}(t) mais Yn ne onverge pas en loi,

Yn

1+|Yn|
L→k→∞

δ1+δ−1

2

(Yn perd don moitié de sa masse en +∞, moitié de sa masse en −∞, )

La preuve est assez tehnique et don FACULTATIVE (la suite de ette setion, dé�nitions

omprises est don faultative). L'idée est en 2 étapes, de montrer que la ondition de ontinuité

implique qu'auune masse ne peut s'éhapper vers l'in�ni. On rend ei préis ave la notion de

tension (suite tendue). Ensuite, on voit omment la tension implique une notion de ompaité pour

la onvergene faible et on onlut.

Dé�nition 9. Une suite Xn : Ω → IR

d
de veteurs aléatoires est tendue si pour tout ǫ > 0 il existe

K ompat tel que, pour tout n : P (Xn ∈ K) ≥ 1− ǫ.

Lemme 13. Pour toute v.a. X : Ω → IR, resp. tout v.a. positive Y : Ω → IR+,

P (|X| ≥ 2

u
) ≤ 1

u

∫ u

−u

(1− ReΦX(t))dt, P (Y ≥ 1

u
) ≤ e

u

∫ u

0

(1− LY (t))dt.

En onséquene, si une suite satisfait l'hypothèse du Thm 12.1 ou 2., elle est tendue.

Preuve : Un alul donne

∫ u

−u
du(1− eitx)dt = 2u− 2 sin(ux)

x
don en utilisant Fubini (et introduisant

la partie réelle sans risque puisque l'expression est déjà réelle) :

1

u

∫ u

−u

du(1−ReΦX(t))dt ≥ 2

∫

IR

(
1− sin(ux)

ux

)
dPX(x) ≥ 2

∫

|x|u≥2

(
1− sin(ux)

ux

)
dPX(x) ≥ P (|X| ≥ 2

u
)
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ar 1 − sin(ux)
ux

≥ 1/2 si |x|u ≥ 2 et est toujours positif. Pour l'appliation aux oordonnées de

la suite Yn, on obtient pour u = 2/M :lim supn→∞ P (|(Yn)i| ≥ M) ≤ lim supn→∞
M
2

∫ 2/M

−2/M
(1 −

ReΦYn(0, ..., ti, 0, ..., 0))dti =
M
2

∫ 2/M

−2/M
(1−Reϕ(0, ..., ti, 0, ..., 0))dti, en utilisant le théorème de onver-

gene dominée (par une onstante) pour le alul de la limite. Pour ǫ �xé dans la dé�nition de la

tension, on trouve, M tel que pour tout i, l'intégrande (don l'intégrale) est uniformément bornée par

ǫ/2d, don par dé�nition de la limsup, on trouve k tel que ∀n ≥ k, P (∃i, |(Yn)i| ≥ M)) ≤ d(ǫ/d) = ǫ.
En hoisissant M plus grand on réalise de même pour le nombre �ni des premières oordonnées

(un nombre �ni de v.a. est toujours tendue dans IR

d
par onvergene dominée P (∃i, |(Yn)i| ≥

M))) →M→∞ 0). On onlut vu que la boule de rayon M pour la norme in�ni est ompate.

Dans le as positif,

1
u

∫ u

0
du(1− e−tx)dt = e−ux−1+ux

ux
≥ e−11ux≥1 (par un tableau de variation) et

le raisonnement est le même.

Le résultat lé qui donne de la ompaité est le suivant (voir Barbe Ledoux p 128 pour une

preuve). Il est surtout basé sur un résultat d'analyse fontionnelle : le Théorème de Banah-Alaoglu

sur la ompaité dans les espaes duaux (dont on verra un as partiulier pour les espaes Lp
dans

la setion 1.3 du hapitre 5, elle-même faultative).

Théorème 14 (Prokhorov). Soit Xn : Ω → IR

d
une suite tendue de veteurs aléatoires. Alors il

existe une sous-suite Xnk
et une mesure de probabilité µ telle que Xnk

L→k→∞ µ.

Preuve du Thm 12 : 1. Par le théorème et le lemme, toute sous-suite de Yn a une sous-suite

onvergeant en loi vers une mesure de proba. Par le sens simple de l'impliation du premier Thm

de Lévy, sa transformée de Fourier est ϕ. Don on a maintenant l'hypothèse du sens di�ile de e

premier théorème pour onlure la onvergene en loi vers ette proba µ de transformée de Fourier

ϕ.
2. On montre de même la tension par le lemme, on en déduit que toute sous-suite de Yn a une

sous-suite onvergeant en loi vers une mesure de proba µ. Par la réiproque simple, la transformée de

Laplae de ette proba est h. Don toutes les sous-suites ont la même limite en loi (on utilise théorème

d'inversion pour la transfo de Laplae, f TD 2 pour dédution à partir de Fourier). Prenons f ontinue

bornée E(f(Yn)) a une sous-suite onvergente par ompaité dans IR, et toutes es sous-sous-suite

onvergent vers la même limite

∫
fdµ, on en déduit aisément par l'absurde que la suite de départ

doit onverger vers ette limite (sans quoi on onstruit une sous-suite loin de ette limite qui n'a

don pas de sous-sous-suite onvergeant vers ette limite.) Cette onvergene donne la onvergene

en loi.

2.2 Suppléments sur la onvergene en loi.

On a aussi les aratérisations équivalentes suivantes (admises) de la onvergene en loi.

Théorème 15. 1. Soit Yn : Ωn → IR une suite de variables aléatoires et µ une probabilité. Yn

onverge en loi vers µ si et seulement si pour tout

∀x ∈ IR, µ({x}) = 0 ⇒ lim
n→∞

P (Yn ≤ x) = µ(]−∞, x]).

2. (Lemme de Skohokhod)[faultatif ℄ Soient Yn : Ωn → IR

d
une suite de veteurs aléatoires et Y

un veteur aléatoire, Yn
L→n→∞ Y si et seulement si il existe un espae probabilisé (Ω, T , P ),

Xn, X : Ω → IR

d
tels que PXn = PYn, PX = PY et Xn

p.s.→n→∞ X.
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Dans le premier énoné, il est important que l'on ne onsidère les limites que pour les points tels

que µ({x}) = 0.

Exemple 7. Par exemple, Soit PYn = N (0, 1/n), on a vu que Yn
L→n→∞ δ0. Mais P (Yn ≤ 0) = 1/2

par symétrie qui ne onverge pas vers δ0(]−∞, 0]) = 1 ar 0 est un point tel que δ0({0}) = 1 6= 0.

Exemple 8. xn → x si et seulement si xn
L→n→∞ δx (moins évident ave Fourier...)

Idées de Preuve : 1. On peut prendre Y de loi µ. Pour l'impliation direte, on prend fm(x) = 1
si x ≤ y − 1/m, 0 si x ≥ y ontinue linéaire entre les deux. de même gm(x) = 1 si x ≤ y, 0 si

x ≥ y + 1/m ontinue linéaire entre les deux. on a E(fm(Yn)) → E(fm(Y )) E(gm(Yn)) → E(gm(Y )).
Puis on utilise le bon omportement de la limsup et liminf ave les inégalités et fm ≤ 1]−∞,y] ≤ gm

d'où

lim sup
n→∞

P (Yn ≤ y) ≤ lim sup
n→∞

E(gm(Yn)) = E(gm(Y )) →m→∞ P (Y ≤ y)

lim inf
n→∞

P (Yn ≤ y) ≥ lim inf
n→∞

E(fm(Yn)) = E(fm(Y )) →m→∞ P (Y < y)

les limites en m par onvergene monotone ou dominée (par une onstante). Les deux limites sont

égales si P (Y = y) = µ({y}) = 0.
Pour la réiproque, on utilise que 2 n'utilise que ette onséquene, et on utilise que onvergene

p.s. implique onvergene en loi.

Pour 2, d = 1 on utilise un modèle anonique onret (sur [0,1℄) utilisant l'inverse de la fontion

de répartition.

3 Une appliation : le théorème entral limite

Pour le as vetoriel du théorème entral limite, on a besoin de la dé�nition d'un veteur gaussien

que l'on étudiera plus au prohain hapitre. PourX = (X1, ..., Xd) veteur de variable dans L
2(Ω) (i.e.

E(X2
i ) < ∞) on note Cov(X) la matrie de ovariane (Cov(X))i,j = Cov(Xi, Xj) = E(XiXj) −

E(Xi)E(Xj). On rappelle qu'une matrie symétrique réelle est positive si es valeurs propres sont

toutes positives. Il est faile de voir que les ovarianes sont des matries positives. On note aussi

E(X) = (E(X1), ...,E(Xd)) le veteur des moyennes.

Dé�nition 10. Soit C ∈ Md(IR) une matrie symétrique positive. Un veteur aléatoire Xi : Ω → IR

d

ave Xi ∈ L2
est appelé veteur gaussien entré de ovariane C, dite loi N (0, C), si

∀t ∈ IR

d,ΦX(t) = E[ei〈t,X〉] = exp(−〈t, Ct〉
2

).

On rappelle que 〈t, s〉 =
∑

i tisi est le produit salaire et don que 〈t, Ct〉 =
∑

ij tiCijtj. On
remarquera que ela oïnide ave la loi normale usuelle dans le as d = 1.

On verra l'existene des veteurs gaussiens au prohain hapitre et une onstrution simple. Sinon,

l'appliation du théorème de Levy fort dans le théorème i-dessous donnera aussi l'existene dès que

C sera la matrie de ovariane d'une loi de probabilité. (Et on verra enore au prohain hapitre

que toute matrie réelle symétrique positive peut être obtenue). L'utilisation du théorème de Paul

Lévy va être basée sur un développement limité des fontions aratéristiques.

Lemme 16. Soit un veteur aléatoire X : Ω → IR

d
ave Xi ∈ L2. Alors ΦX est de lasse C2

et son

développement de Taylor en 0 est :

ΦX(t) = 1 + i

d∑

j=1

tjE[Xj ]−
1

2

d∑

k,j=1

tktjE[XkXj] + o(||t||2).
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Preuve : ϕ : (t, ω) → eit〈t,X(ω)〉
est intégrable en ω et C∞

en t, et es deux premières dérivées sont :

∂ϕ

∂tj
= iXje

it〈t,X(ω)〉,
∂2ϕ

∂tk∂tj
= −XkXje

it〈t,X(ω)〉,

qui sont dominés par

|∂ϕ
∂tj

| ≤ |Xj|, |
∂2ϕ

∂tk∂tj
| ≤ |XkXj |

qui sont intégrables ar Xi ∈ L2
et en partiulier par Cauhy-Shwartz, E[|XjXk|] ≤ ||Xj||2||Xk||2.

Don d'après le théorème de dérivation ave ondition de domination ΦX(t) =
∫
ϕ(t, ω)dP (ω) est C2

et es dérivées sont :

∂ΦX

∂tj
(t) = E[iXje

it〈t,X〉],
∂2ΦX

∂tk∂tj
(t) = −E(XkXje

it〈t,X〉).

L'énoné vient don de la formule de Taylor-Young en 0.

Théorème 17. Soit (Xn) une suite de veteurs aléatoires X : Ω → IR

d
indépendants de même loi

et dans L2. Alors
(X1 + ... +Xn − nE[X1])√

n

L→n→∞ N (0,Cov(X1)).

Preuve : En remplaçant Xi par Xi −E[Xi] on peut supposer et on suppose E[X1] = 0. On alule

la fontion aratéristique en utilisant d'abord l'indépendane (f lemme 8) puis le fait que les Xi

ont même loi.

ΦX1+...+Xn√
n

(t) = E

[
exp(i〈t, X1 + ... +Xn√

n
〉)
]
=

n∏

j=1

E

[
exp(i〈t, Xj√

n
〉)
]
=

(
ΦX1(

t√
n
)

)n

.

En utilisant le dL du lemme préédent, on obtient une suite (omplexe) ǫn → 0 telle que

ΦX1(
t√
n
) =

(
1− 〈t,Cov(X1)t〉

2n
+

ǫn
n

)
=

(
1− 〈t,Cov(X1)t〉

2n

)
(1 +

ǫn
n

(
1− 〈t,Cov(X1)t〉

2n

)−1

).

Si on pose ηn = ǫn

(
1− 〈t,Cov(X1)t〉

2n

)−1

→ 0, véri�ons que (1 + ηn
n
)n → 1 (e qui est bien onnu

pour le as réel en utilisant le log mais peut être moins dans le as ηn omplexe.)= On utilise la

formule du bin�me :

|(1 + ηn
n
)n − 1| ≤

n∑

k=1

Ck
n

|ηkn|
nk

= |(1 + |ηn|
n

)n − 1| ≤ |ηn|(1 +
|ηn|
n

)n−1 → 0,

la deuxième inégalité venant du théorème des aroissement �ni pour x > 1,

|f(x)− f(1)| = |(1 + x)n − 1| ≤ |x− 1| sup f ′(x) = |x− 1|n(1 + x)n−1.

En onlusion

ΦX1+...+Xn√
n

(t) ∼n→∞

(
1− 〈t,Cov(X1)t〉

2n

)n

= exp[n ln

(
1− 〈t,Cov(X1)t〉

2n

)
] →n→∞ exp(−〈t,Cov(X1)t〉

2
).

Comme la limite est la fontion aratéristique de la loi gaussienne entrée de ovariane Cov(X1)
le théorème de Paul Lévy onlut.

Exemple 9. Mq un = e−n
∑n

k=0
nk

k!
→ 1/2.
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Chapitre 2

Veteurs Gaussiens.

1 Dé�nition générale et transformée de Fourier

Dé�nition 11. Un veteur aléatoire X : Ω → IR

d
est un veteur gaussien si toute ombinaison

linéaire

∑d
i=1 λiXi ave λi ∈ IR est de loi normale sur IR.

(néessairement N (
∑d

i=1 λiE(Xi),
∑d

i,j=1 λiλjCov(Xi, Xj)).)

Théorème 18. Un veteur aléatoire X : Ω → IR

d
est un veteur gaussien si et seulement si sa

fontion aratéristique est

ΦX(t) = exp(i〈m, t〉 − 1

2
〈t, Ct〉)

et alors m = E(X), C = Cov(X). Dans e as on note X ∼ N (m,C)

La notation et la dé�nition sont don ohérentes ave la dé�nition 10 d'un veteur gaussien entré

intervenant dans le TCL.

Preuve : Par dé�nition ΦX(t) = E[ei〈X,t〉] = Φ〈X,t〉(1) or par le lemme 5 (et injetivité de la

transformée de Fourier), 〈X, t〉 =∑n
i=1 tiXi est de loi N (

∑d
i=1 tiE(Xi),

∑d
i,j=1 titjCov(Xi, Xj)) si et

seulement si sa transformée de Fourier est Φ〈X,t〉(l) = exp(i〈m, lt〉 − l2

2
〈t, Ct〉) soit la valeur dans la

aratérisation.

Corollaire 19. Deux veteurs gaussiens ont la même loi si et seulement si ils ont même espérane

et même matrie de ovariane.

Corollaire 20. Si un veteur aléatoire X : Ω → IR

d
est gaussien, alors pour toute appliation linéaire

A : IRd → IR

m
et tout veteur n ∈ IR

m
, Y = n + A(X) : Ω → IR

m
est un veteur gaussien. Plus

préisément, si X ∼ N (m,C) alors Y ∼ N (n+ A(m), ACAT ).

On rappelle que (AT )ij = Aji désigne la transposée de A.

Preuve : Pour tout λ1, ..., λm,
∑m

i=1 λiYi =
∑m

i=1 λimi +
∑m

i=1

∑d
j=1 λiAijXj = c+

∑d
j=1 µjXj . ave

µj =
∑m

i=1 λiAij 'est don la translaté d'une v.a. gaussienne don une v.a. gaussienne de IR. Comme

les λi sont arbitraires, Y est gaussien. Il ne reste qu'à aluler son espérane et sa variane. Par

linéarité E(Y ) = n+ AE(X) et par bilinéarité pour la ovariane

Cov(Yi, Yj) =
m∑

i=1

m∑

j=1

AikCov(Xk, Xl)Ajl = (ACAT )ij
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Exemple 10. Soit (X1, X2, X3) un veteur gaussien de loi N (m,Γ) ave m = (4, 1, 0) et Γ =


1 1 1
1 3 2
1 2 3



. Loi de Y = (X2, 3X3 − 2X2) ?

Exemple 11. Soit (X1, X2, X3, Y1, Y2, Y3) de loiN (0, I6) quelle est la loi de Z = (
∑3

i=1 XiYi√∑3
i=1 Y

2
i

, Y1, Y2, Y3) ?

(attention la transformation n'est PAS linéaire et on ne peut pas appliquer le résultat préédent.)

Montrer que Z ∼ N (0, I4).

Exemple 12. (f TD) si (X, Y ) ∼ N (0, I2) , PX/Y (dz) =
1

π(1+z2)
dz est la loi de Cauhy.

On va donner une onstrution anonique d'un veteur N (m,C) en utilisant la forme du orollaire

préédent.

2 Constrution et simulation.

On appelle variable gaussienne standard notée γd une variable N (0, Id) sur IR

d. On rappelle

que pour une matrie positive C = ODOT
dont on a une diagonalisation (D = diag(λ1, ..., λd)

diagonale à oe�ient positif, O orthogonale) la raine arrée de C est

√
C = O

√
DOT

ave D =
diag(

√
λ1, ...,

√
λd). On a don

√
C

Théorème 21. Si X = (X1, ..., Xd) variable gaussienne standard γd, m ∈ IR

d
et C ∈ Md(IR) une

matrie positive. Soit B =
√
C la raine arrée de C. Alors Y = m+BX est un veteur gaussien de

loi N (m,C).

Cela donne une onstrution d'un veteur Y ∼ N (m,C). La preuve est une appliation direte

du dernier orollaire.

Pour simuler un veteur gaussien N (m,C), il su�t don de savoir simuler un veteur gaussien

standard X et de onsidérer Y = m+
√
CX . On peut soit onstruire

√
C par diagonalisation omme

i-dessus. Il existe ependant une méthode plus e�ae de onstrution de veteur gaussiens basé

sur le résultat suivant.

Proposition 22 (Déomposition de Cholesky). Soit C une matrie symétrique positive, il existe

une matrie réelle triangulaire inférieure L tel que C = LLT
. En onséquene, si X = (X1, ..., Xd)

variable gaussienne standard γd, m ∈ IR

d Y = m+ LX est un veteur gaussien de loi N (m,C).

Démonstration. On suppose d'abord que C est inversible. La relation LLT = C est équivalent au

système d'équation : Ci,j =
∑min(i,j)

k=1 LikLj,k qu'il su�t de véri�er pour i ≤ j puisque C est symétrique,

e qui donne :

Li,iLj,i = Ci,j −
i−1∑

k=1

LikLj,k

e qui se résout par réurrene sur i en obtenant à haque étape Lmi pour tout m ≥ i.
Il su�t don de dé�nir indutivement

L1,1 =
√

C1,1, Lj,1 = C1,j/L1,1, j > 1

vu L1,1 > 0 (omme C inversible). En général au rang i on veut poser :

Lii =

√√√√Ci,i −
i−1∑

k=1

L2
ik.
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Prenons d'abord une raine arré omplexe et voyons qu'on peut prendre la raine arré stritement

positive (en supposant avoir obtenu ela par réurrene). C'est possible ar en se restreignant à la sous

matrie i× i C(i)
formé des i premières olonnes des i premières lignes, on a obtenu C(i) = L(i)(L(i))T

ave L
(i)
k,l = Lk,l tant que k, l ≤ i. En prenant le déterminant det(C(i)) = det(L(i))2 =

∏i
j=1 L

2
i,i et

les deux �tés ont des fateurs stritement positifs (ar C(i)
dé�nie positive et par l'hypothèse de

réurrene). Don Li,i > 0 et on ontinue la résolution par

Li,j = (Ci,j −
i−1∑

k=1

LikLj,k)L
−1
i,i

pour j ≥ i e qui donne les i premières olonnes de L.
Si C n'est pas dé�ni-positive, on obtient Ln assoié à Cn = C+In/n (In la matrie identité). On a

||Ln||2 = ||LnL
T
n || ≤ ||C||+1 est une suite borné don par ompaité (boule unité fermé est ompat

en dimension �nie) on extrait une sous suite Lnk
→ L la relation Cn = LnL

T
n donne en passant à

la limite C = LLT
(on utilise la ontinuité du produit pour la norme d'opérateur). La onséquene

pour les variables gaussiennes est évidente.

On rappelle maintenant 2 façons de simuler les veteurs gaussiens standard.

Exemple 13 (Box Muller). Si U ∼ E (1/2), V ∼ U ([0, 1]) indépendantes, Mq, X =
√
U cos(2πV ), Y =√

U sin(2πV ) sont indépendantes et de loi normales entrés réduites.

Sin on prend don V,W ∼ U ([0, 1]) indépendantes, alors

X =
√

−2 log(V ) cos(2πW ), Y =
√
−2 log(V ) sin(2πW )

donne un veteur gaussien standard (X, Y ) ∼ γ2. En pratique l'évaluation de cos, sin, log rend ette

méthode outeuse et soumise à erreurs numériques. Une méthode évitent l'évaluation du osinus et

du sinus utilise la loi uniforme sur le disque :

Proposition 23 (Loi uniforme sur le disque). SI (U, V ) un ouple de variable distribué selon la loi

uniforme sur D = {(x, y) ∈ IR

2 : x2 + y2 ≤ 1}. Soit (U, V ) = (ρU0, ρV0) ave ρ =
√
U2 + V 2

. Alors

les variables

X = 2
√

− log(ρ)U0, Y = 2
√

− log(ρ)V0

sont distribués selon la loi normale standard : (X, Y ) ∼ γ2

Démonstration. On érit (U0, V0) = (cos(θ), sin(θ)) ave θ ∈ [0, 2π[. Par l'exemple préédent il su�t

de voir que (
√

− log(ρ), θ) sont indépendants de loi respetive − log(ρ) ∼ E (2), θ ∼ U ([0, 2π]). Le
fait que θ est de loi uniforme vient de l'invariane par rotation de la loi uniforme sur le disque De

plus θ est déterminé par cos(θ), ǫ(θ) où se nombre est le signe du sinus. Il su�t don de voir que

− log(ρ), cos(θ), ǫ(θ) indépendant et que le premier a la bonne loi. SOit f mesurable positive, on

alule par transfert :

E(f(− log(ρ), cos(θ), ǫ(θ))) =

∫
dP(U,V )(u, v)f(− log(u2 + v2)/2, u/

√
u2 + v2, signe(v)))

=

∫ 1

−1

du

∫ √
1−u2

0

dvf(r(u, v), u/
√
u2 + v2, 1)) +

∫ 1

−1

du

∫ 0

−
√
1−u2

dvf(r(u, v), u/
√
u2 + v2,−1))

=

∫ 1

−1

du0√
1− u2

0

∫ ∞

0

dre−2rf(r, u0, 1)) +

∫ 1

−1

du0√
1− u2

0

∫ ∞

0

dre−2rf(r, u0,−1))
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ou on a fait le hangement de variable r = r(u, v) := − log(u2 + v2)/2, u0 = u/
√
u2 + v2 en uti-

lisant u2 + v2 = e−2r, u = u0e
−r, v = ±e−r

√
1− u2

0, d'où le jaobien positif |J(u, v)(u0, r)| =

e−r
√
1− u2

0e
−r + u0e

−re−ru0/
√
1− u2

0 = e−2r/
√

1− u2
0 On a don obtenu (vu la densité produit),

l'indépendane souhaitée et la densité de − log(ρ) à savoir Ce−2r1r>0 qui implique bien la loi expo-

nentielle voulue.

On sait (Thm de la simulation par méthode de rejet) que si (Un, Vn) une suite de veteurs

indépendants de loi uniforme sur [−1, 1]2, T = inf{n, (Un, Vn) ∈ D} alors (U, V ) = (UT , VT ) est de
loi uniforme sur D et peut servir de point de départ à la simulation de loi gaussienne par le théorème

préédent. Voii une simulation sur un éhantillon de 10000 d'une normale N (4, 4)(à gauhe). A

omparer à une simulation par la version par défaut de Matlab/Stixbox 1.29 d'une normale N (0, 1)
(à droite), (algorithme de Ziggurat).

3 Critère d'absolue ontinuité

Théorème 24. Soit Y : Ω → IR

d
un veteur gaussien de loi N (m,C), alors Y admet une densité

par rapport à la mesure de Lebesgue si et seulement si C est dé�nie positive (omme C est toujours

positive ssi det(C) 6= 0) et alors PY (dx) = fY (x)dx ave sa densité :

fY (x) =
1

(2π)d/2
√

det(C)
exp(−1

2
〈C−1(x−m), (x−m)〉).

De plus si C n'est pas dé�nie positive, Y est p.s. à valeur dans m+ Im(C).

Preuve : Si det(C) 6= 0, on reprend la notation du théorème préédent, et il su�t de montrer

que Y = m + BX a la densité herhée par hangement de variable. En e�et, par la forme de la

transformée de Fourier de X , les oordonnées de X sont indépendantes et la formule pour la densité

déoule du alul des transformées de Fourier une variable lemme 5 et du théorème de aratérisation

de l'indépendane omme mesure produit :

fX(x) =
1

(2π)d/2
exp(−||x||22

2
).
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On fait don le hangement de variables y = m + Bx le jaobien est B, x = B−1(y − m) et B−1

existe puisque det(B) =
√

det(C), on obtient don pour h mesurable positive par transfert puis le

hangement de variables i-dessus :

E(h(Y )) =

∫

IR

d
h(m+Bx)

1

(2π)d/2
exp(−||x||22

2
)dx =

∫

IR

d
h(y)

1

(2π)d/2
exp(−||B−1(y −m)||22

2
)

1

det(B)
dy.

Ce qui donne par identi�ation la densité une fois que l'on a remarqué que ||B−1(y−m)||22 = 〈B−1(y−
m), B−1(y −m)〉 = 〈C−1(y −m), (y −m)〉 (ar (B−1)TB−1 = B−2 = C−1

et det(B) =
√
det(C).

Comme C est une matrie arré elle est inversible si et seulement si elle est surjetive don il

su�t de prouver le dernier résultat pour avoir la ontraposée de la réiproque (si C non inversible,

vu son support ayant mesure de Lebesgue 0 omme tout e.v. de plus petite dimension, elle ne peut

pas avoir de densité.) Mais omme Im(C) = Im(B), le modèle onret donne l'image de valeur p.s.

m+Im(B)(formellement on prend n'importe quelle fontion h supportée à l'extérieure, par transfert

l'intégrale de h est E(h(m+BX)) et h(m+BX) = 0 par hypothèse sur le support).

On peut dérire expliitement la mesure gaussienne dans tous les as mais le résultat est moins

important don faultatif.

Corollaire 25. (Faultatif) Si X = (X1, ..., Xd) ∼ N (m,C) variable gaussienne ave m ∈ IR

d
et

C ∈ Md(IR) une matrie positive. Soit I l'injetion de IR

m ≃ Im(C) ⊂ IR

d
telle que I(ei) base

orthonormale de Im(C) et Dij = 〈CI(ei), I(ej)〉 la matrie induite. On suppose m ≥ 1. Alors pour
tout h mesurable positive

E(h(X)) =

∫

IR

m
dy1...dym

1

(2π)m/2
√

det(D)
h(I(y) +m)exp(−〈D−1y, y〉

2
).

Preuve : En identi�ant Im(C) à un IR

m Yi = 〈I(ei), X − m〉 donne en e�et un veteur gaussien

entré (Y1, ..., Ym) de ovariane D, qui est la restrition/projetion orthogonale de C à Im(C) est
de déterminant non nul (ar l'orthogonal de Im(C) est Ker(CT ) = Ker(C), don D restrition à

Im(C) est injetive (le noyau est dans l'orthogonal) don bijetive par le théorème de rang). Y nous

ramène don au as préédent d'une densité.

4 Indépendane

Le résultat suivant est important. Au ontraire des variables générales, pour laquelle l'indépen-

dane n'est pas aratérisée par l'annulation de la ovariane, l'indépendane dans un veteur gaussien

est aratérisée de ette façon. On va voir que 'est une onséquene simple de la forme de la fontion

aratéristique.

Théorème 26. Soit (X1, ...Xn, Y1, ...Ym) : Ω → IR

m+n
un veteur gaussien. Alors X = (X1, ..., Xn)

(ou σ(X1, ..., Xn) ) est indépendant de Y = (Y1, ..., Ym) (ou σ(Y1, ..., Ym)) si et seulement si

∀i ∈ [1, n], ∀j ∈ [1, m], Cov(Xi, Yj) = 0.

Il est ruial que l'ensemble des veteurs (X1, ...Xn, Y1, ...Ym) soit un veteur gaussien, et PAS

seulement (X1, ..., Xn) et (Y1, ..., Ym) ! !
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Preuve : L'impliation, indépendane entraîne ovariane nulle, a déjà été notée E(XiYj) = E(Xi)E(Yj)
si Xi, Yj indépendantes. Pour la réiproque, omme (X1, ...Xn, Y1, ...Ym) gaussien on peut utiliser la

formule de la fontion aratéristique et l'annulation de la partie des blo reliant les X et les Y :

Φ(X1,...Xn,Y1,...Ym)(t1, ..., tn, s1, ...sm) = exp(i〈E(X), t〉+ i〈E(Y ), s〉 − 1

2
〈(t, s),Cov(X, Y )(t, s)〉)

= exp(i〈E(X), t〉+ i〈E(Y ), s〉 − 1

2
〈t,Cov(X)t〉 − 1

2
〈s,Cov(Y )s〉)

= ΦX(t)ΦY (s)

Par la aratérisation 7, on obtient l'indépendane souhaitée.

Exemple 14. On voit que Y1, Y2 de l'ex 26 sont indépendantes par le alul de leur ovariane.

5 Mesures, espaes et proessus gaussiens

Une famille de variables aléatoires (Xi)i∈I est souvent appelé proessus. C'est partiulièrement

le as quand I = IN, ou I = IR, I = IR+ (il y a alors une intuition temporelle liée à l'ordre qui est

l'origine de la terminologie proessus).

Dé�nition 12. Un proessus Xt, t ∈ I est un proessus gaussien (entré) si pour tout t1, ..., tn ∈ I
(Xt1 , ..., Xtn) est un veteur gaussien (entré).

Un sous-espae vetoriel H de L2(Ω, T , P ) est un espae gaussien (entré), si (X1, ..., Xn) est un
veteur gaussien (entré) pour tout X1, ..., Xn ∈ H ('est-à-dire si pour tout λ1, ..., λn ∈ IR,

∑
λiXi

est une variable gaussienne).

Exemple 15. Une suite (Xn) de variables N (0, 1) i.i.d est un proessus gaussien.

Exemple 16. Si Xi, i ∈ Iest un proessus gaussien, V ect(Xi, i ∈ I) est un espae gaussien. Un espae

gaussien H est lui même un proessus gaussien (indié par lui même) (X)X∈H .

Théorème 27. Pour tout espae gaussien H, la fermeture H
L2

est enore un espae gaussien.

Proof : Il su�t de voir que si Y = (Y1, ..., Ym) = lim(X
(n)
1 , ...X

(n)
m ) dans L2

et que les X(n) =

(X
(n)
1 , ...X

(n)
m ) sont des veteurs gaussiens, il en est de même de (Y1, ..., Ym). En e�et, la moyenne

E(X(n)) → m et la matrie de ovariane C
(n)
ij = Cov(X

(n)
i , X

(n)
j ) → C d'après la onvergene dans

L2
(et par Cauhy-Shwartz pour le seond). De plus la onvergene L2

implique la onvergene en

loi, don par le thm de Paul Lévy, les fontions aratéristiques onvergent

ΦY (t) = lim
n→∞

ΦX(n)(t) = lim
n→∞

exp(i〈t, E(X(n))〉 − 〈C(n)t, t〉
2

) = exp(i〈t,m〉 − 〈Ct, t〉
2

),

don par la aratérisation en terme de transformée de Fourier Y ∼ N (m,C).

Dé�nition 13. On appelle ovariane d'un proessus Xt, t ∈ I, la fontion sur I2, C(t, s) =
Cov(Xt, Xs).
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Théorème 28 (Kolmogorov). (faultatif) Pour toute matrie de ovariane C sur I, 'est à dire

fontion sur I2 telle que pour tout t1, ..., tn ∈ I (C(ti, tj))i,j∈[1,n] est une matrie symétrique positive.

Il existe un unique proessus gaussien entré Xt, t ∈ I tel que C(t, s) = Cov(Xt, Xs).

En�n, on parle parfois de mesure gaussienne pour généraliser à un espae de Banah séparable

le as des mesures assoiés aux veteurs gaussiens de IR

n
. On verra une mesure gaussienne et un

proessus gaussien partiulier au hapitre 5, le mouvement brownien.

Dé�nition 14. Une mesure γ sur la tribu des boréliens d'un espae de Banah E est appeléemesure

gaussienne si pour toute forme linéaire ontinue L ∈ E∗
, sa mesure image L∗γ(B) = γ(L−1(B)) sur

lC = IR

2
est une mesure gaussienne.
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Chapitre 3

Espérane onditionnelle

1 Rappels sur l'espérane et les espaes Lp

1.1 Premiers rappels

Dé�nition 15. Soit X : Ω → IR une v.a., l'espérane de X est notée

E[X ] =

∫

Ω

X(ω)dP (ω).

Elle est dé�nie dans deux as :

1. si X ≥ 0, et alors E(X) ∈ [0,∞].

2. si X ∈ L1(Ω, dP ) i.e. si E(|X|) =
∫
|X|dP < ∞.

Si X : Ω → IR

n
, on note E(X) = (E(X1), ...,E(Xn)).

La moyenne est une forme linéaire roissante sur l'espae vetoriel L1(Ω, T , P ) des v.a. intégrables.
En d'autres termes, on a toutes les propriétés usuelles de l'intégrale, dont les résultats de onvergene :

Proposition 29. Si X et Y sont deux v.a. intégrables, alors

1. L1(Ω, T , P ) est un espae vetoriel et E(aX + bY ) = aE(X) + bE(Y ).

2. X ≤ Y ⇒ E[X ] ≤ E[Y ] . En partiulier, X ≥ 0 ⇒ E[X ] ≥ 0.

3. |Z| ≤ |X| implique Z intégrable.

4. |E(X)| ≤ E(|X|).
5. E[c] = c, a ≤ X ≤ b ⇒ a ≤ E[X ] ≤ b.

6. (Convergene monotone TCM) Si Xn ≥ 0, Xn suite de v.a.r roissante et tend simplement

vers X alors E(Xn) → E(X).

7. (Lemme de Fatou) Si Xn ≥ 0 E(lim infXn) ≤ lim inf E(X).

8. (Convergene dominée TCD) Si |Xn| ≤ Y , E[Y ] < ∞ et P (Xn → X) = 1 (on dit Xn →
Xp.s.) alors E(Xn) → E(X).

Vous avez vu durant le ours d'intégration, les espaes

Lp(Ω, T , P ) = {X : Ω → IR v.a. |E(|X|p) < ∞},
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pour p ∈ [1,∞[ (ou plut�t l'espae des lasses d'équivalene de fontions égales sur un ensemble de

proba 1), espae vetoriel normé omplet pour la norme

||X||p = E(|X|p)1/p.
On dé�nit ||X||∞ = limp→∞ ||X||p et L∞(Ω, T , P ) = {X : Ω → IR v.a. |||X||∞ < ∞}. On rappelle

l'inégalité de Hölder :si p, q ∈ [1,∞] tels que 1/p+1/q = 1/r ≤ 1, X ∈ Lp, Y ∈ Lq
alors XY ∈ Lr

et

||XY ||r ≤ ||X||p||Y ||q.
On rappelle aussi qu'en prenant Y = 1, on obtient :

Lp(Ω, T , P ) ⊂ Lq(Ω, T , P ) si p ≥ q.

Dé�nition 16. Soit k ∈ IN Soit X une v.a. dans Lk(Ω, P ). Le moment d'ordre k de X est dé�ni par

la quantité

mk = E[Xk] =

∫ ∞

−∞
xkdPX(x).

Il est important de retenir la onséquene suivante du théorème de Fubini :

Proposition 30. Soit X ≥ 0 une variable aléatoire positive, alors pour p ∈]0,∞[

E(Xp) =

∫ ∞

0

dtptp−1P (X > t).

Preuve : On remarque que Xp =
∫
0Xptp−1dt =

∫
0∞ptp−11{X>t}dt. Or par Fubini-Tonelli,

E(Xp) =

∫
dP

∫ ∞

0

dtptp−11{X>t} =

∫ ∞

0

dtptp−1

∫
dP1{X>t} =

∫ ∞

0

dtptp−1P (X > t).

Tous les espaes Lp
sont impliitement des espaes de (lasses d'équivalenes p.s. de) fontions à

valeur COMPLEXE !

1.2 L'espae de Hilbert L2(Ω)

La formule

〈f, g〉 = E[fg]

dé�nit un produit salaire tel que ||f ||22 = 〈f, f〉. On peut don appliquer à L2(Ω) le résultat vu en

MASS 51 (Topologie et onvexité) sur les espaes de Hilbert, dont le théorème de projetion sur un

onvexe fermé. On rappelle ii l'énoné du as d'un sous-espae vetoriel fermé. Ce sera la base que

l'on généralisera aux autres espaes Lp
ave l'espérane onditionnelle dans la setion suivante.

Théorème 31. Soit K ⊂ L2(Ω, T , P ) un sous espae vetoriel fermé. Pour tout f ∈ L2(Ω, T , P ) il
existe un unique u = PK(f) tel que

||f − u||2 = inf
v∈K

||f − g||2.

De plus 'est l'unique veteur u ∈ K tel que

∀v ∈ K, E(v(f − u)) = 0

'est à dire tel que f − u est orthogonal à K ou enore

∀v ∈ K, E(vf) = E(vPK(f)). (PC)

PK est une appliation linéaire bornée appelée projetion orthogonale sur K.
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On en déduit maintenant le alul de l'espae vetoriel des formes linéaires ontinues sur L2
(voir

sous-setion 1.2 pour des rappels).

Théorème 32. Soit φ une forme linéaire ontinue sur L2(Ω, T , P ) alors il existe un unique f ∈
L2(Ω, T , P ) tel que

∀v ∈ L2(Ω, T , P ), φ(v) = E(fv).

De plus, on a l'expression duale pour la norme :

||f ||2 = sup
||v||2≤1

|E(fv)|.

Preuve : Soit K = φ−1(0) le noyau de φ. Si K = L2(Ω, T , P ) alors f = 0 onvient. On suppose

don K 6= L2(Ω, T , P ). Soit don g0 ∈ L2(Ω, T , P ) et g = g0−PK(g0)
p

||g0 − PK(g0)||2 un veteur de

norme 1 et orthogonal à H . Comme φ est une forme linéaire, on s'attend que H et g engendrent L2
,

sorte de généralisation du théorème du rang. En e�et, soit v ∈ L2(Ω, T , P ), w = v − φ(v)
φ(g)

g véri�e

φ(w) = φ(v)− φ(v)
φ(g)

φ(g) = 0 don w ∈ H et v = λg + w ave λ = φ(v)
φ(g)

.

On montre don que f = φ(g)g onvient en montrant l'égalité sur v quelonque préédent :

E(fv) = φ(g)〈g, v〉 = φ(g)〈g, λg + w〉 = φ(g)λ||g||22 = φ(g)λ = φ(v).

L'égalité des normes vient de Hölder, f proposition 33 i-dessous.

1.3 Dualité dans les espaes Lp
[Faultatif ℄

On rappelle du ours MASS 31 (prop 23 p 12) que les formes linéaires ontinues sur un espae

vetoriel normé oïnident ave les formes linéaires lipshitziennes. Pour E un e.v.n, on note E∗

l'espae des formes linéaires ontinues ave pour norme la onstante de lipshitzianité :

||φ||E∗ = sup{|φ(x)|; ||x||E ≤ 1}.

On appelle E∗
l'espae de Banah dual de E (il est faile de voir que et espae vetoriel normé

est toujours omplet).

La onséquene faile de Hölder que l'on utilisera fréquemment est la proposition suivante :

Proposition 33. Soit p ∈ [1,∞], q tel que 1/p + 1/q = 1 le oe�ient onjugué, alors Lq(Ω, P ) ⊂
(Lp(Ω, P ))∗ en identi�ant g ∈ Lq(Ω, P )l'appliation linéaire à I : f 7→

∫
fgdP et en partiulier :

||g||q = sup{
∣∣∣∣
∫

fgdP

∣∣∣∣ ; ||f ||p ≤ 1}.

Preuve : Par Hölder, fg ∈ L1
don l'intégrale est dé�nie et

|
∫

fgdP | ≤ ||fg||1 ≤ ||f ||p||g||q

d'où ||g||q est plus grand que le sup de l'énoné. Mais, pour p ∈]1,∞[, si on prend f = g|g|q−2/||g||q−1
q

on a |f |p = |g|p(q−1)/||g||p(q−1)
q = |g|q/||g||qq ar p(q − 1) = qp(1 − 1/q) = q, don f ∈ Lp

et ||f ||pp =

E(|f |p) = ||g||qq/||g||qq = 1 d'où le sup est supérieur à

∣∣∫ fgdP
∣∣ =

∫
|g|qdP/||g||q−1

q = ||g||q. On déduit

don l'égalité énonée. En onséquene on déduit que l'identi�ation est bien injetive (si la forme

linéaire est nulle, le sup aussi, don ||g||q = 0 don g = 0 p.s. 'est à dire dans Lq
.)
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Si p = 1, q = ∞, g est dans tout Lr
et en prenant le f = g|g|r−2/||g||r−1

r préédant qui est de

norme L1
inférieure à 1, on voit que le sup est inférieur à ||g||r don à la limite quand r → ∞ à

savoir ||g||∞.
Si p = ∞, q = 1, il su�t de prendre f = 1g 6=0

g
|g| de sorte que fg = |f | et la norme ||f ||∞ ≤ 1.

On a même le théorème suivant (on notera que p < ∞ ontrairement au as de la proposition

préédente ) :

Théorème 34. Dans l'identi�ation préédente, Lq(Ω, P ) = (Lp(Ω, P ))∗, pour p ∈ [1,∞[, q tel que

1/p+ 1/q = 1.

2 Dé�nition et propriétés de l'espérane onditionnelle

En L2, vous avez vu la notion de probabilité onditionnelle P (A|B) = P (A ∩ B)/P (B) de deux

événements. Cela donne une probabilité P (.|B) il est don faile d'intégrer par rapport à ette mesure

pour obtenir un nombre. On veut maintenant pouvoir onsidérer à la plae d'un événement supposé

onnu, avoir une tribu d'événements. Ce sera l'objet de base pour pouvoir formaliser un proessus

ave notre onnaissane qui augmente ave le temps (f. exemple Fn = σ(X1, ..., Xn) déjà renontré

pour la loi du 0 − 1.) Le prohain résultat veut don dé�nir une espérane "sahant une tribu" qui

sera une v.a. mesurable par rapport à ette tribu et devra avoir les propriétés de l'espérane. On

va s'appuyer sur la projetion orthogonale dans L2
de la setion préédente et l'étendre au as des

variables intégrables.

Théorème 35. Soit (Ω, T , P ) un espae probabilisé et A ⊂ T une sous-tribu. Soit X ∈ L1(Ω, T , P )
une v.a. réelle, il existe une unique (p.s.) v.a. réelle A mesurable notée E(X|A) ∈ L1(Ω,A, P ) ⊂
L1(Ω, T , P ) véri�ant la propriété aratéristique :

∀f ∈ L∞(Ω,A, P ),E(fX) = E(fE(X|A)) (PC).

Remarque 2. (PC) est équivalente à :

∀A ∈ A,E(1A X) = E(1A E(X|A)) (PC ′)

omme on va voir dans la preuve. (PC') su�t à voir l'uniité et (PC) implique (PC') ar 1A ∈
L∞(Ω,A, P ). L'existene de la variable ave la propriété la plus forte implique don que la v.a.

véri�ant (PC') qui est unique doit aussi véri�er (PC) (sinon on raisonne omme pour la onstrution

de l'intégrale pour aller au delà des fontions étagées.

Preuve :

Uniité Soit g, h A-mesurables véri�ant (PC'). On pose pour ǫ > 0, A = Aǫ = {ω, (gω)−h(ω)) ≥
ǫ} = (g − h)−1([ǫ,∞[) qui est don A-mesurable omme h− g, don par (PC') E(1Ah) = E(1Af) =
E(1Ag) soit en utilisant 1A(g − h) ≥ ǫ1A :

0 = E(1A(g − h)) ≥ ǫP (A)

don P (A) = 0 pour tout ǫ don par union roissante

P (g > h) = lim
ǫ→0

P (Aǫ) = 0.

Par symétrie P (h > g) = 0 et don g = hp.s.
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Existene Si X ∈ L2(Ω, T , P ), on pose E(X|A) = PL2(Ω,A,P )(X) la projetion sur le sous-espae

fermé L2(Ω,A, P ). Par dé�nition elle véri�e pour (PC) ave f ∈ L2(Ω,A, P ) don a fortiori ave

f ∈ L∞(Ω,A, P ).
Montrons que pour X ∈ L2(Ω, T , P ),

|E(X|A)| ≤ E(|X||A), p.s.

Vu que |E(X|A)| = maxE(X|A),E(−X|A)), il su�t de voir et par linéarité il su�t de voir

E(|X|−X|A) ≥ 0 p.s. Mais si A = {ω : E(|X|−X|A) < −ǫ} , ǫ > 0 qui est Amesurable, E(1A (|X|−
X)) = E(1A E(|X|−X|A)) la première espérane est positive omme espérane de fontions positives

la seonde est négative par dé�nition de A, don elle est nulle. Or E(1A E(|X| −X|A)) ≤ −ǫP (A)
don P (A) = 0 En prenant ǫ = 1/n aussi par union dénombrable P (E(|X| −X|A) < 0) = 0 e qu'il

fallait démontrer.

En intégrant l'inégalité que l'on vient de montrer, on obtient :

||E(X|A)||1 ≤ E(E(|X||A)) = E(|X|) = ||X||1
par la propriété aratéristique. On étend don E(.|A) : L1(Ω, T , P ) → L1(Ω,A, P ) par ontinuité
et par densité de L2(Ω, T , P ) ⊂ L1(Ω, T , P ). (On verra plus loin une onstrution dans le as positif

qui évite ette prolongation par ontinuité.). (PC) est étendu par densité vu que L∞ ⊂ (L1)∗ (et on
a vu qu'on avait même égalité).

Exemple 17. Si A = {Ω, ∅} est la tribu triviale :

E(X|A) = E(X).

Plus généralement on a le même résultat si σ(X) et A sont indépendantes (quelque soit A).

Exemple 18. Si A est un événement, A = σ(A) = {Ω, A, Ac, ∅} tq P (A) 6= 0, P (Ac) 6= 0 et si B ∈ T ,

E(1B|A) = P (B|A)1A + P (B|Ac)1Ac.

Plus généralement, on a :

E(X|A) =
E(X1A)

P (A)
1A +

E(X1Ac)

P (Ac)
1Ac.

On ommene par donner les propriétés fondamentales similaires à elles de l'intégrale et on donne

ensuite les exemples fondamentaux (as disrets, ontinus et gaussiens).

Dans les propriétés suivantes, on sous-entend les égalités/inégalités p.s. puisque les égalités sont

entre objets de L1
, dé�nis omme lasses d'équivalene p.s.

Théorème 36. Soit (Ω, T , P ) un espae probabilisé,A ⊂ T une sous-tribu alors et X, Y ∈ L1(Ω, T , P )

1. (Linéarité) E(aX + bY + c|A) = aE(X|A) + bE(Y |A) + c.

2. (monotonie) X ≤ Y ⇒ E[X|A] ≤ E[Y |A] . En partiulier, X ≥ 0 ⇒ E[X|A] ≥ 0.

3. (Jensen) Si φ : IR → IR est onvexe X v.a. réelle, et φ(X) ∈ L1(Ω, T , P ) alors

φ(E(X|A)) ≤ E(φ(X)|A).

4. (Cas Lp
) Si p ∈ [1,∞], si X ∈ Lp(Ω, T , P ), alors E(X|A) ∈ Lp(Ω,A, P ) et

||E(X|A)||p ≤ ||X||p.
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5. (Cas L2
) Si X ∈ L2

, E(X|A) = PL2(Ω,A,P )(X).

6. (Cas positif) Si Z ≥ 0,
E(Z|A) = lim

n→∞
E(min(Z, n)|A)

limite roissante à valeur [0,∞] est l'unique v.a. positive A mesurable véri�ant (PC'), ou par

∀f ≥ 0, σ(f) ⊂ A,E(fX) = E(fE(X|A)) (PC ′′).

7. (Convergene monotone TCM) Si Zn ≥ 0, Zn suite de v.a.r roissante et tend simplement

vers Z alors E(Zn|A) → E(Z|A)p.s. en roissant.

8. (Lemme de Fatou) Si Zn ≥ 0 E(lim inf Zn|A) ≤ lim inf E(Zn|A) p.s.

9. (Convergene dominée TCD) Si |Zn| ≤ Y , E[Y ] < ∞ et Zn → Zp.s. alors

E(Zn|A) → E(Z|A) p.s et dans L1.

10. (Modularité) Si Y est A mesurable et soit Y,X ≥ 0 soit X,XY ∈ L1
alors E(XY |A) =

Y E(X|A).
11. (Conditionnement suessif) Si B ⊂ A, E(E(X|A)|B) = E(X|B).
12. (Indépendane) Si X, T : Ω → IR

m
indépendantes de Z : Ω → IR

d
alors E(X|σ(Z, T )) =

E(X|T ).

Preuve : 2. et 5. on été véri�ées durant la onstrution. Toutes les égalités vont venir de (PC).

- Pour 1. soit f ∈ L∞(Ω,A, P ), par linéarité de l'intégrale et appliation de (PC) à haque

membre !

E(f(aE(X|A) + bE(Y |A) + c)) = E(faE(X|A)) + E(fbE(Y |A)) + E(fc) = E(faX + fbY + fc)

e qui donne le résultat par (PC).

-De même pour 11. si f ∈ L∞(Ω,B, P ) ⊂ L∞(Ω,A, P ), deux appliations suessives de (PC)

pour les deux espéranes onditionnelles donnent :

E [fE(E(X|A)|B)] = E [fE(X|A)|] = E [fX ]

e qui donne l'égalité par (PC).

-Pour montrer 3., on utilise que le graphe de φ onvexe est l'intersetion des demi-plans de pentes

rationnelles dessous lui. Si Eφ = {(a, b) ∈ lQ

2 : ∀x ∈ IRφ(x) ≥ ax+ b}, on a don

φ(x) = sup
(a,b)∈Eφ

(ax+ b).

Par 2. E(φ(X)|A) ≥ E(aX + b|A) p.s pour tout (a, b) ∈ Eφ 'est à dire sur Ωa,b ave P (Ωa,b) = 1
Don si Ω′ = ∩a,b∈Eφ

Ωa,b on a P (Ω′) = 1 et

∀ω ∈ Ω′, E(φ(X)|A) ≥ sup
(a,b)∈Eφ

E(aX + b|A) = φ(E(aX + b|A)),

don l'identité est vrai p.s.

- Pour 4. omme φ(x) = |x|p, p ∈]1,∞[ est onvexe, on applique 3. et on prend l'espérane

E(|E(X|A)|p) ≤ E(E(|X|p|A)) = E(|X|p) = ||X||pp < ∞
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l'égalité venant de (PC) ave f = 1. Cela donne l'énoné et l'égalité.

- Pour 6., (PC) usuelle appliquée à min(f, n) et le TCM 2 fois donne (PC ′′)

E(fX) = lim
n→∞

E(min(f, n)min(X, n)) = lim
n→∞

E(min(f, n)E(min(X, n)|A)) = E(fE(X|A)).

L'uniité utilise le même Aǫ = {g − h ≥ ǫ} que dans le théorème, pour g, h véri�ant (PC')

E(h1Aǫ1h<n) = E(g1Aǫ1h<n) ≥ E(h1Aǫ1h<n) + ǫP (Aǫ ∩ {h < n}) don omme les deux termes sont

�nis ǫP (Aǫ ∩ {h < n}) = 0 en faisant tendre n → ∞, P (Aǫ) = 0 et on onlut omme avant.

- Pour 7. E(Zn|A) tend p.s. vers Y par monotonie il su�t de voir que Y véri�e (PC�) par

TCM des intégrales. Pour f positive, ('est ruial pour garder monotonie), A mesurable, E(fY ) =
limn→∞E(fE(Zn|A)) = limn→∞E(fZn) = E(fZ).

-8.9 se démontrent alors omme en théorie de la mesure. infk≥n Zk → lim inf Zn en roissant don

on peut utiliser 7. et il su�t de remarquer que E[infk≥n Zk|A] ≤ infk≥nE[Zk|A] en utilisant 2. et en

utilisant la dénombrabilité pour avoir le résultat p.s.

Don

E[lim inf Zn|A] = limE[ inf
k≥n

Zk|A] ≤ lim inf
k≥n

E[Zk|A] = lim inf E[Zn|A].

-Pour 9. vu Zn − Y, Zn + Y ≥ 0 on applique Fatou

E(Z −X|A) = E(lim inf(Z −Xn)|A) ≤ E(Z|A)− lim supE(Xn|A)

E(Z +X|A) = E(lim inf(Z +Xn)|A) ≤ E(Z|A) + lim inf E(Xn|A)

don en soustrayant le terme en Z, E(X|A) ≤ lim inf E(Xn|A) ≤ lim supE(Xn|A) ≤ E(X|A) p.s.
e qui donne l'égalité p.s. et la onvergene p.s. la onvergene L1

vient du TCD vu que E(Z|A) sert
de domination.

- Pour 10, le as positif est évident par (PC�) et le as L1
s'en déduit en déomposant en parties

positives et négatives.

- Pour 12 E(X|T ) est σ(Z, T ) mesurable, et par le lemme de Doob-Dynkin une fontion Y ∈
L∞(Ω, σ(Z, T )) s'érit Y = h(Z, T ) ave h borélienne bornée. Or de même E(X|T ) = g(T ) ave

g ∈ L1(IRm, PT ) don par transfert, indépendane, Fubini et (PC) :

E(E(X|T )h(Z, T )) =
∫

dPT (t)

∫
dPZ(z)g(t)h(z, t)

=

∫
dPZ(z)E(E(X|T )h(z, T )) =

∫
dPZ(z)E(Xh(z, T ))

=

∫
dP(X,T )(x, t)

∫
dPZ(z)xh(z, t) = E(Xh(Z, T ))

e qui onlut par (PC).

Remarque 3. Pour des v.a. X1, ..., Xn Y positive ou intégrable, on note

E(Y |X1, ..., Xn) := E(Y |σ(X1, ..., Xn)).

2.1 Cas disret

Il y a deux façons de le dérire ave les systèmes presque omplets d'événements (de�nition ??)

et les variables aléatoires.
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Proposition 37. 1. Soit (An)n≥1 un système presque omplet d'événements et A = σ(An, n ≥ 1)
alors pour X ∈ L1(Ω, T , P ) :

E(X|A) =
∑

n:P (An)6=0

E(X1An)

P (An)
1An.

2. Si Y v.a. à valeur dans un ensemble dénombrable E et X ∈ L1(Ω, T , P ), soit φ(y) =
E(X1Y =y)

P (Y=y)

si P (Y = y) 6= 0 et φ(y) = 0 sinon, alors

E(X|Y ) = φ(Y ).

2.2 Cas Continue

Théorème 38. Soit (X1, ...Xn, Y1, ...Ym) un veteur aléatoire de densité p sur IR

n+m
. Soit h : IRn →

[0,∞[ mesurable positive et g dé�nie par

g(y) =
1

q(y)

∫

IR

n
h(x)p(x, y)dx

si q(y) :=
∫
IR

n p(x, y)dx la densité marginale est non nulle et g(y) = 0 (ou n'importe quelle valeur)

si q(y) = 0 alors :

E[h(X)|Y ] = g(Y ).

Preuve : Il su�t de véri�er la propriété aratéristique (PC�) du as positif en appliquant le

transfert. Par le lemme de Doob-Dynkin (proposition 4), prendre F σ(Y ) mesurable positive revient

à prendre f : IRn → IR+ borélienne positive et F = f(Y ). Par transfert, pour appliquer (PC) on

alule don :

E(f(Y )g(Y )) =

∫

IR

m
f(y)g(y)q(y)dy

=

∫

q(y)6=0

dyf(y)q(y)
1

q(y)

∫

IR

n
h(x)p(x, y)dx

=

∫

IR

m
dyf(y)

∫

IR

n
h(x)p(x, y)dx

= E(f(Y )h(X)).

ar

∫
IR

n h(x)p(x, y)dx = 0 si q(y) = 0 (qui implique p(x, y) = 0 pour presque tout x) e qui a permis

de ramener l'intégrale à une intégrale sur IR

m
qui est de nouveau la valeur donnée par transfert. Par

PC as positif ela onlut à l'identité.

Remarque 4. La donnée de E(h(X)|Y ) pour tout h positive mesurable est souvent appelée donnée

de la loi onditionnelle de X sahant Y .

2.3 Cas Indépendant

Proposition 39. Soient X : Ω → IR

n, Y Ω → IR

m
des v.a. indépendantes et soit Φ : IRn+m → IR+

mesurable et alors ϕ(x) = E[Φ(x, Y )] ∈ IR+, est mesurable et

E[Φ(X, Y )|X ] = ϕ(X) p.s.
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Preuve : La mesurabilité vient de Fubini-Tonelli. On est dans le as positif où on utilise (PC�) pour

l'espérane onditionnelle positive. Soit Z ≥ 0 σ(X)- mesurable, par le lemme de Doob-Dynkin 4,

Z = h(X) ave h : Rn → IR+.
Or par transfert et indépendane

E[Φ(X, Y )Z] = E[Φ(X, Y )h(X)] =

∫
dPX(x)

∫
dPY (y)Φ(x, y)h(x)

=

∫
dPX(x)E(Φ(x, Y ))h(x) =

∫
dPX(x)ϕ(x)h(x) = E(ϕ(X)Z)

e qui établit par (PC�) E[Φ(X, Y )|X ] = ϕ(X).

3 Lois onditionnelles

On va maintenant étendre le prinipe du onditionnement des espéranes aux lois (en s'appuyant

sur le lemme de Doob-Dynkin : Proposition 4). On sait que si on a X = (X1, ..., Xm), Y = (Y1, ..., Yn)
alors pour h mesurable borné, E(h(X)|σ(Y )) est une fontion σ(Y )-mesurable, don une fontion

g(Y ) pour g mesurable bornée. On veut dérire g en terme d'une intégrale de h par rapport à la loi

onditionnelle de X sahant Y .

Dé�nition 17. On appelle noyau de transition, toute fontion K : IRn × B(IRm) → [0, 1] telle que

1. pour tout B ∈ B(IRm), y 7→ K(y, B) = Ky(B) est mesurable,

2. pour tout y ∈ IR

n
, B 7→ K(y, B) = Ky(B) est une mesure de probabilité.

Théorème 40 (admis). Soit (X, Y ) un veteur aléatoire dans IR

m × IR

n
, de loi P onsidérer sur la

tribu omplétée T (engendré par les boréliens et les ensembles ontenus dans un borélien de P -mesure

nulle). Il existe un noyau de transition K telle que pour toute fontion borélienne bornée h :

E(h(X)|σ(Y )) =

∫
hdKY p.s.

La mesure Ky(dx) est appelée loi onditionnelle de X sahant Y = y et notée L(X|Y = y).

(Une idée de preuve est donné dans le Barbes-Ledoux et la preuve omplète dans Real Analysis

and Probability de R. Dudley Theorems 10.2.2 and 10.2.5)

Exemple 19. La proposition 37 dit que si (X, Y ) est disrète alors L(X|Y = y) =
∑

x∈X(Ω) P (X =

x|Y = y)δx si P (Y = y) 6= 0 et δ0 sinon.

Exemple 20. Le Théorème 38 dit que si (X, Y ) a une densité, p alors L(X|Y = y) = p(x,y)dx∫

IR

m p(x,y)dx

quand l'intégrale est non nulle et disons δ0 sinon.

Exemple 21. La proposition 39 dit que si (X, Y ) sont indépendante alors L(X|Y = y) = L(X).

4 Espéranes onditionnelles dans le Cas Gaussien

Pour les veteurs gaussiens, on a deux simpli�ations, d'abord le alul de l'espérane ondition-

nelle est ramené à un problème d'algèbre linéaire :
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Théorème 41. Soit (X, Y1, ..., Ym) un veteur gaussien entré (i.e.E(X) = E(Yj) = 0) et Y =
(Y1, ..., Ym), alors

E(X|Y ) =
m∑

j=1

λjYj

est la projetion orthogonale sur V ect(Y1, ..., Ym) ⊂ L2(Ω, σ(Y ), P ).

Cette projetion est don sur un espae beauoup plus petit que elle a priori pour tous les

veteurs L2
à savoir sur L2(Ω, σ(Y ), P ).

Preuve :

Soit λj ave
∑m

j=1 λjYj la projetion orthogonale sur V ect(Y1, ..., Ym). Voyons la propriété ara-

téristique pour la projetion orthogonale sur L2(Ω, σ(Y ), P ), qu'on sait être E(X|Y ). On veut don

voir que X −∑m
j=1 λjYj est orthogonale à L2(Ω, σ(Y ), P ).

Or Z = X −∑m
j=1 λjYj orthogonale à V ect(Y1, ..., Ym) don Cov(Z, Yj) = E(ZYj) = 0 (ar les

veteurs sont entrés). De plus (Z, Y1, ..., Ym) est un veteur gaussien omme appliation linéaire

de (X, Y1, ..., Ym) don par le ritère d'indépendane 26, σ(Z) et σ(Y1, ..., Ym) sont indépendants,

don pour tout f ∈ L2(Ω, σ(Y ), P ), E(Zf) = E(Z)E(f) = 0. Don Z est bien orthogonal à tout

L2(Ω, σ(Y ), P ). Don Z = E(X|Y ).

Exemple 22. Soit (X1, X2, X3) un veteur gaussien de loi N (0,Γ) et Γ =




1 1 1
1 3 2
1 2 3




. Montrer

que E(X2|X1, X3) =
X1+X3

2
.

Le résultat suivant donne en fait la "loi onditionnelle".

Théorème 42. Si (X1, ..., Xn, Y1, ..., Ym) un veteur gaussien entré, Y = (Y1, ..., Ym). Soit h : IRn →
[0,∞[ mesurable positive. Soit C la matrie de ovariane onditionnelle

Cij = E [(Xi − E(Xi|Y ))(Xj −E(Xj|Y ))]

et soit g : IRn → [0,∞[ dé�nie par

g(m) = E(h(Z(m))),

ave Z(m) ∼ N (m,C). Alors
E(h(X)|Y ) = g(E(X|Y )).

Remarque 5. Le résultat s'interprète en terme de loi onditionnelle et disant que L(X|Y ) = N (E(X|Y ), C).
On remarque aussi que

C = Cov(X,X)− Cov(X, Y )Cov(Y, Y )−1Cov(Y,X).

En e�et, on a d'abord :

E(X|Y ) = Cov(X, Y )Cov(Y, Y )−1Y

ar il su�t qu'il est la bonne ovariane ave Y et Cov(Cov(X, Y )Cov(Y, Y )−1Y, Y ) = Cov(X, Y )Cov(Y, Y )−1C
Cov(X, Y ) omme voulu. De plus on obtient don E [(Xi − E(Xi|Y ))(Xj −E(Xj|Y ))] = E(XiXj)−
E [E(Xi|Y )E(Xj|Y ))] = Cov(Xi, Xj)− E [[Cov(X, Y )Cov(Y, Y )−1Y ]i[Cov(X, Y )Cov(Y, Y )−1Y ]j ] =
Cov(Xi, Xj)− Cov(X, Y )Cov(Y, Y )−1Cov(Y, Y )Cov(Y, Y )−1TCov(X, Y )T ]ij.
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Exemple 23. Dans l'exemple préédent, V ar(X2−E(X2|X1, X3)) = (−1/2, 1,−1/2)Γ(−1/2, 1,−1/2)T =
(−1/2, 1,−1/2)(0, 3/2, 0)T = 3/2. Don

E(X4
2 |X1, X3) = 27/4 +

(
X1 +X3

2

)4

+ 9

(
X1 +X3

2

)2

.

Preuve : On note gh le g de l'énoné. Par la aratérisation du as positif et le lemme de Doob-

Dynkin, il su�t de montrer pour f : T m → [0,∞[ mesurable :

E(f(Y )gh(E(X|Y ))) = E(f(Y )h(X))

Si E(f(Y )) = 0 f(Y ) = 0p.s. don les deux otés sont nuls. On suppose le ontraire, soit

µ(h) =
E(f(Y )h(X))

E(f(Y ))
, ν(h) =

E(f(Y )gh(E(X|Y )))

E(f(Y ))
.

µ(1) = 1 et g1 = 1 don ν(1) = 1. µ(B) = µ(1B), ν(B) = ν(1B) dé�nissent des mesures de

probabilités sur B(IRn) et il est faile de voir que µ(h) =
∫
hdµ, ν(h) =

∫
hdν.

Don pour voir µ(h) = ν(h) il su�t de voir µ = ν et par le théorème d'injetivité de la transformée

de Fourier il su�t de voir pour tout t ∈ IR

n
:

E(f(Y )E(ei〈t,Z(E(X|Y ))〉))) = E(f(Y )ei〈t,X〉).

Soit enore

E(ei〈t,X〉|Y ) = E(ei〈t,Z(E(X|Y ))〉) = exp(i〈t,E(X|Y )〉 − 〈Ct, t〉
2

)

la dernière identité par la transformée de Fourier du veteur gaussien Z(m). Or (〈t, X〉, Y1, ..., Ym)
est gaussien, et 〈t,E(X|Y )〉 = E(〈t, X〉|Y ) par linéarité de l'espérane onditionnelle don par la

preuve du résultat préédent 〈t, X〉 − 〈t,E(X|Y )〉 est indépendant de Y1, ..., Ym, don

E(ei〈t,X〉|Y ) = E(ei〈t,X〉−〈t,E(X|Y )〉|Y )exp(i〈t,E(X|Y )〉 = E(ei〈t,X〉−〈t,E(X|Y )〉)exp(i〈t,E(X|Y )〉,

par la modularité (Thm 36.10) et la relation à l'indépendane (ex 39). En utilisant la transformée

de Fourier d'une variable gaussienne et 〈Ct, t〉 = V ar(〈t, X〉 − 〈t,E(X|Y )〉), on obtient le résultat

d'égalité des transformées de Fourier qu'il fallait démontrer.
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Chapitre 4

Chaînes de Markov

1 De�nitions et premiers exemples

Toutes les variables seront dans un ensemble �ni ou dénombrable E, appelé espae d'états.

1.1 Matries de transition

Dé�nition 18. On appelle matrie de transition sur E une olletion de nombres réels positifs

P = (Pi,j)i,j∈E telle que :

∀i ∈ E,
∑

j∈E
Pij = 1

Remarque 6. Une matrie de transition donne des probabilités

∑
j∈E Pijδj qui donnera la loi de

probabilité sous E partant de i. Il sera pertinent de noter x → y si Px,y > 0 pour dire qu'il y a une

probabilité non nulle de passer de x à y.

Pour deux matries de transition, P,Q, on note

(P.Q)ij =
∑

k∈E
Pi,kQk,j.

Cette somme de termes positifs est bien dé�nie (a priori dans [0,+∞] mais omme Qk,j ≤ 1, on
a (P.Q)ij ≤

∑
k∈E Pi,k ≤ 1 don dans [0, 1].)

De plus par Fubini-Tonelli, on a

∑

j∈E
(P.Q)ij =

∑

k∈E

∑

j∈E
Pi,kQk,j =

∑

k∈E
Pi,k1 = 1.

Don en partiulier tous les termes sont �nis et PQ est ue matrie de transition.

On notera P n = (P. · · · .P ) n fois. Sur un espae d'états �nis, 'est le produit matriiel usuel.

1.2 Chaînes de Markov

Dé�nition 19. Soit P une matrie de transition sur E. Une suite de variables aléatoires à valeur

dans E, (Xn)n≥0, est une haîne de Markov de matrie de transition P si pour tout n, dès que

P (Xn = in, ..., X0 = i0) > 0, on a :

P (Xn+1 = in+1|Xn = in, ..., X0 = i0) = Pin,in+1.
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Remarque 7. On a don

P (Xn+1 = in+1|Xn = in, ..., X0 = i0) = P (Xn+1 = in+1|Xn = in).

Autrement dit le futur Xn+1 ne dépend du passé qu'à travers le présent Xn, ei se réérit :

L((Xm+n, ..., Xn+1, Xn)|(Xn, ..., X0)) = L((Xm+n, ..., Xn+1, Xn)|Xn).

Certains auteurs nomment haîne de Markov toute suite de variables aléatoires satisfaisant ette

relation. Ils appellent alors haînes de Markov homogènes notre dé�nition, ou en plus on a :

P (Xn+1 = y|Xn = x) = Px,y = P (X1 = y|X0 = x).

Toutes les haînes de Markov de e ours seront homogènes, la probabilité de transition ne dépendra

pas de l'instant n. On a alors

L((Xm+n, ..., Xn+1, Xn)|(Xn, ..., X0) = (xn, ..., x0)) = L((Xm+n, ..., Xn)|Xn = xn) = L((Xn, ..., X0)|X0 = xn).
(4.1)

On a la aratérisation évidente :

Lemme 43. Une suite (Xn)n≥0 est une haîne de Markov de matrie de transition P si et seulement

si pour tout i0, ..., in ∈ E :

P (Xn = in, ..., X1 = i1, X0 = i0) = P (X0 = i0)Pi0,i1 ...Pin−1,in.

Ce lemme montre que la loi des suites �nies (X0, ..., Xn) est déterminée et un théorème de Kol-

mogorov dit alors que la loi de la suite in�nie (Xn)n≥0 est déterminée. Il y a don au plus une loi de

haîne de Markov de matrie de transition P partant de X0 v.a. de loi PX0 = µ �xé. On la note

CM(E, µ,P).

1.3 Exemples

Exemple 24. Variables i.i.d Une suite de variables i.i.d de loi µ =
∑

i piδi est une haîne de Markov

de matrie de transition à olonnes onstantes Pi,j = pj .

Exemple 25. Cas à 2 états Toutes les haînes à deux états ont pour p, q ∈ [0, 1] une matrie de

transition de la forme : P =

(
p 1− p

1− q q

)
.

On la représentera par le graphe :

1 2

p q
1− q

1− p
Exemple 26. Un Cas à 3 états de matrie de transition P =




1/3 1/3 1/3
1/2 1/2 0
0 0 1




Exemple 27. Proessus de Bernoulli

C'est la haîne de matrie de transition Pi,i = (1− p), Pi,i+1 = p et pi,j = 0 sinon, pour p ∈ [0, 1]
de graphe de transition :

· · · n− 1 n n+ 1

1− p 1− p 1− p

p p
· · ·

C'est le modèle disret dont une ertaine limite donnera le proessus de Poisson du hapitre 5.
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Exemple 28. Suites réurrentes aléatoires Soit X0 une v.a. à valeur E, (Un)n≥0 une suite i.i.d.

dans un espae de proba F , et g : E ×F → E mesurable, on peut dé�nir Xn+1 = g(Xn, Un+1). C'est
une haîne de Markov de matrie de transition Pi,j = P (g(i, Un) = j) qui ne dépend pas de n puisque

(Un)n≥0 est i.i.d.

Exemple 29. Marhes aléatoires C'est le as préédent ave E = F E un groupe �ni (par exemple

E = ZZ/nZZ) ou dénombrable (E = ZZ

d
) et g(x, y) = x+ y, de sorte que Xn = X0 + U1 + · · ·+ Un.

Exemple 30. Marhes aléatoires simples (MAS)C'est le as préédent ave E = ZZ

d
et Ui i.i.d de

loi de sauts aux plus prohes voisins partant de X0 = 0, PUi
= 1

2d

∑d
j=1 δ±ej où ej = (0, ..., 0, 1, 0, ..., 0)

est le veteur oordonné ave un 1 sur la j-ème oordonnée et la somme ontient 2d masse de Dira.

Alors la MAS est Xn = U1+ · · ·+Un. C'est le modèle dont une ertaine limite donnera le mouvement

Brownien du hapitre 6.

1.4 Filtration et Temps d'arrêt

On �xe (Ω, T , P ) un espae probabilisé.

Dé�nition 20. Une �ltration (Fn)n∈IN est une suite roissante de sous-tribus de T .

Intuitivement Fn est la tribu des événements onnus à l'instant n. A partir de maintenant toutes

les tribus Fn, T sont supposées dénombrablement engendrées, même si e n'est pas strite-

ment néessaire pour les énonés, seulement pour simpli�er les preuves.

Exemple 31. Si (Xn)n∈IN est une suite de variables aléatoires, on onsidère souvent la �ltration

engendrée par e proessus, dé�nie par Fn = σ(X0, ..., Xn).

Réiproquement, on a une notion orrespondant à un proessus onnu à l'instant n pour une

�ltration.

Dé�nition 21. Une suite (Xn)n∈IN est dite adaptée à la �ltration (Fn)n∈IN si pour tout n ,Xn est

Fn-mesurable.

Exemple 32. Une suite (Xn)n∈IN est toujours adaptée à la �ltration engendrée par le proessus

(Fn = σ(X0, ..., Xn))n∈IN et elle est adaptée à Fn si et seulement si σ(X0, ..., Xn) ⊂ Fn

On �xe à présent une �ltration F = (Fn)n∈IN.

Dé�nition 22. Soit (Fn)n∈IN une �ltration. Une variable aléatoire T : (Ω, T ) → IN ∪ {∞} est un

temps d'arrêt si pour tout n ∈ IN, {T ≤ n} ∈ Fn.. On note alors la tribu en T

FT := {A ∈ T ; ∀n,A ∩ {T ≤ n} ∈ Fn}.

Une fontion onstante T = n est un temps d'arrêt et alors FT = Fn est une notation onsistante.

Exemple 33 (Temps d'atteinte). Soit A un ensemble mesurable dans IR

d
et Xn : Ω → IR

d
un

proessus adapté, alors

T = inf{n ∈ IN, Xn ∈ A}
est un temps d'arrêt. En e�et on a {T ≤ n} = {∃m ≤ nXm ∈ A} ∈ Fnar σ(X0, ..., Xn) ⊂ Fn.

Exerie 1. Si T, S sont des temps d'arrêts alors leur minimum S ∧ T aussi.

Exerie 2. Si T temps d'arrêt p.s. �ni pour Fn et (Xn) adapté, montrer que XT est FT -mesurable.
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2 Constrution, Propriété de Markov forte et Simulation

2.1 Constrution et Simulation réurrente

On va ommener par onstruire une haîne de Markov à partir d'une suite de variables indépen-

dantes uniformes sur [0, 1] (e qui donnera l'existene puisque qu'une telle suite peut être onstruite

sur [0, 1] ave la mesure de Lebesgue). Cela donne aussi une méthode de simulation naïve des haînes

de Markov. A partir d'une onstrution anonique on obtiendra un renforement de la propriété de

Markov de la dé�nition qui donnera une onstrution plus e�ae en terme de temps d'attente et de

sauts, omme au hapitre suivant pour le proessus de Poisson.

Proposition 44. Pour toute matrie de transition P sur E et mesure de probabilité µ sur E, il

existe des fontions f : [0, 1] → E, g : E × [0, 1] → E telles que si (Un)n≥0 est une suite de variables

aléatoires i.i.d. uniformes sur [0, 1] alors la suite X0 = f(U0) et Xn+1 = g(Xn, Un+1) est une haîne

de Markov CM(E, µ, P ).

Comme f, g sont expliites dans la preuve, ela donne une méthode de simulation à partir d'une

suite de nombres aléatoires.

Démonstration. On suppose sans perte de généralité E = IN et on pose :

f(x) = min{n ∈ IN : µ({0}) + · · ·+ µ({n}) ≥ x},
g(n, x) = min{m ∈ IN : Pn,0 + · · ·+ Pn,m ≥ x}.

Le fait que f(U0) ait la loi µ est standard (méthode de simulation par l'inverse de la fontion de

répartition). Rappelons le f(x) ≤ n si et seulement si (n est dans l'ensemble dé�nissant le min

soit) µ({0}) + · · · + µ({n}) ≥ x, don f(U0) est à valeur dans IN et P (f(U0) ≤ n) = P (U0 ≤
µ({0}) + · · ·+ µ({n})) = µ({0}) + · · ·+ µ({n}) omme voulu pour la fontion de répartition de µ.
De même, la loi de g(m,Un+1) est de loi

∑
n≥0 Pm,nδn. Pour voir qu'on a bien une haîne de Markov,

on utilise le lemme 43 et l'indépendane des Un :

P (Xn = in, ..., X1 = i1, X0 = i0) = P (f(U0) = i0, g(i0, U1) = i1, · · · g(in−1, Un) = in)

= P (f(U0) = i0)P (g(i0, U1) = i1) · · ·P (g(in−1, Un) = in)

= P (X0 = i0)Pi0,i1...Pin−1,in .

Un exemple de simulation appliquée à la Marhe aléatoire simple sur ZZ :

35



2.2 Chaîne anonique

Théorème 45 (Constrution anonique des haînes de Markov). Soit µ une probabilité sur E et P
une matrie de transition.

On dé�nit sur l'ensemble des suites à valeur dans E : Ω = EIN

une �ltration Fn = {A×EIN : A ⊂
En} de la tribu anonique F = σ(∪Fn). Il existe sur Ω une unique mesure Pµ tel que Xn(ω) = ωn

(n-ième oordonnée) soit une haîne de Markov (Xn)n≥0 de matrie de transition P et de loi initiale

µ = PX0, soit Pµ ∼ CM(E, µ, P ).

Démonstration. Par la proposition 44, on a Y : Ω′ → EIN

la haîne de Markov obtenue. Il est faile

de voir quelle est F mesurable, ar ei équivaut à Xn ◦ Y = Yn mesurable pour tout n (en e�et

véri�er ela pour n ≤ N donne FN mesurable). Pµ = PY est alors la mesure image, loi de Y . Pour

l'uniité, il su�t que deux haînes de Markov oïnident sur les Fn par dé�nition, et ∪nFn soit stable

par intersetion �nie, don le lemme de lasse monotone onlut à l'uniité (égalité de deux mesures

ayant la même loi de haîne de Markov).

2.3 Propriété de Markov forte

La propriété de Markov permet de reformuler la propriété fondamentale des haînes de Markov

(4.2) en terme d'indépendane onditionnelle et de renouvellement de la struture de haîne de

Markov dans l'avenir. La version forte exprime la même propriété au niveau de tout temps d'arrêt.

On note θn : Ω = EIN → Ω l'opérateur de translation (θn(ω))m = ωn+m.

Lemme 46 (Propriété de Markov faible). Soit µ une loi de probabilité sur E, P une matrie de

transition et Pµ ∼ CM(E, µ, P ) la onstrution sur l'espae anonique Ω, Fn = σ(X0, ...Xn) On

note x 7→ Ex = Eδx l'espérane pour la loi Pδx ∼ CM(E, δx, P ). Pour tout F mesurable (positive ou

bornée), on peut aluler l'espérane onditionelle sur le passé du proessus de la façon suivante :

Eµ(F ◦ θn|Fn) = EXn(F ) (= E.(F ) ◦Xn). (4.2)

Autrement dit (Xn+m)m≥0 est de loi CM(E, PXn , P ) et la loi onditionnelle L((Xn+m)m≥0|(X0, ..., Xn))) =
PXn. En partiulier, onditionnellement à l'événement {Xn = x} ette haîne de Markov (Xn+m)m≥0 ∼
CM(E, δx, P ) et est indépendante de σ(X0, ..., Xn).

On se souvient du résultat en terme de loi onditionnelle mais 'est la formule (4.2) qui est son

interprétation onrète qu'on utilise dans les exeries et autres appliations.

Démonstration. Par la propriété aratéristique de l'espérane onditionnelle, il s'agit de véri�er pour

tout A ∈ Fn = σ(X0, ..., Xn) :

Eµ(F ◦ θn1A) = Eµ(EXn(F )1A).

Vu la forme des tribus pour les variables disrètes, on peut prendre A = {X0 = x0, ..., Xn = xn}.
Commençons par F = 1X0=y0,X1=y1,...,Xm=ym. Alors, on a :

Eµ(F ◦ θn1A) = Pµ(X0 = x0, ..., Xn = xn = y0, Xn+1 = y1, ..., Xn+m = ym)

= 1xn=y0µ({x0})Px0,x1...Pxn−1,y0Py0,y1 ...Pym−1,ym

De même, on a Ey(F ) = 1y=y0Py0,y1 ...Pym−1,ym don

Eµ(EXn(F )1A) = Py0,y1...Pym−1,ymPµ(Xn = y0, X0 = x0, ..., Xn = xn)
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e qui donne bien la même valeur que i-dessus. Le lemme de lasse monotone onlut à l'égalité pour

tout F = 1B vu que ν1(B) = Eµ((1B) ◦ θn1A), ν2(A) = Eµ(EXn(1B)1A) dé�nissent deux mesures de

probabilités qui s'aordent sur tous les B = {X0 = y0, X1 = y1, ..., Xm = ym} qui forment une lasse

stable par intersetion �ne qui engendre F . En�n, omme dans la onstrution de l'intégration ou le

lemme de transfert, on étend par linéarité à F étagée puis par onvergene monotone à F mesurable

positive, puis à F intégrable (par exemple mesurable bornée).

Pour obtenir le résultat onditionnellement à {Xn = x} (qui est Fn mesurable, on remarque

Eµ(F ◦ θn1A1{Xn=x}) = Eµ(EXn(F )1A1{Xn=x}) = Ex(F )Eµ(1A1{Xn=x}).

Don en divisant par P (Xn = x) si 'est non nul :

Eµ(F ◦ θn1A|Xn = x) = Ex(F )Eµ(1A|Xn = x) = Eµ(F ◦ θn|Xn = x)Eµ(1A|Xn = x).

e qui est l'indépendane souhaitée (la dernière égalité vient du as A = Ω) et donne la loi de

(Xn+m)m≥0 = ((Xm)m≥0) ◦ θn qui est Px ∼ CM(E, δx, P ).

On rappelle que la tribu FT d'un temps d'arrêt a été dé�nie en sous-setion 1.4.

Théorème 47 (Propriété de Markov forte). Soit µ une loi de probabilité sur E, P une matrie de

transition et Pµ ∼ CM(E, µ, P ) la onstrution sur l'espae anonique Ω, Fn = σ(X0, ...Xn). On
note x 7→ Ex = Eδx l'espérane pour la loi Pδx ∼ CM(E, δx, P ). Pour tout F mesurable (positive ou

bornée), tout temps d'arrêt T par rapport à la �ltration (Fn), on a

Eµ(1{T<∞}F ◦ θT |FT ) = 1{T<∞}EXT
(F ). (4.3)

Démonstration. Pour utiliser la propriété aratéristique, il faut d'abord noter que par l'exerie 2,

1{T<∞}XT est FT mesurable de sorte que par omposition et produit, 1{T<∞}EXT
(F ) est aussi FT

mesurable.

Comme dans la preuve de la propriété de Markov Faible, par la propriété aratéristique de

l'espérane onditionnelle, il su�t de véri�er, pour A FT mesurable :

Eµ(1{T<∞}F ◦ θT1A) = Eµ(1{T<∞}EXT
(F )1A).

En déomposant {T < ∞} = ∪n{T = n} omme union disjointe et par σ-additivité, il su�t de

véri�er :

Eµ(1{T=n}F ◦ θT 1A) = Eµ(1{T=n}F ◦ θn1A) = Eµ(1{T=n}EXn(F )1A) = Eµ(1{T=n}EXT
(F )1A).

Mais l'égalité au milieu est en e�et vraie puisque par dé�nition de FT , A ∩ {T = n} ∈ Fn de sorte

que le résultat se réduit à l'identité de Markov faible.

Corollaire 48. Sous les hypothèses du théorème, onditionnellement à l'événement {XT = x, T <
∞} on a une haîne de Markov (XT+m)m≥0 ∼ CM(E, δx, P ) qui est indépendante de FT .

Démonstration. C'est la même preuve que pour Markov simple, on le laisse en exerie.
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2.4 Simulation utilisant les sauts

Soit (Xn) une haîne de Markov CM(E, µ, P ) et Sn la suite des temps de sauts, dé�nie par S0 = 0
et

Sn+1 = inf{k > Sn : Xk 6= XSn}.
Il est faile de voir que les Sn sont des temps d'arrêts (exo) à valeurs dans IN ∪ {+∞} (bien sûr

inf ∅ = +∞), et par dé�nition Xm = XSn pour tout temps m élément de {m ∈ IN : Sn ≤ m < Sn+1}.
On peut don reonstruire (Xn) à partir de la suite (Sn, XSn) ∈ F = IN × E ∪ {(∞, 0)} (la valeur

X∞ = 0 étant �xée par onvention).

Nous allons voir que 'est une haîne de Markov que l'on peut simuler omme en setion 2.1.

Comme on évite ainsi les sauts onstants, ela est plus e�ae, d'autant plus que eux-i sont

nombreux (si les oe�ients diagonaux de P sont prohes de 1).

Proposition 49. Soit (Xn) une haîne de Markov CM(E, µ, P ). Ave les notations préédentes,

(Sn, XSn)n≥0 est une haîne de Markov CM(F, δ0 × µ,Q) ave F = IN×E ∪ {(∞, 0)} et matrie de

transition Q donnée par :

Q((s, x), (t, y)) = P t−s−1
x,x Px,y, x 6= y, t > s,Q((s, x), (∞, 0)) = 1{Px,x=1},

Q((∞, 0), (∞, 0)) = 1, Q((s, x), (t, y)) = 0 sinon.

Démonstration. f TD.

3 Classi�ation des états

La ompréhension qualitative d'une haîne de Markov va passer par la lassi�ation de l'espae

des états en terme du retour possible ou non de la haîne à un état donné et don des régions que la

haîne peut ou non visiter selon son point de départ.

Dans ette perspetive, les dé�nitions suivantes vont être pertinentes. On �xe toujours une haîne

de Markov anonique (Xn)n≥0

Dé�nition 23. Le temps de premier passage en x est le temps :

τx = inf{n ≥ 1 : Xn = x}

et le nombre de visites en x est le nombre :

Nx =
∞∑

k=0

1{Xk=x}.

On note ρ(x, y) = Px(τy < +∞) et U(x, y) = Ex(Ny).

Dé�nition 24. 1. Un état x ∈ E est dit réurrent si ρ(x, x) = Px(τx < +∞) = 1. Il est dit au
ontraire transitoire si ρ(x, x) = Px(τx < +∞) < 1.

2. On dit que x est onneté à y, qu'on note x  y, si ρ(x, y) = Px(τy < +∞) > 0 ou de

façon équivalente si il existe n tel que P n
x,y > 0. (f 3 du thm montrant aussi l'équivalene à

U(x, y) > 0.)

On dit que x et y ommuniquent si x y et y  x e que l'on note x! y.
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3. Un ensemble A ⊂ E est dit fermé si pour tout x ∈ A, si x y alors y ∈ A

4. Un ensemble A ⊂ E est dit unre lasse irrédutible si pour tout x, y ∈ A alors x! y et pour

tout x ∈ A, y 6∈ A alors x 6! y.

Le résultat suivant résume les prinipales propriétés permettant d'utiliser es notions :

Théorème 50 (De lassi�ation des états). 1. Un état x ∈ E est réurrent si et seulement si

U(x, x) = +∞ si et seulement si Px(Nx = +∞) = 1.

-Dans e as, pour tout y ∈ E ρ(y, x) = Py(Nx = +∞).

-Si de plus y  x, on a U(y, x) = +∞
-Si en�n x y alors y est réurrent, Px(Ny = +∞) = 1 et y  x.

2. Un état x ∈ E est transitoire si et seulement si U(x, x) < +∞ si et seulement si Px(Nx =
+∞) < 1 si et seulement si Px(Nx = +∞) = 0.

Alors on a U(y, x) = ρ(y,x)
1−ρ(x,x)

si y 6= x et U(x, x) = 1
1−ρ(x,x)

.

3. En général pour tout x, y, on a

U(x, y) =
∞∑

n=0

P n
x,y,

et pour x 6= y, U(x, y) = ρ(x, y)U(y, y) ≥ ρ(x, y).

4. En�n, E = R∪T se partitionne en lasses d'équivalene (les lasses irrédutibles) pour la rela-

tion de ommuniation x! y. Chaque lasse est onstituée soit seulement d'états réurrents,

soit seulement d'états transitoires. L'ensemble R des états réurrents est ainsi partitionné en

sous-ensembles fermés irrédutibles Ri, indiés par un ensemble I (dit autrement toute lasse

d'ensembles réurrents est automatiquement fermée irrédutible). L'ensemble T = Ta ∪ Tf des

états transitoires se partitionne entre états (absorbés) Ta qui ommuniquent ave des états

réurrents et des états x ∈ Tf (�fuyant à l'in�ni") qui ne ommuniquent ave auun état

réurrent et pour lesquels pour tout y, Px(Ny < +∞) = 1. Don on a la partition :

E = Tf ∪ Ta ∪
(⋃

i∈I
Ri

)
.

Classi�er les états d'une haîne de Markov, 'est trouver les lasses irrédutibles

(savoir si elles sont loses ou non), les états réurrents et les omposantes irrédutibles

de R, et d'autre part les états transitoires, eux ommuniants vers des états réurrents

et les autres.

3.1 Exemples de Classi�ations

On onsarera une setion plus tard aux as où l'espae d'états est �ni. On traite ii quelques

exemples in�nis.

Exemple 34. Variables indépendantes de loi µ. On sépare le support S = {x : µ({x}) 6= 0} de

µ. Pour tout x ∈ E, y ∈ S, on a x → y don x y. Don S est bien une lasse irrédutible. Si x 6∈ S,
U(x, x) =

∑
P n
x,x = Ix,x = 1 < +∞ don x est transitoire.

S est la seule lasse irrédutible réurrente. En e�et, P 2(x, y) =
∑

k∈S Px,kPk,y =
∑

k∈S µ({k})µ({y}) =
µ({y}), don tous es éléments sont bien réurrents ar si y ∈ E U(y, y) =

∑∞
n=0 P

n(y, y) ≥∑∞
n=1 µ({y}) = +∞.
En�n, les états transitoires sont dans Ta ar ils sont tous reliés à S en un saut, et leurs lasses

irrédutibles sont les singletons {y}, y ∈ Sc
ar ils n'ont auun x ave x → y.
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Exemple 35. On reprend l'exemple 27. Pour tout n on a U(x, x) =
∑∞

n=0 P
n
x,x =

∑∞
n=0(1− p)n = 1

p

(vu que le seul hemin de x à x est le hemin onstant et en sommant ensuite la série géométrique).

Don si p > 0 tous les états sont transitoires, et forment une lasse lose. Remarquez que ρ(x, x) ≥
(1− p) > 0 même si l'état est transitoire. Chaque singleton est une lasse irrédutible, ar si m > n
on a U(m,n) = 0 (le proessus ne peut déroître don un état n'est équivalent qu'à lui-même). Si

p = 0 tous les singletons sont absorbants et forment une lasse irrédutible à part...

Exemple 36. Une marhe aléatoire assymétrique sur ZZ Pn,n+1 = 1−p, Pn,n−1 = p ave p 6= 1/2.

· · · n− 1 n n+ 1

p

1− p

p

1− p

· · ·

Xn =
∑n

i=1 Ui ave E(Ui) = −p + (1 − p) = 1 − 2p 6= 0 Par la LGN Xn/n → E(U1) on déduit

Xn → ±∞ p.s. don pour tout n la proba de retour en n est nulle. Tous les états sont don

transitoires. Cependant ρ(n,m) ≥ (1 − p)m−n
(hemin diret) si m > n, ρ(n,m) ≥ pn−m

si n > m.

Don tous les états ommuniquent et on a une seule lasse irrédutible transitoire (ontenu dans Tf ).

Exemple 37. On onsidère la haîne de Markov sur E = {Xn, Yn, Zn, n ∈ ZZ} de diagramme suivant

ave p 6∈ {0, 1/2, 1} :

· · ·

Xn−1 Xn Xn+1

Yn−1 Yn Yn+1

Zn−1 Zn Zn+1

1 1 1

p pp

1− p 1− p

p

1− p

p

1− p

· · ·

La ligne des Z reproduit l'exemple préédent, 'est don une lasse irrédutible de Tf . ρ(Xn, Xn) ≥
PXn,Xn = 1 don tous les Xn sont absorbants (et a fortiori réurrent). Si Yn était réurrent omme

ρ(Yn, Xn) ≥ p > 0 don Yn  Xn, on aurait Xn  Yn, e qui n'est pas le as omme Xn absorbant,

don Yn est transitoire. Comme les Yn ne ommunique que vers des Ym, m > n, les {Yn} sont des

lasses irrédutibles transitoires de Ta ar elles sont absorbées par les Xn. Cet exemple a don tous

les types de lasses du théorème de lassi�ation et une in�nité de lasses irrédutibles réurrentes,

une in�nité de lasses irrédutibles transitoires, et une lasse irrédutible transitoire in�nie.
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3.2 Preuve (faultative) du théorème de lassi�ation

3/ On ommene par prouver le point 3. Par dé�nition et Fubini-Tonelli

U(x, y) =

∞∑

n=0

Ex(1Xn=y) =

∞∑

n=0

Px(Xn = y) =

∞∑

n=0

P n
x,y,

omme voulu. Le seond point vient de la propriété de Markov forte ar pour que Ny soit non nul il

faut d'abord que y soit atteint et Ny = Ny ◦ θτy dès qu'on part de x 6= y (pour que n = 0 ne soit pas

une visite de y puisque n = 0 est exlu de τy ≥ 1 par dé�nition) :

U(x, y) = Ex(1τy<∞Ny) = Ex(1τy<∞Ny◦θτy) = Ex(1τy<∞EXτy
(Ny)) = Ex(1τy<∞)Ey(Ny) = ρ(x, y)U(y, y).

1a/ On montre ensuite 1 bien sûr Px(Nx = +∞) = 1 implique U(x, x) = +∞ qui implique x

réurrent (ar si x transitoire le 2 donnera U(x, x) < +∞). On suppose don x réurrent et on alule

Px(Nx = +∞). On pose τ
(1)
x = τx et τ

(k+1)
x = inf{n > τ

(k)
x : Xn = x} = τ

(k)
x ◦ θτx .

En appliquant la propriété de Markov forte au temps d'arrêt τx on obtient vu Xτx = x :

Px(τ
(k+1)
x < +∞) = Ex(1τx<∞1{τ (k)x <+∞}◦θτx) = Ex(1τx<∞EXτx

(1{τ (k)x <+∞})) = Ex(1τx<∞)Ex(1{τ (k)x <+∞})).

On obtient don par une réurrene immédiate :Px(τ
(k+1)
x < +∞) = [Px(τx < ∞)]k+1. Or Nx =

1{X0=x} +
∑∞

k=1 1{τkx<+∞} don

U(x, x) = 1 +

∞∑

k=1

ρ(x, x)k.

En partiulier si ρ(x, x) = 1 on obtient bien l'in�ni et plus par intersetion roissante Px(Nx =

+∞) = Px(∀kτkx < +∞) = limk→∞Px(τ
(k+1)
x < +∞) = 1. Cei onlut l'équivalene du 1.

2/ De plus si ρ(x, x) < 1, on obtient U(x, x) = 1
1−ρ(x,x)

, omme annoné en 2. Cei onlut la

preuve de l'équivalene du 1 et des formules du 2 (la première formule en ombinant ave 3.) On voit

aussi que x transitoire implique U(x, x) < +∞ don Px(Nx = ∞) = 0 (sinon un alul d'intégrale

donnerait U(x, x) = +∞) don Px(Nx = ∞) < 1 et la ontraposé de e qu'on vient de montrer

donne que x est transitoire. Cei onlut la preuve du 2.

1b/ On reprend la preuve des assertions du 1. Si y = x et x réurrent, on vient de voir Px(Nx =
∞) = 1 = ρ(x, x). On applique de nouveau la propriété de Markov forte pour y 6= x :

Py(Nx = ∞) = Ey(1τx<∞1Nx=∞ ◦ θτx) = Ey(1τx<∞)Px(Nx = ∞) = Ey(1τx<∞)

la dernière égalité vient de x réurrent.

1/Si x réurent on a U(x, x) = +∞ et la formule du 3 donne U(y, x) = ρ(y, x)U(x, x) et si

y  x, don ρ(y, x) > 0 don U(y, x) = +∞.
1d/ De même, on peut supposer que y 6= x, on applique de nouveau la propriété de Markov forte

après avoir remarqué que {Nx < ∞} ⊃ {τy < ∞, τx ◦ θτy = +∞} orrespondant à la stratégie d'aller

en y et ne plus revenir en x e qui garantit un nombre �ni de passages en x (avant d'atteindre y).
Don si x réurent

0 = Px(Nx < ∞)) ≥ Ex(1{τy<∞}1{τx=+∞} ◦ θτy) = Px(τy < ∞))Py(τx = ∞)

don si x  y le premier terme est positif et don Py(τx = ∞) = 0 soit ρ(y, x) = Py(τx < ∞) = 1
et don y  x. Don U(x, y) = ρ(x, y)U(y, y) ≥ ρ(x, y) > 0 et de même U(y, x) > 0 don soit n,m
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ave P n
x,y > 0, Pm

y,x > 0, don :

U(y, y) =

∞∑

k=0

P k
y,y ≥

∞∑

k=0

Pm
y,xP

k
x,xP

n
x,y = Pm

y,xU(x, x)P n
x,y = +∞

don on trouve y réurrent. De là l'assertion préédente montre Px(Ny = +∞) = ρ(x, y) et on a vu

ρ(x, y) = 1 (par symétrie y/x. Cei onlut la preuve du 1.

4/ la relation de ommuniation entre états est évidemment symétrique et ré�exive, elle est aussi

transitive (ar la relation de onnexion à partir de laquelle elle est dé�nie est lairement transitive).

C'est don une relation d'équivalene qui partage don E en lasse d'équivalene, qui sont par dé�ni-

tion des omposantes irrédutibles. Par 1/ dés qu'un membre d'une lasse d'équivalene est réurrent,

tous les autres le sont. Don de même si un membre est transitoire, tous les autres le sont. Par 1.

enore, les lasses réurrentes sont loses ar si x réurrents et x y , on a vu que x, y sont dans la

même lasse. D'où la déomposition de R en Ri.

En�n par 1. si y réurrent Px(Ny < +∞) = 1 si et seulement si ρ(x, y) = 0 soit si et seulement si x
n'est pas onneté à y. Si un état transitoire n'est onneté à auun état réurrent (soit x 6∈ Ta) alors

Px(Ny < +∞) = 1 pour tout y réurrent. Si maintenant y transitoire on a U(y, y) < +∞ et par 3

U(x, y) = ρ(x, y)U(y, y) < +∞ don Px(Ny < +∞) = 1 (sans quoi U(x, y) ≥ Px(Ny = +∞)∞ serait

in�ni). Dans tous les as on a bien Px(Ny < +∞) = 1 omme voulu. Et ei pour tout y entraîne

aussi réiproquement que x n'est relié à auun réurrent. Ta et Tf forment bien une partition de T .

4 Mesures invariantes

On herhe à déterminer la loi assymptotique de Xn quand n → ∞. Il se trouve qu'elle va être

reliée au temps moyen passé sur haque sommet et qu'elle va don nous donner aés à un moyen de

aluler e temps.

Dé�nition 25. Soit (Xn)n≥0, une haîne de Markov de matrie de transition P sur E. Une mesure

µ sur E est une mesure invariante si dès que X0 a loi µ, X1 a aussi loi µ (et don Xn a loi µ pour

tout n) : 'est-à-dire si :

∀x ∈ E, µ({x}) =
∑

y∈E
µ({y})Py,x.

Remarque 8. Lorsque E est �ni on obtient un système linéaire à |E| inonnus et le même nombre

d'équations qu'il est faile de résoudre.

On rappelle qu'une haîne de Markov est dite irrédutible réurrente si elle est irrédutible et que

sa seule lasse d'équivalene est omposée d'états réurrents.

Théorème 51 (des mesures invariantes). 1. Toute haîne de Markov irrédutible réurrente ad-

met une mesure invariante non nulle.

2. Si µ1, µ2 sont deux mesures invariantes non nulles sur une haîne de Markov irrédutible

réurrente, alors il existe c > 0 tel que µ1 = cµ2.

3. Pour une haîne de Markov irrédutible réurrente on a deux possibilités.

(a) Soit toutes les mesures invariantes véri�ent µ(E) = +∞ et dans e as pour tout x ∈ E :

Ex(τx) = +∞. On dit alors que la haîne est réurrente nulle. De plus, on a pour tout

y ∈ E :

1

n

n∑

k=0

1{Xk=x} → 0,Py − p.s.
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(b) Soit il existe une unique mesure de probabilité invariante π et alors pour tout x ∈ E :

Ex(τx) =
1

π({x}) .On dit alors que la haîne est réurrente positive.De plus, on a pour tout

y ∈ E :

1

n

n∑

k=0

1{Xk=x} → π({x}),Py − p.s.

Remarque 9. On utilise le théorème pour aluler Ex(τx) à partir de π, que l'on obtient en résolvant

une équation, rarement l'inverse.

En général, on n'a pas

lim
n→∞

Px(Xn = y) →n→∞ µ({x})
ave µ mesure invariante. C'est vrai ave µ la probabilité invariante quand la haîne est irrédutible

réurrente positive et APERIODIQUE, 'est à dire que pour un x ∈ E (de façon équivalent pour

tout x ∈ E) pgcd(n ≥ 1 : P n
x,x > 0) = 1.

Dé�nition 26. Soit (Xn)n≥0, une haîne de Markov de matrie de transition P sur E. Une mesure

µ sur E est une mesure réversible si

µ({y})Py,x = µ({x})Px,y.

Remarque 10. Il est faile de voir qu'une mesure réversible est invariante. Mais 'est une ondition

plus restritive à véri�er, la réiproque est fausse.

4.1 Preuve faultative (et admise en ours) du théorème d'existene 51

1. Par réurrene, on sait τx < ∞ o.s. On peut don dé�nir la mesure

µx({y}) = Ex(
τx∑

k=1

1{Xk=y}) = Ex(
τx−1∑

k=0

1{Xk=y}).

Montrons que µx est invariante.

On note d'abord que par Markov faible au temp k − 1 vu {τx ≥ k} = {τx ≤ k − 1}c ∈ Fk−1, on

a :

Ex(1{Xk=y,τx≥k,Xk−1=z}) = Ex(E(1{Xk=y}|Fk−1)1{τx≥k,Xk−1=z}) = P (z, y)Ex(1{τx≥k,Xk−1=z}). (4.4)

On utilise Fubini-Tonelli à la première ligne

µx({y}) = Ex(
+∞∑

k=1

1{Xk=y,τx≥k}) =
+∞∑

k=1

Ex(1{Xk=y,τx≥k})

=
+∞∑

k=1

∑

z∈E
Ex(1{Xk=y,τx≥k,Xk−1=z})

=
∑

z∈E

+∞∑

k=1

P (z, y)Ex(1{τx≥k,Xk−1=z})

=
∑

z∈E
P (z, y)Ex(

τx∑

k=1

1{Xk−1=z}) =
∑

z∈E
P (z, y)Ex(

τx−1∑

k=0

1{Xk=z})

=
∑

z∈E
P (z, y)µx({z})
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En deuxième ligne on a introduit une partition de Ω, puis en troisième ligne utilisé le fait préédent.

Ensuite, on reprend les aluls à l'envers. La dernière ligne est exatement l'invariane.

2/ Pour montrer l'uniité, on montre que toute mesure invariante ν véri�e ν({y}) = ν({x})µx({y})
('est possible ar par dé�nition de τx, µx({x}) = 1

On voit d'abord par réurrene sur p :

ν({y}) ≥ ν({x})Ex

inf(τx−1,p)∑

k=0

1{Xk=y} (4.5)

si x = y 'est évident ar ν({y}) = ν({x})µx({x}). On prend x 6= y. Le as p = 0 est évident ar

Ex(1{X0=y}) = 0 ≤ ν({y})
Si 'est vrai au rang p, on érit l'invariane et l'hypothèse de réurrene

ν({y}) =
∑

z∈E
ν({z})P (z, y)

≥
∑

z∈E
P (z, y)ν({x})Ex(

inf(τx−1,p)∑

k=0

1{Xk=z})

=
∑

z∈E
P (z, y)ν({x})

p∑

k=0

Ex(1{Xk=z,τx−1≥k})

=
∑

z∈E
ν({x})

p∑

k=0

Ex(1{Xk=z,Xk+1=y,τx−1≥k})

= ν({x})
p∑

k=0

Ex(1{Xk+1=y,τx−1≥k})

= ν({x})Ex(

inf(τx−1,p)∑

k=0

1{Xk+1=y})

= ν({x})Ex(

inf(τx,p+1)∑

k=1

1{Xk=y})

= ν({x})Ex(

inf(τx−1,p+1)∑

k=0

1{Xk=y})

A la quatrième ligne on utilise (4.4), puis une partition après Fubini-Toneli, en�n un hangement

d'indie à l'avant dernière ligne et à la dernière ligne τx < ∞ p.s. don X0 6= yPx p.s et Xτx 6= yPx.

Cela termine la réurrene et par onvergene monotone, on prend la limite p → ∞ et on obtient :

ν({y}) ≥ ν({x})Ex

τx−1∑

k=0

1{Xk=y} = ν({x})µx({y}) (4.6)

Un réurrene évidente montre que ν, µx sont invariantes pour P n
.

On peut don érire :

ν({x}) =
∑

y∈E
ν({y})P n(y, x) ≥

∑

y∈E
ν({x})µx({y})P n(y, x) = ν({x})µx({x}) = ν({x}).
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Comme on a inégalité terme à terme, on a égalité partout soit : ν({y})P n(y, x) = ν({x})µx({y})P n(y, x)
mais pour tout y il existe n ave P n(y, x) 6= 0 par irrédutibilité, don ν({y}) = ν({x})µx({y}).
CQFD.

3/ On voit par Fubini-Toneli et une partition :

µx(E) =
∑

y∈E
Ex(

τx−1∑

k=0

1{Xk=y}) = Ex(

τx−1∑

k=0

∑

y∈E
1{Xk=y}) = Ex(

τx−1∑

k=0

1) = Ex(τx)

Don soit il existe un mesure invariante in�nie et alors µx(E) = Ex(τx) = +∞ soit il existe une

mesure �nie et l'unique proba π est obtenue en normalisant π = µx/Ex(τx) et don Ex(τx)π({x}) = 1
omme annoné.

Il reste à voir les onvergenes des moyennes en appliquant la LGN. Donnons juste l'idée de

preuve. On voit que τ
(k)
x de la setion (3.2) véri�e que Tk = τ

(k)
x − τ

(k−1)
x sont i.i.d sous Px de loi elle

de τx. Par la LGN on a

lim
k→∞

τ
(k)
x

k
= Ex(τx).

Soit Nn(x) =
∑n

k=0 1{Xk=x} alors on voit par dé�nition que τ
Nn(x)
x ≤ n < τ

Nn(x)+1
x , par réurrene,

on a Nn(x) → ∞, don par omparaison :

lim
n→∞

τ
Nn(x)
x

Nn(x)
= lim

n→∞

n

Nn(x)
= lim

n→∞

τ
Nn(x)+1
x

Nn(x) + 1
= Ex(τx).

Vu la relation entre Ex(τx) = µx(E) ela onlut dans les deux as. Le as y 6= x ne hange que τ (1)

et est don similaire.

5 Le as des espaes d'états �nis en détail.

Tout se simpli�e sur les espaes d'états �nis, on sait dérire toutes les mesures invariantes et la

lassi�ation ne ontient pas d'états transitoires fuyant à l'in�ni ni de lasse réurrente nulle. Le

théorème suivant résume la situation. On fait ensuite un exemple omplet :

Théorème 52. Soit E un espae d'état �ni et (Xn) ∼ CM(E, µ, P ).

1. L'ensemble R des états réurrents est non-vide et toute lasse irrédutible réurrente est ré-

urrente positive. De plus Tf = ∅ et P (TR < ∞) = 1 ou TR = inf{n ≥ 1 : Xn ∈ R}.
2. Une lasse irrédutible est lose si et seulement si elle est réurrente. Autrement dit, les lasses

irrédutibles dont auune �èhe ne sort est réurrente, sinon, les autres sont transitoires. Un

état x est transitoire si et seulement si il existe un état y tel que x y et y 6 x.

3. Les mesures invariantes ne hargent pas les états transitoires. Si R1, ..., Rr sont les lasses de

réurrenes, haque Ri porte une unique mesure de probabilité invariante µi qui est l'unique

veteur propre à oordonnées positives et valeur propre 1 de la matrie transposée P T
restreinte

à Ri. Toute mesure invariante est de la forme

∑r
i=1 αiµi, αi ≥ 0.

Le seond point montre que la lassi�ation des états ne dépend que de la onnetivité du graphe

et pas des poids.
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Démonstration. 1/ Pour y ∈ T transitoire, U(x, y) =
∑∞

k=0 P
k
x,y ≤ U(y, y) < ∞ don limk→∞ P k

x,y = 0
Or

∑
y∈R P k

x,y +
∑

y∈T P k
x,y = 1 et la somme étant �nie on obtient

Px(Xk ∈ R) =
∑

y∈R
P k
x,y →k→∞ 1.

D'où vu {Xk ∈ R} ⊂ {Xk+1 ∈ R}, on a Px(TR < ∞) = Px(∃k,Xk ∈ R) = limk→∞Px(Xk ∈ R) =
1 don R est non vide. D'après le théorème 51, les lasses irrédutibles réurrentes possèdent une

mesure invariante, néessairement �nie (vu le nombre �ni d'états), don es lasses sont réurrentes

positives. Le fait que Px(TR < ∞) pour tout x implique Tf = ∅. Par ombinaison linéaire �nie, on

déduit Pµ(TR < ∞) = 1.
2/ Pour tout y omme Py(TR < ∞), il existe x ∈ R ave y  x. Si y réurrent on a vu au

théorème 50 1., que x  y et réiproquement si x  y le même théorème donne y réurrent. Don

par ontraposé, y est transitoire si et seulement si il existe x (en fait réurrent) tel que y  x et

x 6 y, omme voulu. Les deux premiers énonés sont des onséquenes évidentes : on a vu qu'une

lasse irrédutible réurrente est toujours lose et réiproquement, une lasse irrédutible lose ne

ontient pas des y omme i-dessus, don es membres ne sont pas transitoires. Être los revient à

dire qu'auune �èhe ne sort de la lasse.

3/En�n, si y transitoire, alors pour tout x, on a vu en 1. limk→∞ P k
x,y = 0 don pour une mesure

invariante µ({y}) =
∑

x∈E µ({y})P n
x,y →n→∞ 0 don µ({y}) = 0 don une mesure invariante ne

harge pas les états transitoires. En onséquene, toute mesure invariante est ombinaison linéaire

de la normalisation de sa restrition à haque lasse irrédutible réurrente. L'uniité de la mesure

invariante de probabilité restreinte à haque lasse µi vient du théorème 51. En�n l'identi�ation

ave les veteurs propres est direte par la dé�nition.

Exemple 38. On reprend l'exemple 25. Toutes les haînes à deux états ont pour p, q ∈ [0, 1] une

matrie de transition de la forme : P =

(
p 1− p

1− q q

)
.

Son graphe est :

1 2

p q
1− q

1− pSi p 6= 1 6= q, les 2 états se onnetent l'un à l'autre il n'y a qu'une lasse irrédutible réurrente

positive. Pour trouver l'unique mesure de proba invariante, on résout :

µ1 + µ2 = 1, (µ1, µ2)P = (µ1, µ2)

soit µ1p + µ2(1 − q) = µ1, µ1(1 − p) + µ2q = µ2 qui donne µ2 = µ1(1 − p)/(1 − q) don µ1 =
1/(1 + (1− p)/(1− q)) = (1− q)/(2− p− q), µ2 = (1− p)/(2− p− q).

Si p = 1 = q, les deux états sont absorbants, n a 2 lasses irrédutibles réurrentes {1}, {2} et

toute mesure est invariante.

Si p = 1 6= q l'état 1 est absorbant don réurrent (le dira en δ1 est invariant), 2 est onneté à

1 qui n'est pas onneté à 2 don 2 est transitoire. δ1 est don l'unique mesure invariante.

Exemple 39. On reprend l'exemple 26 La matrie de transition est P =




1/3 1/3 1/3
1/2 1/2 0
0 0 1


 .

Son graphe est :

3 1 2

1 1/3 1/2
1/2

1/31/3
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3 est absorbant don réurrent. {1, 2} est une lasse irrédutible. Comme 1 est onneté à 3 mais pas

l'inverse, 1 est transitoire et don 2 aussi. L'unique mesure invariante est don δ3.

Exemple 40. La matrie de transition est P =




1 0 0 0
0 1/2 1/4 1/4
0 0 1/3 2/3
0 0 1/2 1/2


 .

Son graphe est :

1 2 3

4

1 1/2 1/3

1/2 1/2

1/4

1/4

2/3

1 est absorbant don réurrent. {2}, {3, 4} sont les autres lasses irrédutibles. Comme 2 est onneté

à 3 mais pas l'inverse, 2 est transitoire. Comme {2, 3, 4} est los don forme une haîne de Markov

�nie par elle même et qu'elle ontient forément une lasse réurrente, R2 = {3, 4} est une lasse

réurrente (on peut aussi dire qu'il est los irrédutible �ni).

δ1 est une mesure invariante. Trouvons l'unique mesure de probabilité invariante assoiée à

R2 :µ3δ3 + µ4δ4. On doit véri�er µ3/3 + µ4/2 = µ3, 2µ3/3 + µ4/2 = µ4, µ3 + µ4 = 1 soit µ3 =
3µ4/4 = 3/7. On déduit que E3(τ3) = 1/µ3 = 7/3 et de même E4(τ4) = 7/4. On a aussi E1(τ1) = 1.

On applique en�n Markov faible au temps 1 après avoir remarqué que 3, 4 ne reviennent jamais

en 2 : E2(τ2) = E2(τ2(1X1=2 + 1X1=3 + 1X1=4)) = E2(τ2(1X1=2)) = E2(1(1X1=2)) + ∞ = ∞ vu que

E3(τ2) = ∞ puisqu'il n'y pas de retour possible de 3 vers 2.

Exerie 3. Caluler les autres Ei(τj) dans les exemples préédents.

6 Exemple détaillé en �nane : Modèle de Cox, Ross et Ru-

binstein

Nous vous référons au livre Cours de Calul stohastique appliqué à la �nane de Lamberton et

Lapeyre pour plus de détails sur e modèle (version disrète du modèle de Blak et Sholes du dernier

hapitre) et surtout pour un traitement beauoup plus omplet des notions utilisées en �nane et

que nous n'introduisons que sur le as du modèle.

6.1 Un modèle général

En �nane, on onsidère souvent un plaement sans risque à intérêt �xe dont la valeur à l'instant

n est Zn = Y0(1 + r)n si il vaut Y0 à l'instant 0 et gagne un taux d'intérêt r à haque pas de temps.

On onsidère également un plaement risqué de valeur Yn à l'instant n.
On suppose que

Yn+1 = TnYn

ave Tn : Ω → {1 + a, 1 + b} une variable de Bernoulli telle que 0 < 1 + a < 1 + b. a, b sont don

les taux d'intérêt gagnés possibles (dont l'un peut être négatif ou inférieur à r) et Tn − 1 le taux

d'intérêt aléatoire don risqué. On onsidère la �ltration engendrée Fn = σ(T1, ..., Tn−1).
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1. Comme le plaement à taux d'intérêt r est toujours disponible, on regarde Xn = Yn/Zn que

l'on appelle valeur atualisée à l'instant n. On herhe à savoir quand E(Xn+1|Fn) = Xn (on va

expliquer pourquoi 'est une ondition de viabilité du marhé). Or Xn+1 = TnYn/Zn(1 + r) =
XnTn/(1 + r) et Xn est Fn mesurable don

E(Xn+1|Fn) = Xn
E(Tn|Fn)

1 + r
.

Don E(Xn+1|Fn) = Xn si et seulement si E(Tn|Fn) = 1 + r pour tout n. On va voir que

ela fore Xn, Yn à être des suites réurrentes aléatoires de la forme de l'exemple 28, don des

haînes de Markov.

2. On parle d'arbitrage si il y a possibilité d'avoir un gain stritement positif ave une mise nulle

en empruntant/ahetant éventuellement l'atif sans risque. Par exemple, si r ≥ b on vend un

atif risqué (à déouvert) pour une valeur Y0 et on ahète ave le gain de l'atif sans risque. A

la date N , on réupère l'intérêt Y0(1 + r)N sur le marhé sans risque et on paie la valeur YN

de l'atif risqué soit un gain Y0(1 + r)N − YN ≥ Y0[(1 + r)N − (1 + b)N ]. On a don gagné un

montant stritement positif sans mise, don sans risque de perdre de l'argent. De même, on

montre que si r ≤ a, il y a possibilité d'arbitrage (en empruntant sur le marhé sans risque

de quoi aheter l'atif risqué). Un marhé �nanier est dit viable si il n'y a pas de possibilité

d'arbitrage. Ii, ela impose r ∈]a, b[.
3. On suppose maintenant r ∈]a, b[. En �nane, si l'atif atualisé Xn véri�e E(Xn+1|Fn) = Xn

(on dit Xn est une martingale) pour une ertaine loi de probabilité, il est faile de voir qu'il

n'y a pas de stratégie d'arbitrage et que le marhé est (don dit) viable ('est pour nous

la dé�nition que l'on prendra d'un marhé viable). Si en plus, omme i-dessous, il y a une

unique loi (ii pour les Tn) qui permet d'obtenir e résultat, on dit que le marhé est omplet,

et on utilise ette (unique) loi pour aluler des prix et des stratégies (de ouverture pour les

marhés dérivés).

Lemme 53. Le marhé est viable si et seulement si les Tn sont i.i.d de loi

PTn =
b− r

b− a
δ1+a +

r − a

b− a
δ1+b.

Démonstration. Si les Tn sont i.i.d omme indiqué, il su�t de aluler vu que Tn indépendant

de Fn,

E(Tn|Fn) = E(Tn) =
b− r

b− a
(1 + a) +

r − a

b− a
(1 + b) = 1 +

a(b− r) + b(r − a)

b− a
= 1 + r,

omme il fallait d'après le point 1. Réiproquement, si pour tout n E(Tn|Fn) = 1 + r, vu que

Tn = 1 + a1{Tn=1+a} + b1{Tn 6=1+a} = 1 + b+ (a− b)1{Tn=1+a} est de Bernoulli, on voit

r − b = E((a− b)1{Tn=1+a}|Fn).

Don pour tout A ∈ Fn, par (PC) pour l'espérane onditionnelle et le alul i-dessus

P (Tn = 1 + a|A) = E(1A1{Tn=1+a})

P (A)
=

E(1AE(1{Tn=1+a}|Fn))

P (A)
=

(r − b)E(1A)

(a− b)P (A)
=

(r − b)

(a− b)
,

don {Tn = 1 + a}, {Tn = 1 + b} sont indépendants de A don de Fn omme voulu, soit Tn

indépendant de Fn et est de loi souhaitée.
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6.2 Etude du point de vue des haînes de Markov dans un as simple

Exemple 41 (Modèle simple de portefeuille d'ations). Il est utile de onsidérer le as symétrique

r = a+b
2

. Dans e as, on appelle r taux d'atualisation et σ = b−a
2

le oe�ient de volatilité. On

pose ǫn = Tn−(1+r)
σ

∈ {−1, 1}. On a don

Yn = (1 + r + σǫn)Yn−1.

On a don vu que Xn = (1 + r)−nYn est une martingale si et seulement si les ǫn sont i.i.d ave

Pǫn = 1
2
(δ1 + δ−1). En supposant e adre, on voit que Yn est une martingale si et seulement si

r = 0, une sous-martingale (resp. surmartingale) si et seulement si r > 0 (resp. r < 0). Noter que la
ondition 1 + a > 0 revient à |σ| < 1 + r.

On prend Y0 = 1
Comme 'est une suite réurrente aléatoire omme à l'exemple 28, 'est une haîne de Markov.

Les valeurs qu'elle prend sont dans l'espae d'état E = {(1 + r+ σ)k(1 + r− σ)l, k, l ∈ IN} Bien sûr,

l'espae d'état hange beauoup si il existe ou non k, l tel que (1 + r + σ)k(1 + r − σ)l = 1.

1/ Cas ∀k, l(1 + r + σ)k(1 + r − σ)l 6= 1
Dans e as, les états sont dérits par les ouples (k, l) et la somme k+ l augmente de 1 à haque

pas, don haque état est une lasse irrédutible et tous les états sont transitoires.

2/ Cas ∃k, l(1 + r + σ)k(1 + r − σ)l = 1, (1 + r + σ)(1 + r − σ) 6= 1
Sans spéi�er l'espae d'état exatement, on peut tout de même lassi�er partiellement la haîne.

Quel que soit l'état (1+ r+σ)K(1+ r−σ)L on a une proba (1/2)k+l−1
d'arriver en : (1+ r+σ)K(1+

r−σ)L(1+ r+σ)k−1(1+ r−σ)l = (1+ r+σ)K−1(1+ r−σ)L et de même à (1+ r+σ)K(1+ r−σ)L−1

don tous les états sont onnetés à tous les états, il n'y a qu'une lasse irrédutible.

Voyons que tous les états sont transitoires. En prenant le logarithme log(Yn) =
∑n

k=1 log(1 + r+
σǫn) est une marhe aléatoire et

E(log(1 + r + σǫn)) = [log(1 + r + σ) + log(1 + r − σ)]/2 = log((1 + r)2 − σ2)/2 6= 0

par l'hypothèse. Don on est dans le as de l'exemple 36, la loi des grands nombres donne p.s. log(Yn) →
∞ si (1+ r)2−σ2 > 1 soit Yn → +∞p.s. soit p.s. log(Yn) → −∞ si (1+ r)2− σ2 < 1 soit Yn → 0p.s.
Dans les deux as, ela implique que p.s. la haîne ne revient plus en auun état �xé, qui est don

transitoire. On a don une seule lasse irrédutible transitoire.

3. Cas (1 + r + σ)(1 + r − σ) = 1
Alors l'espae d'état E = {(1+r+σ)n, n ∈ ZZ} et on a passage de (1+r+σ)n → (1+r+σ)n+1

ave

proba 1/2 et (1 + r+ σ)n → (1 + r+ σ)n−1
ave proba 1/2 . Comme avant la haîne est irrédutible.

Voyons qu'elle est réurrente.

On alule U((1 + r + σ)n, (1 + r + σ)n) =
∑∞

k=0 P
k
(1+r+σ)n,(1+r+σ)n =

∑∞
k=0 P

k
1,1 vu que la loi de

saut est invariante par translation multipliative. Noter que

P k
1,1 = P (

k∑

n=1

log(1 + r + σǫn) = 0) = P (log(1 + r + σ)

k∑

n=1

ǫn = 0) = P (

k∑

n=1

(ǫn + 1)/2 = k/2)

vu que log(1 + r ± σ) = ± log(1 + r + σ) par l'hypothèse. Or
∑k

n=1(ǫn + 1)/2 est la somme de k
bernoulli indépendante don une loi binomiale (k, 1/2), don la valeur est nulle si k impair, et si

k = 2l on a P (
∑k

n=1(ǫn + 1)/2 = l) = (2l)!
(l!)24l

don :
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U((1 + r + σ)n, (1 + r + σ)n) =

∞∑

l=1

(2l)!

(l!)24l
= +∞.

En e�et par la formule de Stirling n! ∼ e−nnn
√
2πn don

(2l)!
(l!)24l

∼ (2l)2le−2l
√
4πl

l2le−2l(2πl)4l
= 1√

πl
terme général

d'une série divergente (de Riemann) don le ritère des équivalents onlut à la divergene annonée.

On obtient don la réurrene annonée.

Montrons en�n que la haîne est réurrente nulle. En e�et, µ({(1 + r + σ)n}) = 1 dé�nit une

mesure invariante ar µ({(1 + r + σ)n}) = 1/2µ({(1 + r + σ)n−1}) + 1/2µ({(1 + r + σ)n+1}) est

l'équation d'une mesure invariante de notre haîne. C'est une mesure de masse in�nie, don la haîne

est réurrente nulle.

6.3 Introdution aux produits dérivés

Cei prépare au hapitre sur le mouvement brownien ar le modèle i-dessus onverge en loi (des

marginales �ni-dimensionnelles) vers un mouvement brownien géométrique (une fois orretement

normalisé).

1. Les fameux �produits dérivés" intervenant en �nane, parmi les plus simples, sont les options

européennes d'ahat et de vente onstruites sur l'atif risqué Yn. Une option d'ahat (ou

en anglais all) est le droit (mais non l'obligation) d'aheter l'atif à l'instant N au prix

K (l'adjetif européen désigne les options d'ahat-vente à terme, ii l'instant �nal N). Elle

rapporte don la di�érene CN = (YN −K)+ = max(0, YN −K) (puisque si YN −K 6= 0 on

n'a pas intérêt à aheter l'atif omme on a le droit ave l'option). De même, une option de

vente (ou put) au prix K rapporte PN = (K − YN)+ = max(0, K − YN). On appelle valeur

de l'option à l'instant n, l'atif dont la valeur atualisée est une martingale fermée de valeur

à l'instant N , la valeur (atualisée) de l'option (CN ou PN), soit :

Cn = ZnE(
(YN −K)+

ZN
|Fn) = (1+r)n−N

E((YN−K)+|Fn), Pn = (1+r)n−N
E((K−YN)+|Fn).

La probabilité pour laquelle est alulée es valeurs (dans un marhé viable et omplet) est

elle pour laquelle le prix de l'atif atualisé est une martingale.

2. Calulons la �relation de parité all-put" :

Cn − Pn = (1 + r)n−N
E((SN −K)+ − (K − SN)+|Fn) = (1 + r)n−N

E(SN −K|Fn)

= (1 + r)nE(XN |Fn)− (1 + r)n−NK = (1 + r)nXn − (1 + r)n−NK

= Sn −K(1 + r)n−N .

On a utilisé que Xn = Sn(1+ r)−n
est une martingale par hypothèse et la relation élémentaire

(SN −K)+ − (K − SN)+ = SN −K.

3. Calulons �nalement la valeur expliite de Cn dans e modèle 'est à dire

Cn = (1 + r)n−N
E((YnTn...TN−1 −K)+|Fn).

Pour appliquer la proposition 39 puisque Yn et Tn...TN−1 sont indépendants et ln(Tn...TN−1)
est une somme de v.a. de Bernoulli indépendantes de loi pδln(1+a)+(1−p)δln(1+b) ave p = b−r

b−a
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de sorte que

1
ln( 1+b

1+a
)
[ln(Tn...TN−1)− (N − n) ln(1 + a)] est de loi binomiale B(N − n, 1− p) (et

vaut j quand Tn...TN−1 vaut (1+ b)j(1+ a)N−n−j
, N ≥ n+1) et don on alule par transfert

c(n, s) := E((sTn...TN−1 −K)+) =

N−n∑

k=0

Cj
N−np

j(1− p)N−n−j(s(1 + a)j(1 + b)N−n−j −K)+.

On obtient �nalement la formule expliite Cn = (1 + r)n−Nc(n, Yn).
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Chapitre 5

Proessus de Poisson

Nous ontinuons en étudiant un proessus à temps ontinue mais à espae d'état disret (à

valeur entière), le proessus de Poisson. Les temps de saut du proessus modélisent les temps de

désintégration d'atomes radioatifs, les arrivées des appels à un entral téléphonique, et. Nous

ommençons par passer en revue les di�érents points de vue en terme de nombre de désintégration

ayant eu lieu à l'instant t, temps de la n-ième désintégration, ou intervalle de temps entre deux

désintégrations.

1 Dé�nition en terme de proessus de omptage

Dé�nition 27. Un proessus (Nt)t∈IR+ , Nt : (Ω, T , P ) → IR est un proessus de omptage si N :

IR

+ × Ω → IN ∪ {+∞}, est mesurable N(0) = 0 et si il existe un A ∈ T véri�ant P (A) = 1 et pour

tout ω ∈ A, t 7→ Nt(ω) est roissant (soit N p.s. roissant).

Dé�nition 28. Un proessus de omptage (Nt)t∈IR+
est dit :

1. à aroissements indépendants si pour tout t1 < ... < tn Nt1 , Nt2 − Nt1 , ..., Ntn − Ntn−1 sont

indépendants

2. à aroissements stationnaires si pour tout s < t Nt −Ns a même loi que Nt−s.

3. loalement ontinu à droite en probabilité si pour tout t ≥ 0 limh→0+ P (Nt+h −Nt ≥ 1) = 0.

4. p.s. à sauts simples si il existe A mesurable tel que P (A) = 1 et pour tout ω ∈ A, pour tout
t ≥ 0 limh→0Nt+h(ω)−Nt(ω) ≤ 1.(noter que la limite existe p.s. vu que N est p.s. roissant).

Dé�nition 29. Un proessus de omptage (Nt)t∈IR+
est un proessus de Poisson d'intensité λ > 0 si

le proessus est à aroissements indépendants et pour tout t, h > 0 ,Nt+h −Nt est de loi de Poisson

de paramètre λh, soit :

P (Nt+h −Nt = n) = e−λh (λh)
n

n!
, n ≥ 0.

On voit immédiatement qu'un proessus de Poisson est à aroissements stationnaires.

On a aussi :

Lemme 54. Un proessus de Poisson est loalement ontinu à droite en probabilité.

Démonstration. On a P (Nt+h −Nt ≥ 1) = 1− P (Nt+h −Nt = 0) = 1− e−λh →h→0+ 0.

Lemme 55. Le proessus de Poisson est p.s. à sauts simples. De plus pour tout t il n'a p.s. qu'un

nombre �ni de saut sur [0, t].
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Démonstration. Par intersetion dénombrable d'évènement de proba 1 obtenu par stationnarité, il

su�t de voir que la restrition en temps à [0,1℄ véri�e la même propriété. On pose

Ac = ∩nBn

ave Bn = {∃j ∈ [[1, 2n]] : Nj/2n −N(j−1)/2n ≥ 2} Alors la suite des Bn est déroissante (par roissane

de N) et par stationnarité :

P (Bn) ≤
2n∑

j=1

P (N1/2n ≥ 2) = 2n
∞∑

k=2

(λ/2n)k

k!
e−λ/2n ≤ 2n

∞∑

k=0

(λ/2n)k+2

k!
e−λ/2n = 2n(λ/2n)2 →n→∞ 0

d'où P (Ac) = limP (Bn) = 0 de plus si ω ∈ A ∃n, ∀j ∈ [1, 2n] : Nj/2n −N(j−1)/2n ≤ 1 e qui empèhe

auun saut plus grand que 1 et un nombre in�ni de saut sur [0, 1] (il y a un n ave au plus 2n

sauts).

Théorème 56. Un proessus de omptage (Nt)t∈IR+
('est-à-dire un proessus p.s. roissant à valeur

entière partant de N0 = 0) est un proessus de Poisson si et seulement si il véri�e les 4 onditions :

1. il est à aroissements stationnaires et indépendants,

2. il est non trivial (à savoir, non p.s. nul soit ∃t > 0P (Nt > 0) > 0),

3. il est loalement ontinu à droite en probabilité : pour tout t ≥ 0 limh→0+ P (Nt+h−Nt ≥ 1) = 0.

4. il est p.s. à sauts simples : il existe A mesurable tel que P (A) = 1 et pour tout ω ∈ A, pour
tout t ≥ 0 limh→0Nt+h(ω)−Nt(ω) ≤ 1.

Alors, l'intensité du proessus est donnée par la limite suivante qui existe :

lim
h→0+

1

h
P (Nh = 1) = λ > 0.

Démonstration. On a déjà vu qu'un proessus de Poisson véri�ait les 4 onditions et

1
h
P (Nh = 1) =

λe−λh
tend bien vers λ.

Considérons don N un proessus véri�ant les 4 onditions. Soit p(h) = P (Nh ≥ 1) On a par

stationnarité p(h) = P (Nt+h − Nt ≥ 1). On sait qu'il existe h ave p(h) > 0 par non trivialité et la

ondition de ontinuité dit que p(h) →h→0+ 0.

1. Montrons d'abord que p(t) = 1− e−λt
ave λ > 0.

En e�et, par roissane des inréments on a f(t + s) := 1 − p(t + s) = P (Nt+h = 0) =
P (Nt+h −Nh = 0 et Nh = 0) et par indépendane puis stationnarité :

f(t+ s) = P (Nt+h = 0) = P (Nt+h −Nh = 0)P (Nh = 0) = f(t)f(s).

Maintenant, obtenir la formule pour f est un exerie d'analayse standard on érit f(h) =
e−λh < 1 donné par P (Nh) > 0, e qui implique λ > 0. Par multipliativité pour p entier

f(ph) = e−pλh
puis pour p,q entier f(ph/q)q = f(ph) don f(th) = e−tλh

pour t rationnel.
En�n, par multipliativité, et ontinuité à droite de f en 0, f est ontinue à droite en tout

point, et en prenant tn ∈ lQ déroissante ave tn → t on obtient à la limite f(th) = e−tλh. Cei
donne la formule pour p(t).
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2. Pour tout intervalle ]a, b], l'évènement, Ia,b = {Na < ∞ et Nb = +∞}, disant que Nt a une

in�nité de sauts dans ]a, b] est de probabilité nulle.

Sinon en prenant c = (a+ b)/2 on voit que Ia,b = Ia,c ∪ Ic,b et par l'hypothèse de stationnarité
P (Ia,c) = P (Ic,b) et omme les deux dépendent des aroissements ils sont indépendants

mais de plus ils sont disjoints vu la ondition Nb = +∞ inompatible ave Nb < ∞ soit

1 − P (Ia,b) = (1 − P (Ia,c))
2 = (1 − P (Ia,b)/2)

2 = 1 + P (Ia,b)
2/4 − P (Ia,b) soit P (Ia,b) = 0

omme voulu.

3. Soit t > 0 �xé. Ac = ∩nBn ave Bn = {∃j ∈ [1, 2n] : Njt/2n − N(j−1)t/2n ≥ 2} Montrons que

P (A) = 1. En e�et, pour ω �xé (dans un ensemble de proba 1), il y a au plus m sauts dans

[0, t] par le point préédent et auun saut double, don on a une distane minimale entre 2

sauts et don il existe n minimal ave 1/2n entre 2 sauts don ω ∈ Bc
n ⊂ A.

4. Montrons que Nt suit la loi de Poisson de paramètre λt. Soit Xk = Ntk/n−Nt(k−1)/n, 1 ≤ k ≤ n
sont i.i.d à valeurs entières par hypothèse. Soit Yk = 1{Xk≥1} et Sn = Y1+ ...+Yn de sorte que

Sn ≤ Nt. Soit A l'ensemble obtenu à la question préédente, omme {Sn 6= Nt} = {∃jXj ≥ 2}
(ar l'égalité Sn = Nt équivaut à l'égalité de tous les termes des sommes qui les dé�nissent

Xk = Yk vu que la di�érene est positive et qu'une somme de termes positifs est nulle si et

seulement si ils sont tous nuls). On en déduit que sur A pour n assez grand on a S2n = Nt.

Don S2n → Nt p.s. don en loi.

Or Yk est de loi de Bernoulli p(t/n)δ1 + (1 − p(t/n))δ0, don de fontion aratéristique

p(t/n)(eit − 1) + 1. Par indépendane la fontion aratéristique de Sn est

[(1− e−λt/n)(eit − 1) + 1]n = exp(n ln((1− e−λt/n)(eit − 1) + 1) →n→∞ exp(λt(eit − 1))

C'est bien la fontion aratéristique d'une loi de Poisson, don par le théorème de Paul Lévy,

la limite en loi Nt est bien de loi de Poisson de paramètre λt.

L'appliation suivante est plus simple à véri�er en pratique :

Corollaire 57. Un proessus de omptage (Nt)t∈IR+
('est-à-dire un proessus p.s. roissant à valeur

entière partant de N0 = 0) est un proessus de Poisson si et seulement si il véri�e les 3 onditions :

1. il est à aroissements stationnaires et indépendants,

2. il est non trivial (à savoir, non p.s. nul soit ∃t > 0P (Nt > 0) > 0),

3. On a limh→0+
P (Nh≥2)

h
= 0.

Démonstration. exo : f TD

Lemme 58. Un proessus de Poisson (Nt)t∈IR+
admet une modi�ation ontinue à droite qui est un

proessus de Poisson de même intensité Yt : i.e. pour tout t P (Yt = Nt) = 1.
Plus préisément Yt = Nt+ := infh>0Nt+h est ette modi�ation.

On ne onsidérera don à partir de maintenant que des proessus de Poisson p.s.

ontinus à droite (On peut l'ajouter si on veut à la dé�nition).

Démonstration. D'abord, Nt ≤ Yt ≤ Nt+h, don {Yt 6= Nt} ⊂ {Nt+h 6= Nt} = {Nt+h − Nt ≥
1} don P (Yt 6= Nt) ≤ P (Nt+h − Nt ≥ 1) →h→0 0 don Yt = Nt p.s. omme voulu. (Attention

l'égalité p.s. est à t �xé et pas pour tout t à la fois). Voyons que Yt est un proessus de Poisson. Les
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inréments Yt1 , Yt2 −Yt1 , ..., Ytn −Ytn−1 sont p.s. la limite de Nt1+h, Nt2+h−Nt1+h, ..., Ntn+h−Ntn−1+h

don la limite en loi de es variables qui sont indépendantes, en utilisant le théorème de Paul Lévy

et la aratérisation de l'indépendane, on a Yt1 , Yt2 − Yt1 , ..., Ytn − Ytn−1 indépendant, soit Yt à

aroissements indépendants et e sont aussi des variables de Poisson.

2 Dé�nition en terme d'inréments, Constrution et Simula-

tion

Comme le proessus de Poisson est à sauts simples en nombre �ni (et même p.s. ontinu à droite)

dans haque intervalle, on peut le dérire de deux façons alternatives. D'abord par la donnée des

instants de sauts. L'instant du n-ième saut est donné par Sn = inf{t : Nt = n}, {Nt ≥ n} = {Sn ≤
t}.

Réiproquement, étant donné une suite roissante Sn ave limn→∞ Sn = +∞, on obtient le pro-

essus

Nt = sup{n ≥ 0 : Sn ≤ t}
Alternativement, on peut aussi onsidérer la suite (Tn) des temps entre 2 sauts ("suite des inter-

arrivées") de sorte que Tn = Sn − Sn−1 (S0 = 0) soit Sn = T1 + ... + Tn.

Le premier résultat pour dérire le proessus de Poisson à partir des suites des temps de sauts et

des inter-arrivées est le suivant :

Proposition 59. Soit Nt un proessus de Poisson d'intensité λ > 0. Soit la suite des inter-arrivées

Tn = Sn − Sn−1 (Sn = inf{t ≥ 0 : Nt = n})
1. (Tn) est formée de variables i.i.d. de loi exponentielle E(λ) soit PTn(dt) = λe−λt1{t>0}dt.

2. Sn suit la loi Gamma de paramètre (n, λ) soit PSn(s) =
sn−1

(n−1)!
λne−λs1{s>0}ds

3. L((S1, ..., Sn)|Nt = n) = STU(n, [0, t]) (statistique d'ordre uniforme sur [0, t]) de densité :

n!

tn
1{0<s1<...<sn<t}(s1, ..., sn).

Exerie 4. Montrer que L((S1, ..., Sn)|Sn+1 = t) = STU(n, [0, t]).

Démonstration. On alule la loi de (S1, ..., Sn). Soit si, hi > 0 ave 0 < s1 < s1+h1 < s2 < · · · < sn <
sn+hn. Calulons la probabilité de An = {S1 ∈ [s1, s1+h1[, S2 ∈ [s2, s2+h2[, · · · , Sn ∈ [sn, sn+hn[}.

On peut réérire An en terme de Nt.

An = {Ns1 = 0, Ns1+h1 = 1 = Ns2 , Ns2+h2 = 2 = Ns2 , · · ·Nsn+hn ≥ n}

puis en terme des inréments indépendants :

An = {Ns1 = 0, Ns1+h1−Ns1 = 1, Ns2−Ns1+h1 = 0, Ns2+h2−Ns2 = 1, Ns3−Ns2+h2 = 0, · · ·Nsn+hn−Nsn ≥ 1}.

Don on obtient en utilisant l'indépendane et la loi de Poisson des inréments :

P (An) = e−λs1e−λh1λh1e
−λ(s2−s1−h1)e−λh2λh2 · · · (1− e−λhn) = e−λsnλn−1h1...hn−1(1− e−λhn)

Si on a une densité f ontinue, on a

1
h1...hn

P (An) =
1

h1...hn

∫ s1+h1

s1
...
∫ sn+hn

sn
f(x1, ...xn) → f(s1, ..., sn).
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En prenant la limite (h1, ..., hn) → 0 ela suggère le andidat de loi P(S1,...,Sn)(ds1, ..., dsn) =
e−λsnλn1{0<s1<...<sn}ds1...dsn. Pour véri�er que 'est bien la loi, on applique le lemme de lasse mono-

tone 1, omme les produits d'intervalles [s1, s1+h1[×[s2, s2+h2[· · ·× [sn, sn+hn[, ave des inégalités
omme avant, sont stables par intersetions �nies dans le simplexe {0 < s1 < s2, ... < sn} et en-

gendrent la tribu borélienne, il su�t que ette loi donne la bonne valeur sur es produits, et un alul

d'intégrale montre que 'est le as. Le hangement de variables linéaire t1 + ...+ tk = sk (de jaobien
1) donne la loi P(T1,...,Tn)(dt1, ..., dtn) = e−λ(t1+...+tn)λn1{0<t1}...1{0<tn}dt1...dtn e qui est la loi de n
variables exponentielles indépendantes.

En intégrant les premières variables, on obtient la densité de Sn :

∫

IR

n−1
ds1...dsn−1e

−λsnλn1{0<s1<...<sn} = e−λsn
λnsn−1

n

(n− 1)!

(on peut par exemple aluler l'air du pavé et diviser par le nombre de permutation permettant de

les ordonner).

Si sn + hn < t, on peut aluler P (An ∩ Nt = n) la dernière ondition Nsn+hn − Nsn ≥ 1 est

remplaée par Nsn+hn − Nsn = 1, Nt − Nsn+hn = 0 d'où P (An ∩ Nt = n) = e−λtλnh1...hn. Don vu

P (Nt = n) = e−λt (λt)
n

n!
on onlut P (An|Nt = n) = n!

tn
h1...hn. Le même raisonnement ave le lemme

de lasse monotone identi�e la densité voulue par un alul d'intégrale évident (pavé pour mesure

uniforme).

Réiproquement, on a le théorème de onstrution suivant, qui montre l'existene du proessus

de Poisson :

Théorème 60. (de onstrution du proessus de Poisson) Soit Tn une suite de variables indépen-

dantes et identiquement distribuées de loi E(λ) soit PTn(dt) = λe−λt1{t>0}dt. Si on pose

Nt = sup{n ∈ IN : T1 + · · ·+ Tn ≤ t}

alors Nt est un proessus de Poisson d'intensité λ.

Remarque 11. Noter que ette onstrution du proessus de Poisson donne un proessus p.s. ontinu

à droite ar sup{n ∈ IN : T1 + · · · + Tn ≤ t} = infh>0 sup{n ∈ IN : T1 + · · · + Tn ≤ t + h}. En
e�et, ≤ est évident ar sup{n ∈ IN : T1 + · · ·+ Tn ≤ t} ≤ sup{n ∈ IN : T1 + · · ·+ Tn ≤ t + h} par

inlusion des ensembles don on peut passer à l'inf. n = infh>0 sup{n ∈ IN : T1 + · · ·+ Tn ≤ t + h},
T1+· · ·+Tn ≤ t+h et en prenant l'inf sur h T1+· · ·+Tn ≤ t, don n ≤ sup{n ∈ IN : T1+· · ·+Tn ≤ t}.

Démonstration. Par onstrution le proessus Nt est un proessus de omptage. Il est p.s. à sauts

simples ar un saut double en t est l'évènement ∪i{T1+ ...+Ti = t, Ti+1 = 0} mais omme la densité

de haque Ti est ontinue P (Ti+1 = 0) = 0.
On alule la loi de Nt en utilisant {Nt ≥ n} = {Sn = T1 + ... + Tn ≤ t} don en utilisant

la distribution Γ obtenue pour la somme de variables exponentielles indépendantes à la préédente

proposition. On obtient la valeur souhaitée pour une loi de Poisson :

P (Nt = n) = P (Sn ≤ t)−P (Sn+1 ≤ t) =

∫ t

0

[
λnsn−1

(n− 1)!
− λn+1sn

n!

]
e−λsds =

∫ t

0

d

[
λnsn

n!
e−λs

]
=

λntn

n!
e−λt.

On onsidère ensuite des inréments pour les temps 0 = s0 < s1 < ... < sn et des entiers jk ∈ IN

dont on nomme les sommes Jk = j1 + ...+ jk.
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On doit dérire la loi des inréments de N à partir des S, on dérit l'évènement onsistant à avoir

jk sauts entre tk−1 et tk de deux façons :

n⋂

k=1

{Nsk −Nsk−1
= jk} = {S1+Jn > sn} ∩

n⋂

k=1

{sk−1 < SJk−1+1 < ... < SJk ≤ sk}

En utilisant le théorème de tansfert et en posant D =
∏

k∈[1,n],jk 6=0{sk−1 < uJk−1+1 < ... < uJk ≤
sk} × {u1+Jn > sn}, on obtient :

P
( n⋂

k=1

{Nsk −Nsk−1
= jk}

)
=

∫
dP(S1,...,SJn+1)(u1, ..., u1+Jn)1D = λJn+1

∫

D

e−λu1+Jndu1...du1+Jn,

en utilisant que la loi des Si est obtenue omme à la proprosition préédente. Par le théorème de

Fubini-Tonelli, il s'agit d'un produit :

P
( n⋂

k=1

{Nsk −Nsk−1
= jk}

)
=

∏

k∈[1,n],jk 6=0

λjk

∫

{sk−1<z1<...<zjk≤sk}
dz1...dzjk × λ

∫

z>sn

e−λzdz.

Don en alulant les intégrales de simplexes on obtient la valeur voulue :

P
( n⋂

k=1

{Nsk −Nsk−1
= jk}

)
=

∏

k∈[1,n],jk 6=0

λjk
(sk − sk−1)

jk

jk!
× e−λsn .

A partir de ette onstrution, la simulation est évidente, il su�t de simuler les temps inter-

arrivées indépendants de lois exponentielles Tn = − log(Un)/λ ave Un obtenu par un générateur de

nombres aléatoires uniformes sur [0, 1]. ( à gauhe intensité 2, à droite intensité 1, on voit que les

temps entre sauts d'espérane 1/2, dans le premier as, sont plus ours) :
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3 Propriété de Markov

La propriété de Markov simple est une onséquene simple de la dé�nition :

Proposition 61 (Markov simple). Soit (Nt)t≥0 un proessus de Poisson d'intensité λ, alors pour

tout u ≥ 0, (Nt+u −Nu)t≥0 est un proessus de Poisson d'intensité λ, indépendant de (Ns)0≤s≤u.

Démonstration. Les inréments du nouveau proessus Nu
t = Nt+u − Nu sont enore des inréments

de l'anien, don ils suivent la loi de Poisson et sont indépendants (si orrespondant à des intervalles

disjoints). Comme 'est bien sûr un proessus de omptage, on obtient que 'est un proessus de Pois-

son, l'indépendane vient de elle des inréments puisque la tribu engendrée par Nu
t est engendrée par

des inréments omme elle de (Ns)0≤s≤u. Par regroupement par paquet, on obtient l'indépendane

voulue.

Dé�nition 30. Un temps d'arrêt par rapport à la tribu du proessus de Poisson Ft = σ(Ns, s ≤ t)
est une variable aléatoire T : Ω → IR+ ∪ {+∞} véri�ant {T ≤ t} ∈ Ft pour tout t ∈ IR+.

Proposition 62 (Propriétés de Markov forte). Soit (Nt)t≥0 un proessus de Poisson d'intensité

λ (p.s. ontinue à droite), alors pour tout temps d'arrêt T onditionnellement sur {T < +∞}, le
proessus (NT+h −NT )h≥0 est un proessus de Poisson d'intensité λ indépendant de T et (NT∧s)s≥0.

Démonstration. On note omme avant Tn les temps inter-arrivées de N .

1/ Rédution au as où T prend un nombre dénombrable de valeurs �nies

On doit montrer que pour h- σ(T, (NT∧s)s≥0)-mesurable, f mesurable bornée, h1, ..., hm :

E(f(NT+h1 −NT , ..., NT+hm −NT )h) = E(f(Nh1, ..., Nhm))E(h).

Il su�t de montrer ela pour h σ(T,NT∧s1 , ..., NT∧sk)-mesurable bornée. En e�et si 'est le as,

on a le résultat pour tout h = 1A dans ette tribu pour tout s1, ..., sk et 'est une lasse stable

par intersetion �nie qui engendre σ(T, (NT∧s)s≥0), don le lemme de lasse monotone 1 onlura à

l'égalité des deux �tés pour tout h = 1A et ensuite par linéarité et en approhant par des fontions

étagées, pour tout h (f demo du théorème de transfert ou du lemme de Doob Dynkin). On �xe

don h σ(T,NT∧s1 , ..., NT∧sk)-mesurable bornée, par le lemme de Doob-Dynkin 4, il s'érit h =
g(T,NT∧s1, ..., NT∧sk) ave g mesurable bornée.

On pose

T (n) =
∑

k∈IN

k

2n
1{2nT∈]k−1,k]} ≥ T (n+1) ≥ T.

C'est une suite déroissante de temps d'arrêts qui onverge vers T , p.s.. En e�et, la limite T est par

onstrution et théorème des gendarmes vu T (n) ≤ T + 1
2n
. De plus, T (n)

est bien un temps d'arrêt ar

{T (n) ≤ t} = ∪k{T (n) ≤ t, 2nT ∈]k− 1, k]} = ∪k{k ≤ t2n, 2nT ∈]k− 1, k]} = ∪k≤t2n{2nT ∈]k− 1, k]}
et haque terme est dans Fk/2n ⊂ Ft.

Comme N est p.s. ontinu à droite, on déduit : NT (n)∧s1 → NT∧s1 p.s. et NT (n)+hm
− NT (n) →

NT+hm−NT p.s. Comme les fontions i dessous sont mesurables bornées, on déduit du TCD (dominé

par des onstantes) que :

E(f(NT (n)+h1
−NT (n) , ..., NT (n)+hm

−NT (n))g(T (n), NT (n)∧s1, ..., NT (n)∧sk))

= E(f(Nh1 , ..., Nhm))E(g(T (n), NT (n)∧s1, ..., NT (n)∧sk))

→n→∞ E(f(NT+h1 −NT , ..., NT+hm −NT )g(T,NT∧s1, ..., NT∧sk))

= E(f(Nh1 , ..., Nhm))E(g(T,NT∧s1, ..., NT∧sk)).
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2/ Cas où T prend un nombre dénombrable de valeurs Soit Yh = NT+h − NT . Yh est un

proessus de omptage p.s. à sauts simples ave un nombre in�ni de sauts, il est don dérit par une

suite de temps de sauts Rn = inf{t : Yt = n}−inf{t : Yt = n−1}, n ≥ 1, {Yt ≥ n} = {R1+...+Rn ≤
t}. La loi de la suite détermine don la loi de Y . On doit montrer que pour h = f(T,NT∧s1, ..., NT∧sk)
ave f mesurable bornée.

Comme {T < +∞} = ∪n≥0{Tn ≤ T < Tn+1} et don en déomposant aussi Ω = ∪a∈T (Ω){T = a},
par σ-additivité des deux �tés, il su�t de voir (pour ri > 0), a ∈ T (Ω) :

E(1{R1≥r1,··· ,Rm≥rm,Tn≤T=a<Tn+1}h) = P (T1 ≥ r1, · · · , Tm ≥ rm)E(1{Tn≤T=a<Tn+1}h).

Or si Tn ≤ T < Tn+1, on a R1 = Tn+1 − T, Tn+m = Rm, m ≥ 2, :

E(1{R1≥r1,··· ,Rm≥rm,Tn≤T=a<Tn+1}h) = E(1{Tn+1≥a+r1,Tn+2≥r2,··· ,Tn+m≥rm,Tn≤T=a}f(a,Na∧s1 , ..., Na∧sk))

Or les Tn sont indépendants et i.d. de loi exponentielle et si Tn ≤ a < Tn+1, Na = n, don Na∧si =
sup{k ≤ n, T1+...+Tk ≤ a∧si} est σ(T1, .., Tn)mesurable. De même {T = a} est Fa = σ(Na∧s, s ≥ 0)-
mesurable don σ(T1, .., Tn) mesurable. En utilisant l'indépendane et la distribution, on obtient :

E(1{R1≥r1,··· ,Rm≥rm,Tn≤T=a<Tn+1}h) = e−λ(a+r1)P (T2 ≥ r2, · · · , Tm ≥ rm)E(1{Tn≤T=a}f(a,Na∧s1, ..., Na∧sk))

e qui vaut aussi en utilisant les lois exponentielles et la même indépendane :

E(1{R1≥r1,··· ,Rm≥rm,Tn≤T=a<Tn+1}h)

= P (Tn+1 ≥ a)P (T1 ≥ r1, T2 ≥ r2, · · · , Tm ≥ rm)E(1{Tn≤T=a}f(a,Na∧s1 , ..., Na∧sk))

= P (T1 ≥ r1, T2 ≥ r2, · · · , Tm ≥ rm)E(1{Tn≤T=a≤Tn+1}f(a,Na∧s1 , ..., Na∧sk))

e qui est le résultat voulu.

4 Exemples de généralisations

Si on veut utiliser le proessus de Poisson omme modèle, les hypothèses aratéristiques peuvent

sembler restritives.

1. La stationnarité peut être remplaée en remplaçant dans la dé�nition les variables de Poisson

de paramètre λt onstant par eux de paramètre Nt −Ns ∼ P(
∫ t

s
λ(u)du) pour une fontion

intensité instantanée λ(u) > 0. C'est le proessus de Poisson inhomogène.

2. On peut voir le proessus de Poisson omme un proessus pontuel, 'est à dire une variable

aléatoire à valeur mesure : ω 7→ Λ(ω) =
∑∞

i=1 δSi(ω) de sorte que Nt = Λ([0, t]) est la fontion

de répartition aléatoire de ette mesure. C'est le moyen de généraliser le proessus de Poisson

en dimension supérieure (omme mesure aléatoire ou fontion de répartition aléatoire).

3. Si on remplae les sauts exponentiels par des temps d'attente ayant une autre loi, on obtient

un proessus de renouvellement qui peut modéliser des durées de vie aléatoires (par exemple

pour des mahines) et.

4. Si on remplae les sauts toujours de +1 dans le proessus de Poisson, par des sauts quelonques
sur l'espae d'états IN selon une haîne de Markov, on obtient un proessus de Markov à temps

ontinu (et espae d'état disret).

En général, les généralisations préédentes n'ont pas des inréments indépendants. Nous nous onen-

trons sur une généralisation à inréments indépendants. C'est un as partiulier de Proessus de Lévy,

dont le mouvement brownien sera un autre exemple ontinu.
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4.1 Proessus de Poisson omposé

On �xe Nt un proessus de Poisson d'intensité λ > 0 et Yn une suite de variables aléatoires i.i.d,

indépendantes de N . Le proessus :

Y (t) =
Nt∑

k=1

Yk

est appelé proessus de Poisson omposé.

On alule sa fontion aratéristique :

Proposition 63. Le proessus Y est un proessus stationnaire à aroissements indépendants de loi

donnée par la fontion aratéristique :

ΦY (t)(x) = eλt(ΦY1
(x)−1).

Démonstration. On note juste ΦY = ΦYl
. Soit n0 = t0 = 0 ≤ t1 ≤ ... ≤ tn

E
(
ei

∑m
k=1 xk(Y (tk)−Y (tk−1))

)
=

∑

n1≤...≤nk

E
(
e
i
∑m

k=1 xk(
∑nk

l=nk−1+1 Yl)
∣∣Nt1 = n1, ..., Ntk = nm

)
P (∀i ≤ mNti = ni)

et par indépendane des Yl et de N , 'est égal à :

∑

n1≤...≤nk

E
(
e
i
∑m

k=1 xk(
∑nk

l=nk−1+1 Yl)
)
P (∀i ≤ mNti = ni) =

∑

n1≤...≤nk

m∏

k=1

(ΦY (xk))
nk−nk−1e−λtm

∏

i≤m

(λ(ti − ti−1))
ni−n

(ni − ni−1)!

e qui donne en sommant les séries de l'exponentielle :

E
(
ei

∑m
k=1 xk(Y (tk)−Y (tk−1))

)
=
∏

k≤m

e(ΦY (xk)−1)λ(ti−ti−1).

Cei donne l'indépendane (forme produit) la stationnarité et la loi.
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5 Proessus de Poisson et limites

5.1 Proessus de Poisson omme Limite du Proessus de Bernoulli

On rappelle le proesuus de Bernoulli de l'exemple 27 de paramètre p. C'est la haîne de Markov

sur IN de matrie de transition Pn,n = (1− p), Pn,n+1 = p.

Proposition 64. SOit λ > 0 et pk ∈]0, 1[ une suite de nombres telles que kpk →k→∞ λ. Soit Bk
n un

proessus de Bernoulli de paramètre pk, et Nt un proessus de Poisson d'intensité λ. Alors pour tout
0 ≤ t1 ≤ ... ≤ tn, (B

k
⌊t1k⌋, · · · , Bk

⌊tnk⌋) onverge en loi pour k → ∞ vers (Nt1 , · · · , Ntn)

Démonstration. D'abord, par hangement de variable, il su�t de montrer que les inréments

(Bk
⌊t1k⌋, B

k
⌊t2k⌋−Bk

⌊t1k⌋, · · · , Bk
⌊tnk⌋−Bk

⌊tn−1k⌋) onvergent en loi vers (Nt1 , Nt2 −Nt1 , · · · , Ntn −Ntn−1).

Par la onstrution de la proposition 44, Bk
l =

∑l
n=1Xn ave Xl i.i.d Bernoulli B(pk). Les

inréments sont don indépendants omme à la limite, et il su�t, par le théorème de Paul Lévy,

de voir que ΦBk
⌊tnk⌋−Bk

⌊tn−1k⌋
(ξ) → ΦNtn−Ntn−1

(ξ).

Mais par indépendane

ΦBk
⌊tnk⌋−Bk

⌊tn−1k⌋
(ξ) = ΦX1(ξ)

⌊tnk⌋ −Bk
⌊tn−1k⌋)

= exp(ln(1 + (eiξ − 1)pk)(⌊tnk⌋ − ⌊tn−1k⌋)) → exp((eiξ − 1)(tn − tn−1)λ)),

ar par enadrement pk(⌊tnk⌋ − ⌊tn−1k⌋) ∈ [pk(tn − tn−1)k − 2pk, pk(tn − tn−1) + −2pk] et les deux
bornes tendent vers (tn − tn−1)λ.

5.2 Cas limite du proessus de Poisson

On peut aussi appliquer la loi des grands nombres et le TC au proessus de Poisson pour retrouver

λ et onstruire un mouvement brownien. Comme on va le voir, e sera un proessus à inréments

indépendants, don il su�ra de voir la limite des lois unidimensionnelles :

Proposition 65. Soit Nt un proessus de Poisson d'intensité λ alors Nt/t → λ p.s. et

√
t(Nt/t −

λ) →L N (0, λ).

Démonstration. Il su�t d'appliquer LGN et TCL aux inréments indépendants en remarquant que

espérane et variane sont λ pour un loi de Poisson de paramètre λ.
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Chapitre 6

Introdution au mouvement Brownien :

Appliation au modèle de Blak et Sholes

1 Dé�nition et propriétés fondamentales du mouvement Brow-

nien

Dé�nition 31. Un proessus gaussien entré (Bt)t∈IR+ , Bt : (Ω, T , P ) → IR est un mouvement

brownien (standard) si il existe A ∈ T ave P (A) = 1 tel que pour tout ω ∈ A, t 7→ Bt(ω) est

ontinue et si il est de ovariane E(BsBt) = min(s, t).

Remarque 12. On rappelle que, pour véri�er qu'un proessus est gaussien, il faut véri�er que (Bt1 , ..., Btn)
est un veteur gaussien pour tout (t1, ..., tn). Pour véri�er qu'il est entré, on doit véri�er E(Bt) = 0. Il
n'est pas évident que le mouvement brownien existe ('est-à-dire que l'on peut onstruire le proessus

gaussien i-dessus ave toutes ses trajetoires ontinues. On l'admettra.

Par ailleurs, ertains appellent x+ µt+ σBt aussi mouvement brownien (non standard), partant

de x, ave dérive µ et variane σt. Nous n'utiliserons que des mouvements browniens standards.

Théorème 66. Un proessus (Bt)t∈IR+
est un mouvement brownien si et seulement si il véri�e

� (ontinuité p.s. ) Il existe A ∈ T ave P (A) = 1 tel que pour tout ω ∈ A, t 7→ Bt(ω) est

ontinue

� (aroissements indépendants) Pour tout n et tout t1 < ... < tn Bt1 , Bt2 − Bt1 , ..., Btn − Btn−1

sont indépendants

� (Aroissements gaussiens stationnaires) Pour tout s < t Bt − Bs ∼ N (0, t− s).

Preuve : Si Bt véri�e les hypothèses, (Bt1 , Bt2 −Bt1 , ..., Btn −Btn−1) est un veteur gaussien (suite

de variables indépendantes gaussiennes), don par transformation linéaire (Bt1 , Bt2 , ..., Btn) est un

veteur gaussien, don (Bt) est un proessus gaussien (entré ar haque Bt est supposé entré).

Comme en plus, il est ontinu, 'est un mouvement brownien si il a la bonne ovariane, et en e�et,

si s < t

E(BtBs) = E((Bt −Bs)Bs) + E(B2
s ) = E(Bt −Bs)E(Bs) + s = s = min(s, t)

en utilisant la variane et l'indépendane. Par éhange de s et t, on a le as général.

Réiproquement, si (Bt) est un mouvement brownien, il est supposé p.s. ontinu et haque

(Bt1 , Bt2 , ..., Btn) est un veteur gaussien don par ombinaison linéaire (Bt1 , Bt2−Bt1 , ..., Btn−Btn−1)
est un veteur gaussien, et il su�t de aluler les ovarianes nulles pour obtenir l'indépendane.
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Or pour i < n, on a

E((Bti − Bti−1
)(Btn − Btn−1)) = E(BtiBtn −Bti−1

Btn − BtiBtn−1 +Bti−1
Btn−1)

= min(ti, tn)−min(ti−1, tn)−min(ti, tn−1) + min(ti−1, tn−1)

= ti − ti−1 − ti + ti−1 = 0

De même Bt − Bs est une variable gaussienne et il ne reste qu'à aluler la variane pour t > s.

E((Bt − Bs)
2) = E(B2

t − 2BsBt +B2
s )

= t− 2s+ s = (t− s).

On a don obtenu toutes les propriétés.

Proposition 67. (Invariane) Si Bt est un mouvement brownien, alors pour λ > 0, (λ−1Bλ2t)t≥0 et

(Bt −Bλ)t≥λ sont des mouvements browniens.

Preuve : La ontinuité est évidente et par ombinaison linéaire on a bien des proessus gaussiens en-

trés, il su�t don de véri�er la ovariane pour le premier E(λ−1Bλ2tλ
−1Bλ2s) = λ−2min(λ2t, λ2s) =

min(t, s). Pour le deuxième on utilise le théorème, omme les inréments (Bt − Bλ)t≥λ sont des

inréments de Bt on trouve l'indépendane et la stationnarité, omme voulu.

1.1 Limite de marhes aléatoires

Soit Sn = X1 + ...+Xn ave Xi i.i.d, E(X1) = 0,E(X2
1 ) = 1. On s'intéresse au hemin k → Sk et

on introduit pour ela une normalisation similaire au TCL pour se ramener à [0, 1].

Sn
t =

1√
n
S⌊nt⌋, t ∈ [0, 1].

Sn
1 est la variable du TCL qui tend vers une variable gaussienne. Le proessus tend vers un proessus

gaussien qui n'est rien d'autre que le mouvement brownien (en loi �ni-dimensionnelle) :

Théorème 68. (Donsker) Pour tout (t1, ..., tm), (S
n
t1
, ..., Sn

tm) onverge en loi vers (Bt1 , ..., Btm) ave
(Bt)t>0 un mouvement brownien.

En fait le meilleur théorème de Donsker établit qu'une variante ontinue linéaire par moreau

onverge en un sens plus fort (en loi sur l'espae des fontions ontinues).

Preuve : Il est équivalent de onsidérer la onvergene en loi des inréments (hangement de va-

riables linéaire) soit pour t1 < ... < tm (Sn
t1
, Sn

t2
− Sn

t1
, ..., Sn

tm − Sn
tm−1

). Or par regroupement par

paquets es variables sont indépendantes ar Sn
tm − Sn

tm−1
∈ σ(Xi, i ∈ [⌊tm−1n⌋ + 1, ⌊tmn⌋]) qui

donnent des familles disjointes d'indies don indépendane. De plus Sn
tm − Sn

tm−1
a même loi que√

⌊tmn⌋−⌊tm−1n⌋√
n

S
(⌊tmn⌋−⌊tm−1n⌋)
1 qui onverge don en loi par le TCL vers une N (0, tm − tm−1). En

utilisant l'indépendane (et par exemple les fontions aratéristiques), on obtient que (Sn
t1
, Sn

t2
−

Sn
t1
, ..., Sn

tm − Sn
tm−1

) onverge en loi vers des variables indépendantes ayant même loi que le mouve-

ment brownien.
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1.2 Quelques faits géométriques [faultatifs℄

Le théorème suivant admis donne une idée de l'allure des trajetoires du mouvement brownien

Théorème 69. Soit (Bt)t>0 un mouvement brownien, alors

1. Pour tout ǫ > 0, p.s. sups∈]0,ǫ[Bs > 0 et infs∈]0,ǫ[Bs > 0,

2. sups∈]0,t[Bs a même loi que |Bt|,
3. On a p.s. lim sups→∞Bs = +∞ et lim infs→∞Bs = −∞
4. L'ensemble des trajetoires nulle part dérivables ontient un évènement de probabilité 1.

1.3 Simulation du mouvement brownien

Une première méthode pour simuler le mouvement brownien, soit une disrétisation de elui-i

de la forme (Bt/n, B2t/n, ..., Bt) est d'utiliser la méthode de simulation des veteurs gaussiens de la

setion 2 du hapitre 2. Mais ave le alul de la raine arrée matriielle, e n'est pas très e�ae.

L'avantage est que ela fontionne pour tout proessus gaussien.

Une méthode plus e�ae vient du théorème 66. Il su�t de simuler (Z1, ..., Zn) n variables gaus-

siennes standard i.i.d et de onsidérer

√
t/n(Z1, Z1 + Z2, · · · , Z1 + · · ·+ Zn) ∼ (Bt/n, B2t/n, ..., Bt).
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2 Modèle de Blak et Sholes

Dé�nition 32. Un mouvement Brownien géométrique de taux d'intérêt µ et de volatilité σ est le

proessus (St)t>0 donné par la formule :

St = S0exp

(
(µ− σ2

2
)t+ σBt

)
,

ave (Bt)t>0 un mouvement brownien.

C'est le modèle d'ation proposé par Blak et Sholes.

Remarque 13. Le modèle de Blak et Sholes n'est qu'un modèle �nanier parmi d'autres, partiu-

lièrement simple. On pourrait failement intégrer un taux d'intérêt et une volatilité dépendant du

temps pour améliorer le modèle. Plus fondamentalement, on lui reprohe souvent que les trajetoires

du mouvement brownien géométrique sont ontinues alors que les marhés �naniers ont des sauts

(néessité de proessus de Poisson/Lévy). On reprohe aussi dans la même ligne que les trajetoires

du mouvement brownien sont trop régulières pour représenter qualitativement les marhés �naniers.

La aratérisation du mouvement brownien permet de trouver une propriété aratéristique plus

parlante probabilistiquement :

Proposition 70. Un proessus positif (St)t∈IR+
est un mouvement brownien géométrique si et seule-

ment si il véri�e

� (ontinuité p.s. ) Il existe A ∈ T ave P (A) = 1 tel que pour tout ω ∈ A, t 7→ St(ω) est

ontinue

� (aroissements relatifs indépendants) Pour tout u < t, St/Su est indépendant de la tribu

σ(Sv; v ≤ u).
� (Aroissements stationnaires log-normaux) Pour tout u < t, St/Su est de loi log normale

LN ((µ− σ2

2
)(t− u), σ2(t− u)) , 'est-à-dire de loi :

PSt/Su(ds) =
1

sσ
√

2π(t− u)
exp

(
−
(
ln(s)− (µ− σ2

2
)(t− u)

)2

2σ2(t− u)

)
1]0,∞[(s)ds.

Preuve : Il est faile de voir que les hypothèses se traduisent pour

1
σ

(
ln(St/S0)− (µ− σ2

2
)t
)
sur

les hypothèses du théorème 66 et don qu'il s'agit d'un mouvement brownien (standard) Bt.
Le théorème suivant va être utilisé pour aluler le prix des options assoiées à e modèle. Le

modèle de Blak et Sholes suppose donné un atif sans risque de prix à l'instant t de taux d'intérêt

(instantané) r :

S0
t = exp(rt).

On a le as partiulier suivant du théorème de Girsanov (de hangement de mesure des proessus

stohastiques) :

Théorème 71 (Girsanov ave dérive onstante). Soit (Bt)t∈[0,T ] un mouvement brownien (standard)

dans (Ω, T , P ). Soit FT = σ(Bt, t ≤ T ). Alors la formule suivante dé�nit une mesure de probabilité

sur (Ω,FT )

P̃ (A) = E(1Aexp

(
−
(
µ− r

σ

)
BT − T

2

(
µ− r

σ

)2
)
).

Dans (Ω,FT , P̃ ), Wt = Bt +
(
µ−r
σ

)
t est un mouvement brownien (standard) sur [0, T ].

65



Preuve : On ommene par montrer que l'on a bien une probabilité. Comme

LT := exp

(
−
(
µ− r

σ

)
BT − T

2

(
µ− r

σ

)2
)

est positive, on a bien la positivité, la sigma-additivité (par onvergene monotone), il reste à noter

que P̃ (Ω) = 1 e qui revient à

E(exp

(
−
(
µ− r

σ

)
BT

)
) = exp

(
T

2

(
µ− r

σ

)2
)

C'est le alul fait dans la preuve du lemme 5 pour la transformée de Laplae d'une variable gaus-

sienne.

Pour montrer que Wt est un mouvement brownien, on va véri�er les hypothèses du théorème

66. On va utiliser souvent la propriété suivante (intégration par partie gaussienne) d'une variable Y
gaussienne N (0, σ2), pour tout f C1

telle que Y f(Y ), f ′(Y ) ∈ L1(Ω), on a (faile à véri�er après

transfert par IPP) :

E(Y f(Y )) = σ2
E(f ′(Y )). (6.1)

On remarque que la ontinuité p.s. est évidente ave le même A.
On remarque d'abord pour f mesurable bornée ou f(x) = xk k = 1, 2 (d'abord k = 2 pour obtenir

intégrabilité), par indépendane des aroissements du mouvement brownien :

E(f(Bt)exp

(
−
(
µ− r

σ

)
BT

)
) = E(f(Bt)exp

(
−
(
µ− r

σ

)
Bt

)
exp

(
−
(
µ− r

σ

)
(BT − Bt)

)
)

= E(f(Bt)exp

(
−
(
µ− r

σ

)
Bt

)
)E(exp

(
−
(
µ− r

σ

)
(BT − Bt)

)
)

don pour t ≤ T , E(f(Bt)LT ) = E(f(Bt)Lt). (En fait on peut voir que Lt est une martingale à

temps ontinu, du type des martingales exponentielles de l'exemple ??). Il est alors faile de voir

que Wt ∈ L2(Ω, P̃ ), ar B2
t exp

(
−
(
µ−r
σ

)
Bt

)
∈ L1(Ω) par une borne par une fontion exp(cBt) +

exp(−cBt) ∈ L1(Ω).
-Calul de l'espérane.

On utilise (6.1) pour obtenir :

E(Btexp

(
−
(
µ− r

σ

)
Bt

)
) = −

(
µ− r

σ

)
tE(exp

(
−
(
µ− r

σ

)
Bt

)
)

On déduit alors du alul utilisant l'indépendane i-dessus que

Ẽ(Wt) = E((Bt +

(
µ− r

σ

)
t)LT ) = E((Bt +

(
µ− r

σ

)
t)Lt) = E(BtLt) +

(
µ− r

σ

)
t = 0.

-Calul de la variane.

On utilise (6.1) (puis le alul préédent) pour obtenir :

E(B2
t exp

(
−
(
µ− r

σ

)
Bt

)
) = tE(exp

(
−
(
µ− r

σ

)
Bt

)
)−

(
µ− r

σ

)
tE(Btexp

(
−
(
µ− r

σ

)
Bt

)
)

= [t +

(
µ− r

σ

)2

t2]E(exp

(
−
(
µ− r

σ

)
Bt

)
).
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On déduit alors du alul utilisant l'indépendane i-dessus et du alul de l'espérane que

Ẽ(W 2
t ) = E(B2

tLt) + 2E(BtLt)

(
µ− r

σ

)
t+

(
µ− r

σ

)2

t2 = E(B2
tLt)−

(
µ− r

σ

)2

t2 = t.

-Calul de transformées de Fourier pour obtenir les inréments gaussiens. En fait, ette

étape su�t ar on va realuler la variane et la moyenne ave la transformée de Fourier. On utilise

juste la preuve du lemme 5 :

E(exp(isBt)exp

(
−
(
µ− r

σ

)
Bt

)
) = exp

(
t

2

(
is− µ− r

σ

)2
)

= exp

(
−ts2

2
+

t

2

(
µ− r

σ

)2

− ist

(
µ− r

σ

))

d'où la valeur attendue :

Ẽ(exp(isWt)) = E(exp(isBt + ist

(
µ− r

σ

)
)Lt) = exp

(
−ts2

2

)
.

-Indépendane et stationnarité des inréments

Pour tout n et tout t1 < ... < tn, montrons que Wt1 ,Wt2 −Wt1 , ...,Wtn −Wtn−1 sont indépendants.

Prenons don aussi f1, ...fn mesurables bornées (par exemple des exponentielles donnant des fontions

aratéristiques). On note θ = µ−r
σ

et on obtient en utilisant l'indépendane des inréments de Bt

sous P :

Ẽ
(
f1(Wt1)f2(Wt2 −Wt1)...fn(Wtn −Wtn−1)

)
= E

(
f1(Wt1)f2(Wt2 −Wt1)...fn(Wtn −Wtn−1)Ltn

)

= E

(
f1(Wt1)f2(Wt2 −Wt1)...fn(Wtn −Wtn−1)Lt1

n∏

k=2

exp

(
−θ(Btk − Btk−1

)− tk − tk−1

2
θ2
))

= E (f1(Wt1)Lt1)
n∏

k=2

E

(
fk(Wtk−tk−1

)exp

(
−θBtk−tk−1

− tk − tk−1

2
θ2
))

= Ẽ (f1(Wt1)) Ẽ (f2(Wt2 −Wt1)) ...Ẽ
(
fn(Wtn −Wtn−1)

)

la dernière ligne étant obtenue en prenant tous les fi égaux à 1 sauf un pour identi�er les termes.

La stationnarité des inréments se déduit du même alul en utilisant elle de Bt.
En �nane, un produit dérivé (ou option) est un ontrat sur l'atif �nanier St qui produit un

paiement positifH , FT mesurable au temps d'éhéane T . Nous ne onsidérerons que les options dites
européennes de la forme H = Φ(ST ) ave Φ mesurable positive. La dé�nition suivante (motivée dans

la setion suivante) permet de donner une valeur à l'option à l'instant t (même si l'option n'est pas

otée, et permettant de déteter des "anomalies" de marhé (par exemple possibilités d'arbitrages)

si la otation ne orrespond pas à la valeur théorique).

Dé�nition 33. La valeur au temps t ≤ T de l'option, dé�nie par la variable aléatoire Φ(ST )

d'éhéane T , est donnée par la formule utilisant la probabilité P̃ du théorème 71 par :

Vt = Ẽ(e−r(T−t)Φ(ST )|Ft).
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Le prix à l'instant t = 0 est la valeur de vente onseillée (par la théorie) dans e modèle pour

l'option. On va obtenir le alul expliite dans le as des options de type all Φ(x) = max(x−K, 0) =:
(x−K)+ et put Φ(x) = (K − x)+.

On note la fontion de répartition d'une gaussienne standard

N(d) =
1√
2π

∫ d

−∞
e−

x2

2 dx

et on pose

ρ±(t, x) =
ln( x

K
) + (r ± σ2

2
)(T − t)

σ
√
T − t

.

On remarquera que ρ+(t, x) = ρ−(t, x) + σ
√
T − t.

Théorème 72. (valeur des put et all de Blak-Sholes) La valeur au temps t ≤ T de l'option de

type all (ST −K)+ d'éhéane T est donnée par Vt = Fc(t, St) ave :

Fc(t, x) = xN(ρ+(t, x))−Ke−r(T−t)N(ρ−(t, x)).

La valeur au temps t ≤ T de l'option de type put (K − ST )+ d'éhéane T est donnée par

Vt = Fp(t, St) ave :

Fp(t, x) = Ke−r(T−t)N(−ρ−(t, x))− xN(−ρ+(t, x)).

On remarquera que es valeurs sont indépendantes de µ (grâe au hangement de probabilité) et

ne dépendent que de la seule volatilité σ.
Preuve : On note d'abord qu'ave les notations du Théorème de Girsanov, la valeur atualisée de

l'atif est par alul élémentaire S̃t := Ste
−rt = S0exp(σWt − σ2t/2) et don

ST = Ste
r(T−t)exp(σ(WT −Wt)− σ2(T − t)/2).

Don Ẽ(ST −K|Ft) = Ste
r(T−t)

E(exp(σ(WT −Wt)− σ2(T − t)/2))−K = Ste
r(T−t) −K = F (t, St)

ave F (t, x) = xer(T−t) − K. Puisque (ST − K)+ − (K − ST )+ = ST − K on déduit don, après

multipliation par e−r(T−t)
la relation que nos formules véri�ent :

Fc(t, x)− Fp(t, x) = x−Ke−r(T−t).

On onsidère don le as du all. Don ave Y = WT−Wt√
T−t

on obtient par les aluls préédents

ave θ := σ
√
T − t :

e−r(T−t)(ST −K)+ = (Stexp(θY −θ2)−Ke−r(T−t))+ = (Stexp(θY −θ2/2)−Ke−r(T−t))1{Y+ρ−(t,St)≥0}.

En e�et, on a noté Stexp(θY − θ2/2)−Ke−r(T−t)
est positif si et seulement si ln(St/K) ≥ −r(T −

t)− (θY − θ2/2) soit ln(St/K) + r(T − t)− θ2/2 + θY ≥ 0 ou enore Y + ρ−(t, St) ≥ 0.
En prenant l'espérane onditionnelle sur Ft en utilisant l'indépendane des aroissements de

Wt sous P̃ 'est à dire elle de Y ave Ft et la proposition 39, on obtient Vt = Fc(t, St) ave

Fc(t, x) = xẼ(exp(θY − θ2/2)1{Y+ρ−(t,x)≥0})−Ke−r(T−t)
Ẽ(1{Y+ρ−(t,x)≥0}).

Comme Y ∼ N (0, 1) sous P̃ on a évidemment

Ẽ(1{Y+ρ−(t,x)≥0}) = P̃ (Y ≥ −ρ−(t, x)) = P̃ (Y ≤ ρ−(t, x)) = N(ρ−(t, x)).

De même, on a la relation onlusive (obtenue par 2 transferts et hangement de variable y − θ) :

Ẽ(exp(θY−θ2/2)1{Y+ρ−(t,x)≥0}) =

∫ ∞

−ρ−(t,x)

exp(−(y−θ)2/2)
dy√
2π

= Ẽ(1{Y+θ+ρ−(t,x)≥0}) = N(ρ+(t, x)).
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3 Motivation de l'intégrale stohastique pour l'étude du mo-

dèle de Blak et Sholes

Le but de ette setion sans preuve est de motiver l'utilisation d'une notion d'intégrale stohas-

tique pour l'interprétation du prix dé�ni i-dessus dans le modèle de Blak et Sholes.

Il existe une notion d'intégrale stohastique qui permet d'érire une formule intégrale pour f(t, Bt)
si f : (t, x) 7→ f(t, x) est C2

(ou même seulement C1
en t). On obtient alors la formule d'Ito :

f(t, Bt) = f(0, 0) +

∫ t

0

(
∂f

∂t
+

1

2

∂2f

∂x2
)(s, Bs)ds+

∫ t

0

∂f

∂x
(s, Bs)dBs

Le hangement notable par rapport au as dérivable en temps (on rappelle que Bt est p.s. nulle part

dérivable), 'est le terme faisant intervenir la dérivée seonde de f . Par exemple, on obtient

St = S0 +

∫ t

0

µSsds+

∫ t

0

σSsdBs.

En ériture in�nitésimale dSt = St(µdt+σdBt) qui est très semblable au modèle disret de l'exemple

41 Yn − Yn−1 = Yn−1(r + σǫn). On peut manipuler es expressions en utilisant les �règles"

dt2 = 0, dtdBt = 0, dB2
t = dt.

C'est un théorème qu'une intégrale stohastique

∫ t

0
fsdBs est dé�nie pour fs adaptée dans L

2([0, T ], L2(Ω, P )) =
L2([0, T ]× Ω, dt⊗ P ) par l'isométrie d'Ito :

E[|
∫ t

0

fsdBs|2] =
∫ t

0

E[|f(s)|2]dt.

C'est souvent une "martingale" sur [0,T℄ si f est su�samment bornée (sinon 'est une "martingale

loale").

Une stratégie (ou portefeuille) pour le ouple (S0
t , St) est une paire de valeurs φt = (αt, βt)

représentant les valeurs ahetées de l'atif sans risque S0
t et de l'atif risqué St au temps t. La valeur

du portefeuille est don :

Vt(φ) = αtS
0
t + βtSt

Celui-i est auto-�nané si (ave des hypothèses appropriées sur φt pour que les intégrales aient un

sens)

Vt(φ) = V0(φ) +

∫ t

0

αsdS
0
s +

∫ t

0

βsdSs

qui revient à demander, dans l'intervalle [t, t+ dt], que la variation du portefeuille dVt(φ) = αsdS
0
t +

βsdSt ne viennent que des variations des valeurs des atifs et pas d'apports au portefeuille (dαs,dβs).

On suppose en partiulier (αt), (βt) adaptés à la �ltration Ft. Si on regarde les valeurs atualisées

S̃t = (S0
t )

−1St, Ṽt(φ) = (S0
t )

−1Vt(φ) = αt + βtS̃t, on a les relations (pour un portefeuille auto�nané)

dS̃t = S̃t[(µ− r)dt+ σdBt], et

dṼt(φ) = −re−rtdtVt(φ) + e−rtdVt(φ) = −r(αt + βtS̃t)dt+ rαtdt+ βte
−rtdSt = βtdS̃t

si bien que la valeur de αt est déterminée par

αt = Vt(φ)− βtS̃t = V0(φ) +

∫ t

0

βtdS̃t − βtS̃t
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On retrouve la ondition µ = r pour que S̃t et Ṽt(φ) soient des martingales (loales) sous P (similaires

à l'exemple 41, e sont toujours des martingales loales sous P̃ ).
On peut montrer que si Vt(φ) ≥ 0 (on dit admissible) alors il n'y a pas de possibilité d'arbitrage,

'est à dire de stratégies auto-�nanées ave V0 = 0, VT ≥ 0 et P (VT > 0) > 0.
Une option Φ(ST ) est dite répliquée si il existe un portefeuille auto�nané tel que VT (φ) = Φ(ST ).

La valeur de l'option (au sens du paragraphe préédent). Vt = Vt(φ) est la valeur d'un tel portefeuille

auto�nané au temps t
On peut montrer l'existene du portefeuille sous l'hypothèse E(L2

TΦ(ST )
2) < ∞. Elle néessite

des outils de aluls stohastiques dépassant la portée de e ours (et la ondition E(L2
TH

2) =

Ẽ(H2) < ∞ fontionne pour des options non-européennes H 6= Φ(ST ) mais la solution est alors

moins expliite).

Le alul du portefeuille simulant est utile en �nane pour la �ouverture de l'option" (par le

vendeur vendant au prix V0(φ) qui utilisera ette stratégie pour produire une rihesse VT (φ) au

temps T et qu'il doit donner à l'aheteur). Don le as du put et du all, on a les formules

αt = e−rt(Fp/c(t, St)− βtSt), βt =
∂Fp/c

∂x
(t, St).

Pour le all on a βt = N(ρ+(t, St)) et pour le put βt = −N(−ρ+(t, St)).
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