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Feuille de TD 1
Fonctions caractéristiques, vecteurs gaussiens.

Toutes les variables aléatoires (v.a.) sont définies sur le méme espace de probabilité

(Q, %, P).

Exercice 1

Soit X1,...,Xn, N > 2 une suite de variables aléatoires indépendantes, identiquement
distribuées (v.a.i.i.d.) de loi de Bernoulli, X;(P) = pd; + (1 — p)dy, ot p €]0, 1] est fixé .
1.Calculer la transformée de Fourier de Xy, puis celle de Z = X; +--- 4+ Xy.

2.-En déduire la loi de la variable aléatoire Z7 = X; +--- + Xx.

Exercice 2 Soit X une variable aléatoire de loi de Poisson de parametre A > 0 : Vn € IN

A"
P(X=n)=e¢ ’\H
Donner la loi Px de X
Calculer E(X) puis la fonction caractéristique @ x (%)
On pose Y = (—1)*. Donner la loi de Y.

Soit Z une autre v.a. de Poisson de parametre g > 0. Calculer E[e®X+2)]. En
déduire la loi de X + Z.
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Exercice 3 Calculs de Fonctions caractéristiques.
Soient X7, X5, X3, X, v.a. indépendantes de loi normale NV(0, 1).

1. Trouver la fonction caractéristique de Y de loi Py (dy) = Le~ldy.

2. En déduire la fonction caractéristique d'une variable Z de loi de Cauchy i.e.

3. Trouver la fonction caractéristique de X;.X5.
4. Déterminer la fonction caractéristique et la loi de la variable X7 X5 + X3Xjy.

5. Trouver la fonction caractéristique de X qui suit une loi exponentielle de parametre
A > 0.

6. Quelle est la loi de la variable aléatoire |X; X5 + X3X4|? Trouver sa fonction ca-
ractéristique.

Exercice 4 Soient U, V,,, n > 1 deux suites de v.a. telles que P{V,, — 0} =1.etla

n—>-+400
suite U,, n > 1, converge en loi, lorsque n — 400 vers une probabilité p sur IR. Etablir

que U, +V, — pu en loi

n—>-+400

Exercice 5

Soit X, : © — IR, une suite de v.a.i.id. de loi normale N(0, 1). On notera U, = Y i | X?
On considere, par ailleurs, une suite de v.a.iid. V, : Q@ — IRT, n = 1,..., N de loi
exponentielle de moyenne E(V;) =2 et on note S, = Vi +---+V,, n> 1.

1.- Calculer les transformées de Laplace E(exp(—al})) et E(exp(—als)), a > 0.

2.-En déduire 'expression de la densité de la loi de la variable aléatoire Us.

3.- Soit k > 1. Calculer les transformées E(exp(—aSy)) et E(exp(—alUsy)), a > 0.

loi

4.- Montrer que Uy (e S



Exercice 6 Soient X et € deux v.a. indépendantes de lois respectives N'(0,1) et P, =
(01 +6-1)/2. Soit @ > 0. On pose Y = X1y x50} — X1{x|<a} €t Z = €X.

1. Montrer que Y, Z sont des v.a. de loi N/(0,1) .

2. Montrer qu’aucun des vecteurs (X,Y), (Y, Z), (X, Z) n’est gaussien.

Indication : Considérer la probabilité que la somme des coordonnées soit nulle.

Exercice 7 Soient X,Y deux v.a. indépendantes de loi N(0, 1)
1. Soit Z = max(X,Y). Calculer E(Z)
2. Soit T'= X/Y. Montrer que T suit la loi de Cauchy et en déduire que T" et 1/T" ont

méme loi et que E(%) =

Exercice 8 Soient X, X5, X3 trois v.a. indépendantes de loi N'(0,1) et
V= (X1 +Xo+ X3, X1 — X, Xp — X3, X3 — X))

1 Calculer la loi du vecteur V.
2. En déduire que les v.a. X7 + Xo + X3 et (X — X5)? + (X5 — X3)? + (X3 — X1)? sont
indépendantes.

Exercice 9 Soient X1, X5, X3 trois v.a. indépendantes de loi N'(0,1) et Y = (Y, Y5, Y3) =
(X1 —2X0, X1 + Xo + X3, Xo — X3)
1 Calculer la loi du vecteur Y.
2. Calculer la loi de T' = Y3 /3 + Y /2.
Exercice 10
Soit (X1, X2, X3) un vecteur gaussien de loi N(m,T") avec m = (2,—1,1) et ' =
2 -1 2
—1 2 =2 ].Calculerlaloide Y = (X; — Xy + X3,2X, — X3, X; + Xy — 2X3).
2 -2 8
Exercice 11
Soit (X,,),>1 une suite de v.a. réelles indépendantes de loi Normale A(0, 1). Déterminer
la limite en loi de la suite

1 n
k=1

Exercice 12
Soient XY, Z des v.a. i.i.d. de loi normale N (0,1). On définit

U X+YZ
itz
Montrer que U et Z sont i.i.d.
Exercice 13 Extrait d’'un CC
Soit (X1, Xo, X3) un vecteur gaussien de loi N (m,T') avec m = (1,1,1) et T' =
1 11
1 2 2 |.SoitY = (Y1,Ys,Y3) = (X1, Xo — Xy, X5 — Xo).
1 2 3
Calculer, si elle existe, la densité de la loi de la variable aléatoire Xj.
Calculer la matrice de covariance du vecteur Y.
Les variables Y7 = X et Y5 = X5 — X sont elles indépendantes ?

Calculer, si elle existe, la densité de la loi du vecteur aléatoire (X1, X5).

A

Soient a > 0 et (N7, Ny, N3) des variables indépendantes identiquement distribuées
de loi N'(0,1). Montrer que P [max(|Ny|,|Nol|,|N3|) < a] < @

6. Soient @ > 0 et T' = max(|X; — 1], | X2 — Xi|, | X3 — X3|). Montrer que : P(T' <
a) < a?.



