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Exercice 1. Questions de cours

1. Donner la définition de la fonction génératrice d’une variable aléatoire X & valeurs dans N.
Dans le cas ou E(X) et Var(X) sont définies, quelle relations lient ces quantités a la fonction
génératrice 7

2. Soit Z une variable aléatoire & valeurs dans {1,2,3} telle que P(Z = 1) =P(Z =3) =1/4 et
P(Z = 2) = 1/2. Calculer Var(Z).

3. Soit X une variable aléatoire géométrique de paramétre p > 0. Calculer sa fonction génératrice
et son espérance.

Exercice 2. Grandes déviations
Soit (z;);en+ une suite de variables indépendantes de loi de Bernoulli de parameétre 1/2. On pose
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1. Calculer Var(S,) et E(S,). Montrer que pour tout C' > 0,
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2. Montrer que pour tout o > 0,
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3. Soit p € [1/2, 1]. Montrer que pour tout o > 0,

E(e*X1) =

et en déduire que
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4. En considérant a = In(p) — In(1 — p), déduire des questions précédentes que
P(Sn > p) < e

ot I(p) = In(2) + pln(p) + (1 — p) In(1 — p).

Exercice 3. Maximum de deux variables aléatoires

On rappelle que pour une variable aléatoire X a valeurs dans R, la fonction de répartition de X
est définie par Fx(t) = P(X <t) pour tout ¢t € R.

Soit N € N* un entier naturel non nul. On suppose que X et Y sont des variables aléatoires
indépendantes et uniformes a valeurs dans {1,2,--- , N}, et on pose Z = maz(X,Y).

1. Montrer que pour tout n € {1,2,--- , N}, Fx(n) =n/N.

2. Montrer que pour tout n € {1,2,--- N}, Fz(n) = Fx(n)Fy(n).

3. Calculer P(Z = k) pour k € {1,2,--- ,N}.



Exercice 4. Produit d’une variable de Bernoulli et d’une variable de Poisson
Soient X et Y des variables indépendantes ot X suit la loi de Bernoulli de paramétre p et Y suit
la loi de Poisson de parameétre A. On pose Z = XY.

1. Calculer P(Z = 0) ainsi que P(Z = k) pour tout k € N*,

2. Montrer que la fonction génératrice de Z est
Gz(t) = p =Y 41— p.

3. Calculer E(Z) et Var(Z).



