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Feuille d’exercices numéro 2
Exercice 1 Soit (E,||.|]|) un espace vectoriel normé. Etant donnée une famille non vide (A;);er

de parties de E, comparer les ensembles Uier 4is Uies Ais Uier 4is d'une part et (Vo Ai, Niey Ass
;e Ai, d’autre part. Examiner le cas ot I est fini.

Compacité

Exercice 2 Déterminer si les ensembles suivants sont, ou ne sont pas, compacts dans IR* :
A={(z,y) e R 2* +y' =1}, B={(z,y) e R*:y* =2"},
C = {(cost,sint): t € [0,1]} , D = {(cost,sint): t €]0,1]} , E = {(cost,sint): t €]0,27]}.

Exercice 3  On se place dans I'espace vectoriel IR[X] muni de la norme n.,. Montrer que la boule
fermée de centre 0 et rayon 1 n’est pas compacte. (Indication : on pourra démontrer que la suite
(X™) n’admet pas de sous-suite convergente.)

Exercice 4 Soit A une partie compacte d’un espace vectoriel normé. On suppose que A est contenue
dans la boule unité ouverte B(0,1). Montrer qu'il existe r < 1 tel que A soit contenue dans B (0, 7).

Exercice 5 On se place dans IR" muni d’une norme || - || et on considére une partie non vide A de
IR". Pour x € IR" on définit
d(z,A) = inf{||z —al|: a € A} .

1. Montrer que pour tout z,y € R", d(z, A) < d(y, A) + ||y — z||
2. En déduire que = +— d(x, A) est une fonction continue.

3. Soit F' un fermé non vide de IR". Montrer que dans ce cas,

d(z, F) =0 si et seulement si x € F.

4. Pour une partie non vide B de IR", on définit
d(A,B) =inf{||b —al|: a € A,b € B} .

Montrer que d(A, B) = inf{d(a, B): a € A}.
5. Soit K un compact non vide de IR". Montrer qu’il existe a € K et b € F tels que

d(K, F) = [|b — af.

6. Ce dernier résultat est-il encore vrai si 'on suppose simplement K fermé? (Indication : on
pourra considérer les parties A = {(¢,e!): t € IR} et B = {(t, —¢!): t € IR} de IR?.)

Exercice 6 Soit (X, d) un espace métrique, et (x,) une suite d’éléments de X qui converge vers
x € X. Montrer que I'ensemble {z,,: n € IN} U {z} est compact.



Complétude et Connexité.

Exercice 7 Soit (E,]|-||) un e.v.n., et F' C E un sous-espace de dimension finie. Montrer que F

est fermé dans F.
o

Exercice 8 On considére I'espace E = (*(IN) = {a = (a;) € KN l|ally = Z la;| < oo}. On sait
i=0
que (E, || -]]1) est un espace vectoriel normeé (cf TD 1 ex 3). Soit a, = (anm)m>0 € E la suite des
coefficients d’une série absolument convergente dans E, c’est & dire : >~ |[a,|[1 < +00.
On rappelle la version série du théoréme de Fubini-Tonelli, pour toute série double (& coefficients
positifs comme |a,, ,|), on peut intervertir les sommes :

S anml =D lanm| € [0, +00].

n=0 m=0 m=0 n=0
(o]
1. Montrer que pour chaque m € IN, la série ) @, converge dans IK, disons vers b,, = E U
n=0

2. Montrer que b = (by,)m>0 € E.

zn:ai —b|| < i i |a;m|. En déduire que

=0 1 i=n+1m=0
4. En déduire que E est complet.

n

Zai—b

=0

o

. Montrer que

1

Exercice 9 On considére I'espace F = C([0,1],IR) = {f: [0,1] — IR; f continue} muni de la
norme |||l = fol |f(x)|dz (cf TD 1 ex 5)

1. Montrer que f,(x) = 2™ définit une suite de Cauchy de E.

2. F est-il complet ?
Exercice 10

Lesquels parmi les sous-ensembles suivant de IR et IR® (munies de la norme euclidienne) sont
connexes ?

A=1{0,1,2} cIR, B=B(0,1) c IR?, C = B((0,0),1)UB((1,1),1) c IR*>, D = B((0,0),1)UB((2,2),1) C

Exercice 11  Soit E un e.v.n. Un ensemble A C E est dit étoilé si il existe ag € A tel que pour
tout a € A, Vintervalle [ag, a] = {tag + (1 —t)a : t € [0,1]} C A.

1. Montrer qu’'un ensemble étoilé est connexe (par arc).

2. Montrer que IR? — {(0,0)} est connexe (par arc) mais n’est pas étoilé.

Exercices supplémentaires.

Exercice 12 Points fixes Soit (X, d) un espace métrique complet, et f: X — X une application

telle que
Sk<1Ve#yeX df(@), f(y) < kd(z,y) .

Montrer que f est continue et admet un unique point fixe.

Exercice 13  Soit (X, d) un espace métrique, et (K,,) une suite de compacts non vides de X tels
que K,11 C K,, pour tout n € IN. On pose K =, K,.

1. Montrer que K est compact et non vide.

2. Soit U un ouvert tel que K C U. Montrer qu’il existe n € IN tel que K; C U pour tout ¢ > n.



