Université Claude Bernard Mathématiques
L3 Topologie et Théorie de la Mesure 2023-2024

Feuille d’exercices numéro 6

Classes monotones et mesurabilité

Exercice 1  Si Q = {1,2,3} trouver la tribu et la classe monotone engendrées par € = {{1}}.
(cf TD.)
ou Correction de 2021-2022 exercice 9.1
https://math.univ-1lyonl.fr/parcours_matheco/lib/exe/fetch.php?media=programmes_ue_
13:topologie-mesure:feuille3-matheco_2022-2023correction.pdf

Exercice 2 Soit @ =N et £ ={{n}:n e N}
1. Montrer que o(€) = P(IN).
2. Montrer que (&) = M(E).

1. (cf. TD)
2. Montrons que o(&) = M(E).

D’abord, () appartient toujours a la tribu engendrée et aussi a la classe monotone engendrée
car 2 C , donc 2\ Q =0 € M(E). Conclusion, on a

o(€) = o(EU{D}) = M(EU{D}) = M(E),

ou I'égalité du milieu vient du lemme de classe monotone car EU{()} est stable par intersection
finie (contrairement a &).

Exercice 3
(cf. TD)

Exercice 4
(cf. TD)

Théorémes de Fubini et mesures produits

Exercice 5 Soit f > 0 une fonction mesurable positive p une mesure o-finie sur (€2, 7), montrer
que pour p €0, 00] :

/fpd“ - /OOO pt p({w s f(w) > t})dt.

(cf TD)

ou Correction de 2021-2022 exercice 6

https://math.univ-1lyonl.fr/parcours_matheco/lib/exe/fetch.php?media=programmes_ue_
13:topologie-mesure:feuille6-matheco_2022-2023correction.pdf

Exercice 6
(cf TD)
ou Correction de 2021-2022 exercice 7


https://math.univ-lyon1.fr/parcours_matheco/lib/exe/fetch.php?media=programmes_ue_l3:topologie-mesure:feuille3-matheco_2022-2023correction.pdf
https://math.univ-lyon1.fr/parcours_matheco/lib/exe/fetch.php?media=programmes_ue_l3:topologie-mesure:feuille3-matheco_2022-2023correction.pdf
https://math.univ-lyon1.fr/parcours_matheco/lib/exe/fetch.php?media=programmes_ue_l3:topologie-mesure:feuille6-matheco_2022-2023correction.pdf
https://math.univ-lyon1.fr/parcours_matheco/lib/exe/fetch.php?media=programmes_ue_l3:topologie-mesure:feuille6-matheco_2022-2023correction.pdf

https://math.univ-1lyonl.fr/parcours_matheco/lib/exe/fetch.php?media=programmes_ue_
13:topologie-mesure:feuille6-matheco_2022-2023correction.pdf

Exercice 7 (cf TD)
ou Correction de 2021-2022 exercice 8
https://math.univ-1lyonl.fr/parcours_matheco/lib/exe/fetch.php?media=programmes_ue_
13:topologie-mesure:feuille6-matheco_2022-2023correction.pdf

Exercice 8
Pour (z,y) € [—1,1]? on pose

flz,y) = {ﬁ st (z,y) # (0,0)

0 sinon

1. Montrons que les intégrales itérées de f existent et sont égales.
f est continue en dehors de (0,0) et vu que f(z,0) = f(0,y) =0, on a y — f(zo,y) et x —
f(z,y0) sont continues pour chaque xg,yo fixés, donc boréliennes, on a donc la mesurabilité
requise pour parler des intégrales itérées.
Soit y # 0, on a | f(x,y)| < 1/y?, ce qui est une domination par une constante intégrable pour
la mesure de Lebesgue sur un intervalle borné [—1,1] donc f_ll f(x,y)dx est bien définie. De

plus par imparité (ou changement de variable z = —x, on obtient : fjl f(z,y)dz = 0 pour tout

y # 0. Comme f(z,0) = 0, cela est aussi valable pour y = 0. La fonction y f_ll f(x,y)dx =0
est continue et manifestement intégrable et on obtient :

/_11 /_11 F(z,y)dedy = /_11 Ody = 0.

En intervertissant x et y dans Pargument (vu f(x,y) = f(y,x), on voit que

/_11 /_11 f(z,y)dydr = /_11 Odx = 0.

La conclusion du théoréme de Fubini s’applique donc, bien qu’on va maintenant voir que ce
théoréme ne s’applique pas.

2. Montrons que la fonction f n’est PAS Ao-intégrable sur [—1, 1]%. Pour cela on va minorer son
intégrale par celle sur D = {(x,y) : 2 +y* < 1,z # 0} (car si on s’attend & une valeur infini, et
que le probléme soit en (0, 0), autant prendre un domaine facile pour les coordonnées polaires
et autant éviter z = 0 ou y = 0 pour faciliter la continuité) par changement de variable en
polaire. Comme les fonctions sont positives, il suffit de vérifier qu’elles sont mesurables pour
appliquer le changement de variable, mais f est continue sur D comme fraction rationnelle &
dénominateur non nul. On obtient :

/ |f(x,y)|d\a(z,y) / | f(z,y)|dNa(z, y) / dr/ —|COS( ) sin(6)|d6
[-1,1]2 0,2w[—{7} T
_ / | cos(8) sin(6)]d6 / drl — i
10,27[ 0 r

En effet, par les intégrales de Riemann, r% n’est pas intégrable en 0, et peu importe la valeur
de l'intégrale en 0, elle est strictement positive par intégrale d’une fonction positive non-nulle
(continue donc non A-p.p. nulle) sur un ensemble de mesure non-nulle (la longueur 27 de
'intervalle).
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Exercice 9
(cf. TD)

Exercice 10
ou Correction de 2021-2022 exercice 12
https://math.univ-1lyonl.fr/parcours_matheco/lib/exe/fetch.php?media=programmes_ue_
13:topologie-mesure:feuille6-matheco_2022-2023correction.pdf

Exercice 11 (cf. TD)
Changements de variables

Exercice 12 Soit D = B((0,1),1) dans le plan. Calculer // (2* +y*) da dy .
D

cf. TD ou Correction de 2021-2022 exercice 14
https://math.univ-1lyonl.fr/parcours_matheco/lib/exe/fetch.php?media=programmes_ue_
13:topologie-mesure:feuille6-matheco_2022-2023correction.pdf

Exercice 13 Soit B = {(z,y) € IR*: (22 +4?) < 9} . Justifier que I'intégrale //

est convergente et donner sa valeur.
On passe en coordonnées polaires (dans le cas positif pour une fonction continue sur B — [0, +00] X
{0} donc mesurable) en remarquant que, vu que ([0, +00] x {0}) =0, on a

// ! dxd // ! dxdy = 2 /9 ! dr =2 [37“2/3]9 3(9)%/3 =373
————dxdy = — _dxdy=27 | —dr=2n — —
g (224 y2)3 Y B[0400)x {0} (22 +y2)?/3 Y o /3 2 0

par le cas convergent des intégrales de Riemann.

—$2 FRRITE dxdy

Exercice 14
Soit D = {(z,y) € R?*: (2®+y?)? < ay}. Calculons I = / vy dx dy = //IR2 1p(x,y)\/Ty dNo(x,y)
D

qui est 'intégrale d’une fonction positive. On remarque D = D, UD_ avec Dy = {(x,y) € D : +x >
0}. De plus avec le changement de variable (z/,y') = (—z, —y), il est facile de voir

[ o taonaminton = [ 1o teonamonie

On a aussi une symétrie, donc par changement de variable (2/,y') = (y,z), on obtient pour
C=DnB,B={(x,y) € D:y>x >0} que

I://D\/@dxdy:// o, 9) VT Ao, ) _4// o, 9)y/FT Aol ).

On pose ¢(z,y) = (x? +y?%, 2zy) et si (2,t) = (22 +y%,2zy)onaz—t = (y—x)%, 2+t = (v +y)?,
doncona¢:B — FE={(2t):2—t>0,t >0}, et ondéduit quey —x =z —t,x+y=+2+1t
(vu y — 2 > 0 sur C') d’ot I'unique (z,y) € C vérifiant cela est donné par

Vzitt—+z—t \/z+t+\/z—t)
2 ’ 2

v(et) = (

Ceci montre que ¢ est bijective d’inverse ¢ : £ — B.
De plus, ¢ est clairement C*° (car polynomiale), on calcule son jacobien :

3
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Jo(z,y) = ( o )

2y 2z

d’on det(Jo(x,y)) = 42* — 4y*> < 0 sur C (donc non-nulle ce qui implique que Jo(x,y) est un
isomorphisme linéaire pour tout (x,y) € C). Par le théoréme d’inversion globale, ¢ est donc un

1 —1
C*-diffeomorphisme et on déduit que det(Jy(z,t)) = 101G = (1)) = SN

On peut donc appliquer le théoréme de changement de variable :

I—4//1Da:y\/_d)\2:1:y //1Do¢zt f(\/lit>d)\2(zt)

Cela suggére un autre changement de variable(polaire hyperbolique) : z = rch(f),t = rsh(6), de
sorte que z2 — > = r2. On pose donc ¢(r,6) = (rch(6),rsh(0) qui définit ¢ :]0, +o00[*— E = {(z,1) :
z>1 >0} et z=rch(d),t = rsh(f), se résoud en r = /22 — 2,0 = argsh(%) vu que le sinus
hyperbolique est strictement croissant bijectif. Cela montre donc que ¢ est bijective.

De plus, ¢ est clairement C (par produit et sommes de projections et d’exponentielles), on
calcule son jacobien :

ch(f) rsh(0)
Telzy) = ( sh(6) rch(6) )

donc det(Jp(z,7)) = rch?(0) — rsh®(f) = r > 0 sur son domaine, donc par par théoréme d’inversion
globale, ¢ est un C'*°-difféomorphisme. Le cas positif du changment de variable donne donc :

2 1 - ? )V Lr r
I = //E 1[0,15}(2 )ﬂm do(z,t) = /4)74—00[2 1[07745}1(9)](7’ ch(0)7)+/rsh(0) Jar dXa(r,0)

Maintenant 1p sh(e) (r*ch(6)?) = 1 pour rch(f)* < sh(f) soit r < h(e))Q En appliquant le théo-

réme de Fubuni-Tonelli au produit d’une fonction continue positive et d’une indicatrice d’ensemble
mesurable, on obtient :

1 sh(9)2 \/5
G d6\/sh(0) / O Srdr = = ch(0)do
0

10,400[

sh(0)
d6+/sh(0) (Ch -
Par dernier changement de variable z = sh(6), dx = ch(6)df on obtient (vu ch(#)? = 1 + sh(f)?)

\/_ /+oo 2 \/_ /+oo 1 "
x? 4+ 2+1)  (22+1)?

Par ailleurs, avec y = 1/x,dx = —dy/yQ, on obtient :

=5 e L we

donc en combinant a la précédente égalité : %ﬁ f0+oo i +1y)2

3/2 /2 [+ sh(6)?
T3 / ch(6)*

10,400

(x21+1) dx soit :

1 1o 1

- 3ﬂ/o TP =35m0 15y 3
4




Exercice 15 Soit D = {(z,y) € IR*: y*> — 22 < 0,2% — 2y < 0}. Calculer // e E da: dy.
D

On définit (z,y) = ¢(u,v) = (v?v,uv?). ¢ :]0,+00[*—]0, +00[* est polynomiale donc C*®. z =

u?v,y = wv? implique y?/z = u?v*/(uv*v) = v*,u® = 2%/y donc, comme le cube est une bijection, on

obtient 1'unique solution :
(1, v) = ( z ,s/yj)
) y ) T

on voit facilement que c¢’est bien une solution donc ¢ est bijective. De plus

sotue) = (25 g )

v 2uv

d’ou det(Jp(u,v)) = 4u*v? — u?v? = 3u*v? > 0 dou do(u,v) est un isomorphisme linéaire et le
théoréme d’inversion globale s’applique montrant que ¢ est un C'*°-difféomorphisme.
On peut donc appliquer le théoréme de changement de variable dans le cas positif & (z,y) —

41
1p(z,y)e = (produit de continue donc borélienne, et d'une indicatrice d’ouvert) :

=5+ (u v)3+(uv2)3

- /]omg Lol Dutr.) = /]o,mp Lo(@(u,v)e @5 det(J(u, v)) dha(u, v)

ug US
= / du/ dvly, s(u)ly s((v)e T30y
J0,400]  J]0,400]

avec la derniere égalité utilisant aussi Fubini-Tonelli et 1p(¢(u,v)) = 1) s5(u)1) 35(v) car les deux

vallent 1 si et seulement si u?v* < 2u?v,v?u* < 2v2%u soit v3 < 2,u® < 2. Bilan, on obtient donc

(&~ 1)
=i

3]€/5 2

2 v
3 (&
=3 (/ dU].]()’%[(U)@ U2> =3 [?
10,400

Exercice 16 cf Correction de 2021-2022 exercice 16
https://math.univ-1lyonl.fr/parcours_matheco/lib/exe/fetch.php?media=programmes_ue_
13:topologie-mesure:feuille6-matheco_2022-2023correction.pdf

0

Exercice 17  Calculer I'intégrale / / / oo d:zc dy dz
x

ot D = {(z,y,2) € R*: 1 < 224 4% < z2 < 4}. Comme z, n’est pas positif, on doit montrer
I'intégrabilité, ce pourquoi on considére d’abord l'intégrale avec |z| a la place de z.

On passe juste en coordonnées polaires sur & = rcosf,y = rsinf (avec le z inchangé, on parle
parfois de coordonnées cylindriques). Comme 1 D(z,y,z)@ est borélienne comme produit d’une
fraction rationnelle & dénominateur non nulle (donc une fonction continue) et d’une indicatrice d’en-
semble ouvert. On obtient (en utilisant aussi que [0, +0o[x{0}? est de mesure nulle pour A3)

12 E |
J = /// Ip(z,y, Z) d)\ T,Y, % —rl (rcos(0),rsin(f), z)dA3(0,
IR’ - 0,4 00[x {0}2 ¥ z?+y s 10,27[x]0,+00[x IR 2 b °
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Or 1p(rcos(f), rsin(f), z) = 1siet seulement si1 < r? < 22 < 4 si et seulement si 1j1 () 1j1.2(]2])
1 d’o1, en utilisant aussi Fubini-Tonelli pour passer a des intégrales simples :

1 s 2
J:27r/ dzl]m[(]z\)\z]/ dr =1y, (r) :zw/ dz1p 21(|2]) | 2| [ (r))} :47r/ dzzIn(z).
R 0o T R |

ou on a utilisé que l'intégrale sur |z| €]1,2[ revient & 2 fois U'intégrale sur |1,2[. Sans méme calculer
I'intégrale, en remarquant juste que la fonction est continue bornée par 2In(2), on obitnet J <
871n(2) < +oo. La fonction de départ est donc intégrable. On pourrait reprendre le méme calcul,
mais vu la remarque sur la symétrie du domaine de z, il vaut mieux utiliser un argument d’imparité.
On fait donc le changement de variable ¢ = —z dans le cas intégrable (de déterminant du jacobien

—1 et on obtient :
I— _C rdyds — T edydi— —1—0
_///Drc“ryQ B Z_///Dx“r?ﬁ reaE =

Exercice 18 Soit D = {(z,y,2) € R*: 0 < z < 2% + 32 < 1}.
Justifier que l'intégrale I = /// In(2? + 4?) dx dy dz est convergente et donner sa valeur.
D

Comme In(z? + y?) négatif sur D, on va calculer avec une valeur absolue, mais lintégrale voulue
sera juste 'opposée. On fait le méme changement de variable en cylindrique qu’a 'exercice précédent
(toujours appiqué au produit d’une fonction continue et d’une indicatrice d’ouvert, donc une fonction
borélienne) en remarquant que 1p(x,y,2) = ljo,(2)1j0,1(r) puis en appliquant Fubini-Tonelli pour
passer a des intégrales simples :

1= L(e. . 2) (e + )] dra(e. 5.2
IR"—[0,+00[x{0}2

2 +o0 400
_ / 4 / dr r1i0.4(r)2] In(r) / d=10,(2)
0 0 0

1 +oo —3u —3u- 100 4
:47r/ dr r2\ln(7")|:47r/ du 6_3“u:47r[—6 v_¢ _ T
0 0

3 9 o 9

ol la derniére ligne vient d'un changement de variable u = —In(r) d’ott du = 2. On en déduit

que I est convergente et vaut [ = —%r.



Exercices plus difficiles.

Exercice 19 Ensemble triadique de Cantor et escalier du diable Soit 2 = [0, 1], muni de la
restriction de la mesure de Lebesgue A a B([0, 1]).

2a+b} U [a+26

3
d’intervalles obtenu en retirant de I 'intervalle ouvert qui a le méme centre que I et dont la longueur

est un tiers de celle de 1.

On définit par récurrence une suite d’ensembles C,, C [0,1] (tous union finie d’intervalle fermés)
et de fonctions croissantes linéaires par morceau F, : [0,1] — [0, 1] par

— Coy=10,1] et Fy(z) = z.

Si I = [a,b] est un intervalle compact de IR, on note I = [a, ,b} C I I'union

N
— Si ), s’écrit comme une union finie d’intervalles fermés deux a deux disjoints : C,, = U I,
m=1

N
avec I, = [am, by alors C, 1 est défini comme C, 4 = U I, et
m=1

Fo(x) si v g C,
M sl € .[m - fry; = :| 2am+bm  am+2bm [
Fn—i—l(l') = 2 o—a, ) 3 ) i 3 ’
Fn(am) + (Fn(bm> - Fn(am))% S1 xTr & [am’ 2 m3+bm]’
b= ] am m
Fn(bm> - (Fn(bm) - Fn(am)>ﬁ S1 T E [+2babm]

1. Montrer que C), est compact et vérifie C,,1 C C),.
Solution :

N
Par récurrence, on initialise & Cy compact. Par construction, I C I, donc C,,; = U I, C
m=1
N
U I, = C,,. Enfin, chaque [,,, est une union de 2 intervalles fermés donc C),; est une union
m=1

de 2N intervalles fermés, donc un fermé, du compact Cy, donc lui-méme un compact.

2. On pose U, = [0,1] — C,,. Montrer que C,, est une union de 2" intervalles compacts deux a
deux disjoints et U, est union de 2" — 1 intervalles ouverts deux & deux disjoints. Est-ce que
C,, est borélien ?

Solution : On montre cela par induction sur n. Pour n = 0, Uy est vide donc 'union de 0

intervalle disjoint, et Cy = [0, 1] est un intervalle.
N

Si le résultat est montré au rang n, on a C,, = U I,,, est 'union de N = 2" intervalles compacts
m=1

dijoint. Alors les I,,, sont disjoints, et chacun I'union de 2 intervalles compacts disjoints, leur

union est union de 2.2" = 2"*! intervalles compacts disjoints. Enfin, U, = UHUUZ:1 I,—1,

et I,,—I,, est un intervalle ouvert, disjoints entre eux et de U,, donc U,,; s’écrit comme ['union

de N +2" — 1 = 2" — 1 intervalles ouverts disjoints, CQFD.

De plus C), étant un fermé est bien un borélien.

3. Calculer \(C,,), pour n € IN. Solution : De nouveau par récurrence, on obtient une formule
A(Ch) =1 et par additivité de la mesure de Lebesgue :



2n+1

NCoin) = SoAT) = 2 S M) = SAC) = 5y

4. Posons C' = ﬂ C,. Montrer que C' est non vide et calculer A\(C). C s’appelle ensemble
n>0
triadique de Cantor.
Solution : Par intersection décroissante, on a A\(C') = lim,, oo A(C,,) = 0. De plus, on a par
une récurrence immediate 0 € C), vu que I contient toujours le minimum de I, donc 0 € C'
qui est non-vide.

— 21
5. Montrer que la formule ¢(A) = E 3’:£TIL)
n=0
déduire que C est non-dénombrable.

Solution : Posons ¢y(a) = Zivzo 2;;?&).
Tout d’abord l'injectivité de ¢ est facile car on montre par récurrence sur n que pour 14(n)
se retrouve comme un digit du développement en base 3, précisément, en formule,

définit une fonction injective ¢ : P(IN) — C. En

3n+1
2

v que ¢(A) — ¢p_1(A) = Yo7, A et que T ((A) — dn1(A)) = La(n) + 5 350, 2altn)
de sorte que la somme est dans [0, 1/2]. Donc par recurrence on voit que 14(n ) est déterminée
par ¢(A) donc toutes ses valeurs de 14 le sont, et donc A est déterminée (donc en particuler
¢(A) = ¢(B) implique 14 = 15 soit A = B).

On montre par réccurence sur n que ¢p(A) € C,, et aussi ¢p(A) € C’n pour k>mn.Lecasn =10

La(n) = | 25 (0(4) = du-a(A) |

1
est évident car la série est & termes positifs, bornée par ¢(A) < Z 3n+1 =37 173 =1len

utilisant la série géométrique. Donc ¢(A) € [0, 1]. On montre de meme or(A) €10, 1].
Par I’hypothése de récurrence, au rang n, on sait que ¢,_1(A) € C,,_1 et A finir

6. Montrer que F), est croissante pour tout n.*

Solution : On le voit la réccurence en montrant en méme temps qu’elle est continue. C’est
évident pour Fy. Au rang n + 1, Uexpression par morceau montre que F,, | est croissante sur
chaque intervalle de définition (pente positive du coefficient directeur des fonctions affines),
y compris sur chaque intervalle de U,, vu qu’on sait déja que F,, est croissante. En voyant
les limites a droite et & gauche, la continuité sur les [a,,,b,] est facile, et la continuité en
A, by, vient de celle de F,, en dehors du segment, et des limites respectives F,(an,), Fr.(bp)
des formules affines. Comme on a vu la continuité, la croissance se déduit de celle sur chaque
intervalle fermé des C,, et de U,, ce qu’on vient de Vériﬁer et ce qui conclut.

7. Montrer que F}, est lipschitzienne de constante K, § ~ et que pour tout x € [0, 1],

1
3‘2n+1

[Fpi () — Fu(o)] <

En déduire que F), converge uniformément sur [0, 1] vers une fonction continue F.

Solution : De nouveau, on montre F;, lipschitzienne par récurrence sur n. Fj est clairement
1-Lipchitz.



10.

En supposant montrer le rang n, il suffit de montrer que |Fy,11(x) — Foi1(y)| < Kppa|z — v
sur chaque intervalle de définition. EN effet si on connait sur [z, c| et [c, y], on obtient

|Fn+1<x>_Fn+1(y)| < ‘Fn-i—l( ) n+1( )|+’Fn+1( ) Fn+1(y>| < Kn+1|x_C’+Kn+1‘c_y| = Kn+1|$_y|a

et on rassemble ainsi les inégalités sur des unions d’intervalles.
Donc on obtient

Kot = max(Ky, 0, (F(b) — Fn(an))m) < max(K,, SK,) < g’:—i
Ensuite, on montre la borne sur F,,; — F, au cas par cas selon les cas de définition de
F,.1 ainsi en se basant sur le fait que sur I, = [am,by], F, est linéaire donc F,(x) =
Fo(ap) + (=2 (F (b) — Fuam)) :
0 si x & C,
Fria(z)—Fu(z) = (i bf"‘m )7 Il st e o= [ L
(Fu(bn) — Fu(a)) sie=tm) s 7 € [, 2sbu]
(= 4+ 52l ) (Falbn) = Falan) i 7€ [wn b,

En utilisant la borne de Lipschitz déja obtenu, on obtient donc (vu que la longueur des
intervalle de C), est constante, on obtient en divisant la longueur totale du 3 par le nombre
d’intervalle du 2 : (b, — @) = MCy) o = ==

on 3"
(0 si zéC,
x (am;bm) K, < 6?’; (b — am) < 6.12n si zel, — _}; _ 2am3+bm7 am_ggbm
| Fra(2)—Fo(2)] < (55*2_%)’[(” < B by — ) < si 7 € [am, 2ncttn]
\ Cbmd 1 K, < 2 (b — ) < 5 si v [@nta p ]

Ceci donne dans tous les cas la borne annoncée. ON en déduit donc que ) ||Fpi1 — Fillso
converge, donc al série télescopique ) (F,4+1—F},) converge normalement donc uniformément.
En particulier, aussi la suite F}, de fonctions continues, converge uniformément, donc sa limite
F' est continue.

Montrer que F'(0) =0 et F(1) = 1.

Solution : C’est évident car pour tout n : F,(0) =0 et F,(1) = 1.

Posons U = [0,1] — C. Si I C U est un intervalle ouvert, montrer que F est constante sur I.
Solution : C’est facile, car U = U, U,, et F,, est constante sur chaque intervalle de U,,, puis
F,, pour m > n n’est pas modifiée, donc F' = F,, sur U,, est donc aussi constante sur chaque
intervalle de U,. En prenant I'union, on en déduit que F' est constante sur les intervalles de
U.

En déduire que F est dérivable sur U, n’est pas constante, mais que F'(z) = 0 pour \-presque
tout x € [0, 1]. F s’appelle escalier du diable de Cantor.

Solution : Une fonction constante est dérivable de dérivée nulle, donc c’esst le cas de F'
sur chaque intervalle ouvert de U, donc F est dérivable sur U de dérivée nulle. Or A\(U) =
1 —X(C) =1, donc c’est le cas pour A-presque tout = € [0, 1]. Enfin, vu F(0) < F(1), F n’est
pas constante !



Exercice 20  Soient (2,7, 1) un espace mesuré et {x} € T pour tous z € Q. On dit que p est
continue si p({x}) = 0} pour tout z € Q et on dit que p est discréte s'il existe un ensemble D au
plus dénombrable tel que p(D¢) = 0.

1. Montrer que 'équivalence des conditions suivantes :
(a) p est continue;
(b) si A est une partie au plus dénombrable de Q alors u(A) =0;
(c) toute partie au plus dénombrable A de 2 est u-négligeable.
Solution :

i est continue dit que {x} est négligeable, mais une union au plus dénombrable d’ensemble
négligeable 1'est encore d’ou (a) implique (c). (¢) implique (b) est claire vu que A est union
au plus dénombrable de singleton, donc dans T et par (c) A est négligeable donc A C B avec
p(B) = 0 ce qui implique p(A) = 0.

Enfin, (b) implique (a) car {z} est (fini donc) au plus dénombrable, on déduit de (b) p({z}) =
0.

2. Montrer que p est discréte si et seulement s’il existe une suite (a,,) de points de € et une suite
(cn) C [0, +00] telles que = > ¢pdaq,-

Solution : = On prend D = {a,,n € IN} ou D = {a,,n € [0, N]} pour une certaine suite
(a,) tel que p(D) = 0 par définition de p discréte (les deux cas correspondent a D fini ou
dénombrable).

On pose ¢, = u({a,}) et montrons que p = Y ¢,d,,. Il suffit de voir que pour A € Tr les deux

n
mesures coicident sur A (vu que AN D = U4, ca{an}) :

u(A) = p(AND)+u(AND") = w(AND) = Y p({an}) = Y cabo,({an}) = Y b, (4)

n:an €A n:an €A n:an €A

Enfin, é,,(A) =0 si a, € A, donc on peut retirer la condition sur la somme et obtenir :

pA) = Y b, (4) = (3 eud, ) (4).

n n

<« la réciproque est évidente car si p = > ¢pd,, D = {a, : n € I} alors,

nel
p(D) = nba, (D) =D c,0=0
nel nel

vu que a, € D donc d,, (D) = 0.

3. Décrire les espaces mesurés avec i a la fois discréte et continue.
Solution : La seule mesure est la mesure nulle y = 0. car si p est discréte, on vient de voir
que pn =y p({an})da,, mais p({a,}) = 0 pour une mesure continue, d’out le résultat.

4. (%) Supposons maintenant que p est o-finie. Montrer que p s’écrit de fagon unique p = o+ fiq,
oll i, est une mesure continue et py est une mesure discréte.

Solution : Unicité Si .+ g = v.+v4 sont deux décompositions, alors on a . — v, = Vg — lig
comme pour tout singleton {a} on a u.({a})—v.({a}) = 0—0, on déduit que v4({a}) = pa({a}).
Par la formule du 2, on trouve que vy = pg. et donc p, — v. = 0 soit . = v,.
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Solution : Existence Soit D = {a € Q : u({a}) > 0}. Comme p est o-finie, on sait par le
TD4 ex 7 que D est au plus dénombrable (et donc D € T par union au plus dénombrable de
singletons). On peut donc définir la mesure discréte

Hd = ZM({@})5a-

aeD

On pose pi. = 1 — pg. Soit B € T, on a pu.(BND) =" pu({a}) —p({a}) =0 donc p.(B) =
(B N D). Donc comme mesure induite & D¢ on déduit que p. est une mesure (positive)
(exo facile). En particulier on déduit que p.({e}) = 0 si e ¢ D¢ puis, u.({e}) = p({e}) =0
si e € D¢ vu la définition de D. Donc, pu. est continue comme voulu et on a bien sir par
construction p = pi. + fiq-

Exercice 21 (%) Soient (2,7, ) un espace mesuré et 7 = {AAN : A € T, N p — négligeable}.
1/ Montrer que T est une tribu. C’est la tribu p-complétée de T.
Solution : On rappelle que AAN = (AN N¢)U (AN N).
On a trois axiomes a vérifier
-0 =0AD € T vu que ) € T et aussi u() = 0 donc c’est un ensemble p-négligeable.
- Par distributivité de N et U :

(AAN)¢ = (A°UN)N(AUN®) = (A°NA)U(ANN)U(ANN)U(NNN) = (A°NN°)U(ANN) = A°AN

comme on utilise le méme N p-négligeable et A° € T, cela conclut a (AAN)® € T.

-Enfin, soit B, = A,AN, € T. Le point clef est de montrer qu’on peut supposer A4, et N,
disjoints.

Par définition d’un ensemble p-négligeable, il existe M,, € T avec N,, C M, et u(M,) = 0 donc
M,,— N,, est aussi négligeable et N¢ = (M,,—N,,)UME . On a donc B,, = (A, NMS)U(A,NM,—N,)U
(AN N) Sion pose A, = A, NMSeT et N, =(A,NM,—N,)U (A N N,) qui est u-négligeable
comme union de 2 tels ensembles vu que A, N M, — N,, C M, p-négligeable et AS " N,, C N,
p-négligeable. De plus par construction A, N N], C (MtNA,NM,— N,)U(A,NASNN,) = (. Donc
B, = A, UN] = A/ AN]. On obtient donc

UneINBn = <Un€IN A;) U <Un€IN Nflz>

et on pose N = (Une]N N,’L) qui est p-négligeable comme union dénombrable de p-négligeables et

A= (Une]N A;) € T par union dénombrable. Il reste a transformer A, N comme avant pour les

rendre disjoints. Or, par u-négligeabilité de N, il existe donc M € T avec N C M et u(M) =0 et
on peut donc écrire :

U,eNBn =AUN=(ANN )UN =(ANM)U(AN(M - N))UN

et maintenant A= ANM°eT et N = (AN (M — N))UN est u-négligeable comme union de
2 p-négligeables et par construction A’ N N’ = () donc finalement :

U, eNBn= A UN' = AAN' €T,

2/ Soit 1 : T — R, AAN > pu(A), o A € T et N est p-négligeable. Montrer que 77 est une
mesure sur 7. On obtient un espace mesuré (2, T, ) appelé l’espace mesuré p-completé de (Q, T, ).
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Solution :

On commence par montrer que i est bien défini. Soit donc deux écritures AAN = BAP avec
A,B € T et N, P est pu-négligeables, on montre que u(A) < u(B) (et par symétrie cela implique
légalite).

Ona ANN¢ C (BN P°)U (PN B. Comme P, L sont pu-négligeables on P C M, N C L avec
w(M)=0= u(L) (et donc M, L € T. Donc, on obtient

AC(ANLYUANL)C(ANNYU(ANL)C (BNM)Y)UMU(ANL)
(vuque (BNP¢) = (BNM)J(BNM —P) et le deuxiéme est inclus dans M comme (PNB¢)) Donc, par
monotonie et sous-additivité, on obtient pu(A) < u(BNM) +u(M)+pu(L) = p(BNAM)+0 < u(B).

On est maintenant prét a vérifier que 7 est une mesure. On a deux axiomes a vérifier. D’abord
) = 0AD donc (@) = u(d) = 0 comme voulu. Soit donc B,, = A,AN,, € T deux a deux disjoints.
En reprenant la notation de la question précédente, on a U B, = A’AN’ € T donc on calcule

AU, Ba) = (A = (U (47,0 M)

Or on rappelle que B,, = A’ AN/ est une décomposition comme la décomposition de T, donc fi(B,,) =
(A7) = p(A, N M) (vu p(A, 0 M) < p(Ay) < p(A, VM) + p(M) = p(A;, N M) par monotonie
et sous-additivité vu pu(M) = 0) et rapellons que A, = A, N MS C A, N Nf C B, donc ils sont deux
a deux disjoints comme les B, donc par la o-additivité de p, on obtient :

AU Ba) = (U (A4, 0 M9)) = 37 (A, ne) = 37 7By,

nGIN nem

Cela conclut donc a la sous-additivité.

Exercice 22 Le but de cet exercice est de montrer qu’une réunion arbitraire d’ensembles mesurables
n’est pas forcément un ensemble mesurable. Soit

T ={ACIR: A au plus dénombrable ou A® au plus dénombrable }.

1. Montrer que 7 est une tribu.
2. Montrer que 7 # P(IR).

3. Conclure.

Correction de 2021-2022 exercice 19
https://math.univ-1lyonl.fr/parcours_matheco/lib/exe/fetch.php?media=programmes_ue_
13:topologie-mesure:feuille3-matheco_2022-2023correction.pdf

Exercice 23 On reprend la tribu 7 de 'exercice précédent et on restreint la mesure de comptage
v sur IR & 7. Montrer que (IR, 7T, v) est un espace mesuré qui n’est pas o-finie.

Vu que (IR, P(IR),v) est un espace mesuré, la restriction est aussi un espace mesuré. Si v était
o-finie, cela voudrait dire qu’il existe A,, avec v(A,) < 400 c’est & dire A, fini (donc au plus dénom-
brable) telle que I'union de la suite soit IR = U, A,,. Ceci est impossible car une union dénombrable
d’ensembles au plus dénombrable est au plus dénombrable, mais IR ne Pest pas (par le cours car il
contient [0, 1] qui ne 'est pas.

Exercice 24
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https://math.univ-lyon1.fr/parcours_matheco/lib/exe/fetch.php?media=programmes_ue_l3:topologie-mesure:feuille3-matheco_2022-2023correction.pdf
https://math.univ-lyon1.fr/parcours_matheco/lib/exe/fetch.php?media=programmes_ue_l3:topologie-mesure:feuille3-matheco_2022-2023correction.pdf

1. Si Q = {1,2,3,4}, trouver la tribu et la classe monotone engendrés par £ = {{1,2},{1,3}}.
2. Trouver une classe monotone qui n’est pas une tribu.

Correction de 2021-2022 exercice 9.2 et 9.3
https://math.univ-1lyonl.fr/parcours_matheco/lib/exe/fetch.php?media=programmes_ue_
13:topologie-mesure:feuille3-matheco_2022-2023correction.pdf

Exercice 25

1. Si Q = IN trouver la classe monotone engendrée par € = {{1,n} : n > 2}.
Solution :

On commence par trouver des éléments de M(&), on a toujours € et (), donc comme {1,n} C Q,
les complémentaires, donc on obtient :

ME) DD, QuEU{{l,n}:n>2} =M

On va montrer qu’il y a égalité en voyant que le membre de droite est une classe monotone qui
contient £. Bien sir, il n’y a pas d’inclusion entre éléments de £ vu qu’ils ont tous le méme
cardinal 2. A fortiori, pas non plus entre les complémentaires. OR tous les {1, n}¢ contiennent
{0} & {1,n} donc {1,n} ¢ {1,m}° (et bien sir par I'inverse non plus vu que {1, m}° est
infini). Donc comme il n’y a aucune inclusion non triviale (i.e. autre que celles avec I'ensemble
vide et Q) dans M, on déduit qu’il n’y pas non plus d’union croissantes. Donc M est bien
stable par différence et unions croissantes, donc c¢’est une classe monotone.

2. Trouver une classe monotone dénombrable qui n’est pas une tribu.

{1} € o(€) par intersection de deux éléments différents quelconques de € mais {1} ¢ M(E)
donc (&) # M(E). Le fait que M(E) est évident par la description indicée par deux suites
ci-dessus.
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https://math.univ-lyon1.fr/parcours_matheco/lib/exe/fetch.php?media=programmes_ue_l3:topologie-mesure:feuille3-matheco_2022-2023correction.pdf
https://math.univ-lyon1.fr/parcours_matheco/lib/exe/fetch.php?media=programmes_ue_l3:topologie-mesure:feuille3-matheco_2022-2023correction.pdf

