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Feuille d’exercices numéro 7

Espaces LP

Exercice 1
Soient (€2, 7, ;1) un espace mesuré et f € L>(Q, u), montrer que |f| < ||f||s p-presque partout.

Exercice 2  Soit f(x,y) = xz—iygl[o,l] (2* + 7).

1. Montrer que f ¢ L'(]0,1[%, A2). (Indication, on pourra utiliser un changement de variable en

coordonnées polaires).

2. Montrer que v/f € L'(]0,1[%, \2) et calculer ||v/f]]:.
3. En déduire que L'(]0, 1[%, \y) n’est pas inclus dans L?(]0, 1[%, As).

Exercice 3 Soient 1 < p < ¢ < 4+00. On rappelle que ¢?(IN) est 1’espace vectorielle des séries de
puissance p sommable et qu'il coincide avec (P(IN) = LP(IN, P(IN), v) pour la mesure de comptage v

1. Soit u, = m Pour quel « a~t-on u,, € P(IN) ? En déduire que ¢¢(IN) ¢ ¢?(IN).

2. Soit v, une suite telle que pour tout n, |v,| < 1, montrer que

o) 0
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3. Montrer que la boule unité de P(IN) est inclus dans la boule unité de ¢7(IN).
4. Montrer que /?(IN) C ¢9(IN), et pour tout v € *(IN) ||v||, < ||v]],-

Exercice 4 Soient 1 < p < ¢ < +00, A la mesure de Lebesgue.
1. Montrer que L%(]0, 1], A) est un sous-espace de L*(]0, 1], A).

2. Soit fu(x) = =. Pour quel a > 0 a-t-on f € L?(]0,1],A) ? En déduire que L%(]0,1], A) est un
sous-espace strict de LP(]0, 1], \).

3. Soit g, : IR — IR définit par g, = W1]0’+m[(9€). Pour quel a a-t-on ¢, € LP(IR, \) ?
4. Peut-on comparer pour l'inclusion LY(IR, A) et LP(IR, A) 7 (justifier)

Exercices plus difficiles

Exercice 5 Soit £ = IR[X] I'ensemble des polynomes a coefficients réels. On le munit de la norme
[1f1lo = suPsejo [/ (2)]

1. Montrer que Q[X], I'ensemble des polynémes a coefficients rationnels, est dense dans F.
2. Montrer que E est séparable.

3. Montrer que E C (C°([0,1],TR),]|.||sc) n’est pas fermé (on pourra utiliser le théoréme d’ap-
proximation de Weierstrass).



4. Est-ce que E est complet ?

Exercice 6 Soit E = C*([0,1],IR) l'espace vectoriel des fonctions C* sur [0, 1] (la dérivée en O est
la dérivée a droite et celle en 1 la dérivée a gauche).
On munit E de la norme

1z = sup max(|f ()], [f()])-

z€[0,1]

1. Soit U(f) = (f, f'). Montrer que U : E — C°([0,1],IR)? est une application linéaire iso-
métrique (quand C°([0,1],IR)? est muni de la norme produit de la norme infinie ||(f,g)|| =

max([[ f{loo |19]l0)
2. Montrer que C°([0, 1],IR)? est complet.

3. Montrer que I'image U(FE) est fermé dans C°([0,1],IR)?, en déduire que E est complet.

4. En utilisant le théoréme d’approximation de Weierstrass, montrer que les polynoémes sont
denses dans E. En déduire que F est séparable.

Exercice 7 Soient 1 < p < +00,1 < g < +00, A la mesure de Lebesgue. On cherche a montrer que
B={feLP(IR,\):||fll; < 1} est fermé dans LP(IR, \).

1. Soit r = Ap+ (1 — N)g avec A €]0,1[. En utilisant I'inégalité de Holder, montrer que si
fe LP(IR,\) N LYIR, N), alors f € L"(IR, \) et on a
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2. On suppose que f, € B et que ||f, — f||, = 0. Montrer que pour r €] min(p, q), max(p, q)|,
on a ||f, — fll» = 0. Qu’en déduit-on sur ||f]|,?

3. Montrer que ||f||, — ||f]|; pour r — ¢.

4. Conclure.

Exercice 8
1. Montrer P :={1,,A€ P(IN)} ={f € ¢>*(IN) : f(1— f) =0}
En déduire que P est un sous-ensemble fermé de ¢>°(IN).

Montrer que pour f # g € P, ||f — g||s = 1.

- W

En déduire que P puis *°(IN) ne sont pas séparables.
5. (x) Montrer que T((an)ndN) = Zanl](l/mg),l/(nﬂﬂ définit une isométrie 7' : (*°(IN) —

n=0

L>([0, 1], Leb) et en déduire que L>([0, 1], Leb) n’est pas séparable.



