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Correction du CC1
Durée : 1 heure 30

LES DOCUMENTS, CALCULATRICES
ET TELEPHONES NE SONT PAS AUTORISES
LES REPONSES AUX QUESTIONS DOIVENT ETRE JUSTIFIEES

Question de Cours (5 points, cf. cours) :

Exercice 1 (6 points) On rappelle que Z est 'ensemble des
entiers relatifs.

1. Soit
I={(n,m)eZz:n+m#®}.

Montrer que I est infini.
Solution 1:

On peut définir x,=(n+1,0) € I, (x,)ney €St UNe suite
d’élements distincts de I carn+1+0 > 1, donc I estinfini
(on peut aussi dire que x : N — I estinjective).

Solution 2 :

On peut définir x,=(n+1,0) € I, (Xy)neny €t ON remarque que
|Xn||lx = N+1— 00 donc 'image de x ne contient pas
seulement un nombre fini d’éléments (car un ensemble fini
est borné).

Solution 3 : (utilisant un résultat non vu en cours)
f:I—7Z"définie par f(n,m)=n+ m est surjective car par
exemple f(n,0) = n pourncZ* donc I estinfini carZ* est
infini.



Rmq : On utilise que si f : A— B et surjective avec B infini,
alors A est infini. Preuve : soitn c B on choisit x, € f~1({n})
qui est non-vide par surjectivité de f. x : B — A vérifie
fox=idg donc x estinjective donc B infini implique bien A
infini. En fait cette méthode, si on montre la surjectivité de
f concretement (en exhibant x,), peut toujours étre
remplacée par la méthode de la solution 1... Cela se voit au
dessus ou on a pris x, =(n, Q) pour ncZ* qui est presque la
méme suite que la solution 1.

. Montrer que I est dénombrable.

Solution : Z est dénombrable, donc le produit Z? est aussi
dénombrable et finalement, le sous—ensemble I C 7Z? est au
plus dénombrable.

Comme I estau plus dénombrable et infini (par le 1), on

obtient que I est dénombrable.

1

— est sommable.
(n+m)4>meZ\{—n}

. SoitneZ. Montrer que (

On note S, = Z ; sa somme.

Solution 1 :

Comme[[-N —n,N—n]l—{—n} est une suite exhaustive de

7\ {—n}, la famille (( !

— est sommable si et
n+m)4>meZ\{—n}

seulement si
1
lim ———
N—oo Z (n + m)4 o
me[[-N—n,N—nll—{—n}
or par changement de variable k= n+ m puis parité, on a

1 1 _,\- 1
> GamES X @t

mel—-N—n,N—n]l-{—n} mel[[-N,N]-{0} k=1

Donc la limite est finie e{ donc la famille est sommable car
la série de Riemann ZF est convergente (vua=4>1).



Solution 2 :

On applique le théoreme de sommation par paquet (cas
positif) aZ\{—-n}={meZ: m>-ntu{meZ: m< —n}, donc
(en posant ensuite k= m+ n et par parité) :

2 (n+m)4_z(n+m)4 Z (n+ m) Z Zk“

meZ\{—n} m<— k<0
=1
=2) 7
k=1

Donc la famille est sommable car la série de Riemann Z%
est convergente (vua=4>1).

. Montrer que

1
an= Z (n+m?2

nez (n,m)el
Solution 1:

La famille (L)
(n+m)* (n,m)el

peut appliquer le théoreme de sommation par paquets (cas

est a coefficient positifs, donc on

positif). On décompose I =J,., \n avec
Ap={(n,m):n+m=#0}={(n,m): meZ\{—n}} qui est bien
sdr une partition. Le théoreme de sommation par paquet
donne [’'égalité :

2 n+m)4 =2, 2 (n+m =2 Sn-

(n,m)el nez (n,m)en, nez

Solution 2 : On se raméne 4 Z? pour avoir un ensemble
produit et appliquer Fubini-Tonelli. On définit la famille
positive

Gams Si(n,m) eI
an’m= . -
0 sin+m=20

et on note que S, = Z anm, donc par Fubini-Tonelli a

meZz



l’'inégalité du milieu :

> i T =Y ann=3 5

(n,m)el (n,m)ez? nezZ mez nez

1
(n+m)#

5. Est-ce que la famille ( ) - est sommable ?
n,m)ec

(justifier). Calculer sa somme.

Solution : On peut appliquer le théoréme de sommation par
paquets (cas positif) pour une autre décomposition
I=Upey Ik avec Iy={(n,m) € Z* : n+ m = k}. Le théoréme de
sommation par paquet donne l’égalité ;

Y ooley Y ey vy 4

(n,m)el keZ* (n,m)el, keZ* (n, m)eIk

1 e .,
Or la somme Z o est la somme infini d’une constante

(n,m)el,
vu que Iy ={(n,k—n) :neZ} est en bijection avecZ. Donc

cette série diverge, et par l’équivalence dans le théoreme
de sommation par paquets (cas positif), la famille d’origine

1 ’ .
— n’est pas sommable. On a donc :
((”+m)4)(n,m)el p

1
> e myE = Yoo

(n,m)el
Exercice 2 (6 points) On se place dans ’'e.v.n E = (R?, || - ||)-

On pose
1
. 2.
A= {(X, y) €]0, +oo[*: Xy < 1}

1. Montrer que A n’est pas un ouvert de E.
Solution :

Il suffit de voir que A€ n’est pas fermé. ON consideéere la
suiteap=(1,1-1). Ona 1(1+1/n) >~ 1 donc a, € A€ mais
a, — (1,1) € Adonc par caractérisation séquentielle des
fermés, A€ n’est pas fermé donc A n’est pas ouvert.



2. Est-ce que A est fermé dans E ? (justifier)

Solution : Pour montrer que A est fermé, on remarque que
[’équation se réécrit xy > 1. et Pour x,y > 0 estimplique
déjax#0,y #0. On déduit donc que

A={(x,y)eR :xy>1,x>0,y >0}

On pose donc fi(x,y)=xy —1,H(x,y) =x,(x,y) =y qui
sont polynomiales donc continue. On note que

3
A=) f1(0, +ocD).

i=1
A est donc fermé comme intersection d’images réciproques
de Uintervalle fermé [0, +oo[ par f; continue.

3. Calculer ’adhérence de A. (justifier) Solution : Comme A
est fermé, 'adhérence de A est A= A.

4. Calculer Uintérieure de A. (justifier) Solution : On pose
3

O := {(x, y)eR? :xy>1,x>0,y > @} = ﬂ fi‘l(]@, +00l[)
i=1

c’est U'intersection d’un nombre fini d’image réciproques de
U'intervalle ouvert]0, +oo| par f; continue, donc O est ouvert.

Or O c Adonc comme Int(A) est le plus grand ouvert
contenu dans A, on obtient O C Int(A). On va montrer qu’il y
a égalité.

Il suffit de montrer que A\ O c (Int(A))¢ = Ac,
Or on voit que
A\O:={(x,y)eR2:xy=1,y>0}

donc pour (x,y) € A\ O on pose xp=x,yn=y(1—1) dou
Xnyn=xy(l—2%)=(1-13) <1 etdonc (xn, ys) € AC. Or
(Xn, Yn) — (x,y) donc par caractérisation séquentielle de



’adhérence, on obtient (x, y) € Ac et donc A\ O C (Int(A))¢
comme voulu.

Bilan : on a obtenu O C Int(A) Cc AetA\ O C (Int(A))¢
doncO°¢ C (Int(A))¢ et ainsi O D Int(A) soit O = Int(A).



Exercice 3 (3 points + Bonus 2 points) Soit f : [0, +oco[— R
définie par

f(x)=xvx.

1. Montrer que f n’est pas lipschitzienne.
Solution :

On prend les suites x,=n,y,=4n de sorte que
f(yn) = 8nv/'n=8f(xp).

Donc
f(yn) —f(xa) _8nvn—nvn _7vn

Yn— Xn 4n—n 3

— +00

donc il nexiste pas de constante K < +oo telle que
1f(y) — f(x)| < K|x —y| vu que le rapport n’est pas borné.

2. Estce que f est uniformément continue ?
Solution :

On prend cette fois les suites x,=n,y,=n+ # donc
|Xn — yn| =1/n'Y/* — 0 mais calculons

1 \3/2 1 \3/2
F(yn) — F(xp) = <n ¥ n1/4> 3 n3/2( (1 ¥ n5/4> - 1)

or quand n — oo, on a -z — @ donc on utilise le

développement limité en 9 (1 + x)*=1+ax + o(x) d’ou
3 1
_ — p3/2 - i N
F(yn) = f(xa) = 132 (14 5= + 0(—52) — 1)

= %nl/“ +o(nt*) ~ %nl/“ — 00.

Donc pour toute=1, il n’existe pas de 6 > 0 telle que
(x —y| <o implique |f(x) — f(y)| <1 vu|x,—yn| <d pourn
grand mais |f(y,) — f(xp)| n’est pas borné.

Remarque : Prendre les suites x,=n,y,=n +% ne marche



pas. En fait, pour x,=n,y,=n+ - aveca>0, ona

3/2 32
N+ - —n3/2=n3/2( 14+t —1)
ne n].+()é

3 1
_ p3/2 _
n <1+2n1+a+0(n1+a) 1)
3

= inl/z‘a +o(nt/?) ~ %nl/z‘o‘ — 00.

f(yn) — f(Xn)

sietseulementsia<1/2. Cela ne tend pas vers 0 aussi
poura<1/2.

. Est ce que le produit de deux fonctions uniformément
continue est uniformément continue ? (justifier)

(Bonus : 2 points) Solution : g(x) = x est 1-lipschitzienne
donc uniformément continue De plus h(x) = /x est
uniformément continue comme on va le rappeler en
reprenant la démonstration du TD. Mais leur produit gh = f
n'est pas uniformément continue par le 2, donc le produit
de deux fonctions uniformément continue n’est pas
forcément uniformément continue.

En effetvVa+ b <+a++vb poura,b>0 donc

va—vb|</|la- b

et donc pour|a— b| <6=¢* on obtient :
WVa— Vb <Ve =¢
donc h est bien uniformément continue.

Autre Solution :g(x) = x = h(x) est 1-lipschitzienne donc
uniformément continue mais le produit gh(x) = x?> n’est pas
uniformément continue comme vu en TD et comme on
rappele maintenant, donc le produit de deux fonctions
uniformément continue n’est pas forcément uniformément
continue.



En effet pour les suites x,=n,y,=n +% on a
gh(y,) —gh(x,) =2+ % > 2 qui ne tend pas vers @ donc gh
n'est pas uniformément continue sur R.



